











EP DS LME A w"» 7959 pdt wm wr eres bé "m eee ee are Sire Pee wea db ree pe, M sali AD) An) BA 245] ey) LET Pret PT eden 
sitse dl Acti RC PA c eder NN oq a IA vli EO XE ruo yea spit Lin ox rt pb dn d ub wai pice tes ed inurl AMA AER 
Eee lp eda re tdt d wo png iere p n PEN EC LE DIT de ph V #4 ET yeaa pips ti 
seat (rid 9 ree de Ro Un s Ung S be pon od eda totg CEE STORE Pre pite e wit eg en eom Hym ied demde re (rds ete denen ose d tege hy. MR Tau ahnen Um 
E Cha pul iedo diee MILLE IMP à À A I E ” inti x " X A ami eade LR UAR wi ope Hb AED SAO 
"n DEP Mr dA A uh is ped ques dec Hed spirare do rear yh LI Kran mo 
Pe ADR dud ARRA NEA PRE SE now EEE MEUM fetta Mp : reta MU MAU eer oem: 

m [ PAV! M jr "i 


sonder Lee CIRE À Be T 
rp inten LUI Ur UT iM # Ich DR 
4 

































EINEN fl ta ou eamdem 
(id ed ibt ew 














ihv 
ETT Léger pu ed qol af ah pter er OC NT] Ta a [efe 
AMA HAN EM Pelee Eton igus sf othe Dto x KO aH Up ml dl COUR or orc or RES Tamil Married id 44: PT ol or b de 
15 Med Foe este ien po ego food teh [nb mto ptit don tent Pes aiam rd COR SEN EL EI ot RE ORTE ta roo ih m? 
b Venet died Lug 
il 










we br i 
Pide + " yer awe dtd Mte art p ok the Hy i rh oin PH OU n end i Sp od e aby oA tiny Spd PORT ECO ENT PPS pipe det o jue hee 
qii d d owes $e COURT AR PS IL eji apr preter 4 "as Lors Hu PR EE VEN NEA EIE ART TL RM P Eur 
hi dues 


UE par (won gm gemere ^ LUS CONTRE Tan“ + pne rel host 
qupito he giam detowy ER vr 







4 usi dod ru poo Ne Me reso RER EI ro er Se od de FUNIS fat an id 







































































(> nmn CRE + i Miro LEBE EI TE ERS EI BAIA TTR tog NH hn o diga EU LI 
37 ab pel e pasa riim dew M "ETC + zu PIC VE OL PE m DUTIES RPM HA D prion PIS yn LA Du MAT Faut VES Si Ie 
Hon Aj qb a pode o wende ' I Kart Wwe dirai une ni net ne dunk len e be Hbi Fred i eie Mean ipi DOTT “anne 
men ap En ENE: EI TEUER eels ed MW d ood um! cdit pri pepe ihn AI pot lh EIER ER tte gn oe nti n eo eo o ordo dA pub best VISIO Pi m 
dije NES fed ode rd ipao o don Pure 4440 Pr DEC RTE ELEC ETES ar: EIOBe FI hor pi sad ni teat ae e wer nob ve Ve PH Mil a HUE LF aa repré n 
4 ol t dono Fels ria otio o Ce rod dam nct o ee v Habe ire vitii amd WU ed va A Perry see ed oat Um gr er ct SN dt n re seri Lir ey: 
mm ir blo arte On enorm sel Hd diu nd nc EI BELLE iW RE El cee ROLL LU una ert dtl Ves HA Ant Whar. dn Hindi Faden ert #41 es " AIN 
CTS ag n 1 ART se A pH E Mr Nason EL PE Euer = cam s LINE UT ad arsit paja MA fid d pega dA at sat 
: ditt Quit «duda divo a 14 OW a n od n n to vd VA Maen gucci pad eg uds ni un Corie He ferto epee yt atone tires sb Wrote: 5 [opor 
deoa Re da ifl Fed dA d Cdi A n Ly NC e oet e on cte ER poen rd rg indeed P o WU dre rs Ahead! Tra ipo a vie mA A Vv Hor in pin DOTEM 
a reri rd 14 Weed: 4 34g 73-124 n My e" US Dur WI TI ruben + y ve Thy de tt din vom Wie Abu Fel Hato TM eI 
" or + [LA M M M ji 1 went 4 ü Vor bul LE 44 pM b fii dde t 44 fe Mieres. e M 
sn et ASA s apa yr ont RACE puise pal ee on AN pistes sae cana gia POMA Morin VER E node U 
E o Nar ar AL y (4 Ath ve À t em uera 


nat dera t the nn def e] EA EI 
^ Ate Cae WA Qa Me races Crea ee t Habu) 
jt eoi ral eon Hla \ ^n bei ia C4 0M od owe ons HA A AN Mipell - ; 
Fina emot dun err ament | Bin Virg? pit LIE e 
n " Weed ape er VAP PA at eg ana ets SIE det VM gol wA 4 
V ipid sd Trj deti LUE lpn onion aros a enirn ie Fat A ver s^ joi e EEE oH ad n tied ose do ern aes ne 
On agape (odo o ed lp) didi chr dd pte qiiis denti 19) gli at AG SM asd MAD) ifie rines eich poh Rafe pt no Mott 
bi ^ ” 






vr 
9 diio 4 mer rt 











" 
r yd CNP DEP rebates 













MAUI 
pt 4 vr “A the ae -— "Woven PAR SET d aai ed Mete diee et op otn i "s 
fret Fa [servi mra ^in 4 ave ‘ara N EN vi. i PU rit arr tre LD Hits di FA) yp fi rw "o CARRE Hu 
(^e um wol deed: vn tti i / Tor auae cipio: aan td Hp E DOCE IE IM AE HE M AS fe^ 
Wadi DE edo dried e rg cmt p An d ae eoa ett niodo «t BE idt t il 


e Oe LE] 
Ate $^ ehm ow dita d AR Cn neas PA 










pre V eai ea en 











Eu ra ent Vt Teen Ar en ds 44 atqae: AAA PQ A EU e) 
8! “ I PE Ze mi a" LAURI hus en M quu ix oi ode M dicia "wu 
hati Joh Me m rs Lip) Aire rente T deis gi Rn etd ety oae det 1 en Pei rub [TH VONT a Aum M 2:5 Mr tres teed penne 
a6 Moet di 4 044 Ri erate edd En CEE REC PROM ia gt HER yg ER ULM MNT EMT NM Ar ee Het ppm aa brel 
ART M ved id oa rene, Vj) ign iri AA LA ra ap heu nC gti aah Gag BA jebrpaticd st Mew at ee y ar ar nomm 
ms Me tyr wr operi odio um. AM p d odi cg sp od HH Cod pr rare So dre it ri a e dq HE ote Had tts nif HS rin LE 
pet voveo qi dris cen dot d FON gaan fend nodos ol aont Wit A dtf i pnt d je HR ve et opin teo ug Ht rem d À 





be P Mo oi Wo e ON e Aa ot oH ono m d aal vao ld (o An C NS 


eed ditis d 1 M 
STA S EON a A 


































































Aca Andre id M ttbi d yeu 
" r 7 Moda ide Ho Me ee poi iod taba AP DE ETS Mn ma surge LM Pete don it 
DEDE voe yis. HE wird m CUR cul, nd ht re Hl APR HM Len bye Pe MOM or atte ue M Ina 
i A xod pent A je S ER SIM CP oH OO re ee b olini Let ende tr Mad dili ead afi v mii dy Pond A] IRISH LARA 
D 2 it mn rt mper ttn ran n dev op od i idiot np ES e fcr Ice exti rin POM oar a deb on "iP M UE ph eed 
Aedui sn onis il. dori pode cm el vigi i (eed t ope A aM Hi of pede pi an] ($4 4 hee SUE 21 FUA Br on - 
Aot ibt tp open tion a NA) gn eae! " ET E ie Mass META UE sini shri " 
py" H p "M : dm 
WW Fon o aah ea d oM Se idt a run P MUN Cd RTI Oc d ned 

Mer esu ger indio NISL Ld Wi HH ep i mal y nn Lo Vp MEN 0% 

DU Moyen dod sí | aio + RAI tait tto ed oa og du shear Vds oW) a vies E 
bj " Wire C iod ed dn "he pes pM d Het: MU Un Wohn siad URL EN) an puit | Ayer nd pereo ee 
3634 eden ad 0 os dil ipd We m wenden t THM! dti en nte nis "i Matt fr Aegre iile q eA otc "n v di LL Ha ipd n ae fro Mn ae Bde de 

LEM. er vienen Lo of ^ Pan ^ 4 OPEN UNE NC e inh dap rant: REP LE TOY EU OU i oom qo odi n P.L Dun Fete uth n HPAL tien HR ad RTE BCE ide 

^ Sirah atid oom ly e b gaan Oak Hae ie tapant ue Dn ek dan Jer Pee vd utes HAAN rg) 
Wo AA Gp vente dea hod doe Top orn leat Ua c m a « BEL EL UE Hon vto god o 
Wet ue roa "oy Weed £d HIER qa SAU eed : Pd uere Pet S ruf jte We 
iy penus M AP ste ae md 4 aia k ps pus pad iUd "i iors pw D p SATA Ne à 
KA u 4M Aem d eme yn Mtas bip on A ites bug ot iw » = of 
Mi Py 2 a FU PAM NU tcn obrem es mo ed ce de ah Hee to oe He EMI n se 


iis 

















an CURE DER D 


ett 
+! tr HE piv lere SO =; 2 
" eb e 

i b i ffs fte: M. p É 

queer P IRAN Y rye ct UD oe iat Be 


TR nt Je aeg PETER ets 


4 plan FEN EI i yiii tyris p ATL Met $$ rii de Pat ini n 
Bul d^ - [OA na 4 ad ed d Eo dA ee 124 
an BAUME te d NEO LE PERDRE UE 
Arii He LATE 

LOP ENT EE d ae gs dee) deer t 
owes Ue sald memo 









iie 


















"nme E VN nd ni 
Ai hyd Fh YD RL 





Td nas dee Leer tit A b ek n ESEL p phasor 
AMO TUM rah IPIE LM 
sip wen eni iR iae ed tae dis 






wander T 
ONE, Br 





















aisha ! 

b s 

dr spa VUE ‘ paca Re ^ 
$ ET ‘ee 

4th iN vite Luft dv ht ar wr d Mn 

Sese 4 LUE Mr ef dw e: rt 

P1 heal 0M Bcc Re Ged 441 Het ae UD 2 FUA hib 


c ps Od 

“ 

3 Sat c 
Mew: A diis (At sm prt Sa Re pios d don 


fure wine 
CHANT pad Merten MÉRITE D AL PELA EP ous 
i vale un ote mike Not EI nase Veto oiu din ii 
MAbs eh HS pred unt, Mh j Shane gate da Ho A unb b an : hort mur IEEE 


pull heeds 3l Abd tht at an: MT prn NEMS ioi en 
Marin [Mew UT m soif 4e e AA Pee MIN ARR TELE D) M D ie 
Hoi vss do irt Ae Wn emissa. de) 304 util oon MET Minero 
A Garin bie a ela on o eder adr oll oie rir P es Hl fone d 
nd o EL FU EN AL MAU se ri e (84r ey pars UM purge T 
Ee ah eed d ned ds ejr arta cb o dem a pt ho resti od Mi d od) 
RIF Han PSP VAT pat pal M Ahr SI) id ah evden id creo waere pea ye à 
dod ose Mn NS EI A Meee nag Ml andy Mis urs ain is $8 v Vi proinde dedi diu 


tu rn 


re H 
Midi M sunt 


i JS C Miei e à Wi 
MAR ned end je ia 4 
Soh oD nth cts) I m 





















+ m 

Wr N ^ ah tit bet 

rt e dori gode PO AE 

Nei pog fonda d M hs heb gop Men 

Pace AR 244 4e Oe o> TEE 

y wie elt ow MA | beste ih ee wine 

ee thts idee 

4 dy i Wes 

48 4 amv d ofi ott 





































LES 
Oak 6 - m ium ni VO f he o DE ETES MAS LE: shed EL jn fed abo qnie dp a d EN IDEE 
pe Ty OM A 2 bw mde. hits Im] a Au, Fp F Pete Mene fe in MEM d DUREE E 
Lo H ota e p » " orsi TLL Mate he ne l^ pon 








TANI 





ae Ba in DLP: Won Mel Mines Jar a 
Dis ms OPER sta N Hows ud ce MANNA Mania: unm 
WA fd pierden y M 1 eh 1 MR ME ET LAUS Eee Tene psi a 

moo AM de iMi * ih Uo on MARE qe p) ipe prio je M d Boe nnd n NEN 2 
(i Ma apii AE paesi atid das n7 did ii oF a 9 HE Mosca agp pet niat o need orga d i 
54 uo edd | mora ag n d irn ose er ge eh patum asp dr an à tear eatis t MED S depen ae 


tae did tQ 6 sad fr ae iii deu s Bt sok setti od A vti fien o ow. to 








#< EN à M 
pv mechan ED oh ice i x Moto datum et ytd? n woods eR M bte dno Verum 
1 ef a Pas epa LA iv te \ 
Ce E tn n A Dye Ds m 
VA nl 


pes 
+ TL DIM Lil yrs Nr RS qu dead: Viet 
des MINS OU dosi da Caen af ip al pot od ag AA et 2 


E 
wed mine TN MANU 
id y Pn end ge pal v (Vis pent d apri IA Dr: " 

‘ DORA AREA Her EA I aH Spa Pru noon j 





vorum ydo eed s Li ON ot 
T sds ti vllt old die dé (Wife 08d oho] 14 dye eiiis 5 4; Suede 
1a gh te Rm ON e o ed of À | re 














, ye Hy NOH 813: Ais Kd ar cad ot s 4209 NOR ee one tbr tts") i ed tie 
mant drei Her stone Vu: Bar par e bye Sat kg MeL A) JE euin t oet itd ado ^ ji 


TAL M shore RESTES DORE PE BR IT ER RE RON iWon 
Googe ovd n mp e ed e anti De nc Nope ie pen PRET ENT AE Meath DULL UEM e uM u étre Vin 












































m wae avit pod Sog yide WU uti bab ido MOD oh deg y TIERE Rau nen ed i^ (then god ra 
Poh beans eiit regen DR ar e Munere VON En CE 
eiii d RER 3g dy ios edu bom f» ae LEN DE PR u re joint RARE 
rif sit v lies piget CEE PATES "v ana. pcd e when «ie Who et fs Hs 
"wn E RU AUGURI i 5) 0 t3 der per CRT iei Wage ea vn Vevey imeem van! n m 
Le usata yt ood An PRAIRIE nen d nd ieee dy bolt ge He Fue i) i) iom eut iue 





ire wa aus Ml Hp Deve DEL ALI 


MATTH Peete t+ gobs htt ^l de 
Ay ba "ROI etm emp ET A 204 pu 
Mery fie ND Ms dat ad rot Qe eet aati wu 
Jun LP ds date! m et ot as open ^M BL EUER SUM i 
Hi eo e Ct o edo qu Ve Ac M a Uu ide Lach eve 

" 


611) P V DR EN EDS UT] 
faa n DORA NET o TAA 2 ed yak Ch 
hri gen Ma p estate 

ias ty q nt engin age oa EL M bu 
in becas ast mm NH pd erp tiom dese Ns poe là 1 Hate vus ^ 
n Tow hes E afi der, yl Lane Re Vet dar ae MM Fw 
m 5 r A! à DM the 39494 3 nd ach rada te dirt den V orem re AN Len 
Hi Ld df erred MED DET OE yet p SCIT NR 4 tie Hia 


NE AIMENT N VOTED RM LAN 


EM DH EUE PRES bend ‘nat SA À rasant ene m ws of sai ey 
Tula ise UMS AT 


LU Wr Baad 





+ 44 
Median adi MALE beo 
10 EESEILER IE OR oe) 












































a] en 
P8 uch Abie. 
(tu trae tae ih C uid 
+ D Q ITA Rl Ch? nt] 





» tact is m VEA HOM Lais m 
9 dedos 4i UH n ne " 4E topi dd ea 
Vira etos qme e ha 







































































MAE entm Pt " dw ER TUR dao. M A4 1 ^ "reset we acis ELITS a m4 à 
4 v ly diae SV adt 4 re Sse et Fi, n ai mat Mim feno nb pta Vost: a : 
n; M. ev iti n E IN TU seta © LES CR NP HN 
! * 44 Van reise REDE RIESE T 
inei LA TON AIR bd eL ddr Mn ve id (ihm Pn Hir 
j + AP Bese ota « "dea m rie ieh ende tet A He di + DECOR 
Pu. 1 inr ure idiq ie d oA rad od FARA ide d rk stole o tan: ee MT eh M MP » 
TP o abd c at e S anit ts Wee ere) Aid: a Ia a nan Iam t edlen PM Aes ji meret Vedi" Mh du imm 
dard o Boe Roo cd Ya Fo tl dnt I] dett] M aor ga Lad ote puri oye Run yp picti "nu dad rede i rens wt M ; 
à à à bide el 44 NET vo wm ONE pna ah dre ae Wr GMAT] CRETE diio ar Mem) # Taies uh Mea aor Med pars " ate: 
rss vir d a wh bl at PORC ART NT LE TE OPEL rt ee des iy DEC i naf o ifta pd odo Vibe ES ot i die arb à neus n ied sd reda ad VIDA REA A 
Kiel 14 ca MM Qa ii dad ett ya vn rh id o p) AU] dodo Mea Hey d a86 NN TE ET EL EL EU RL EEE FE BTE Le ue i : Banane pers naf heath it 
y e ima Hou mas Ws 4% A * nea ate oe V n pon av Asti: pes iine DERL SE 27. LE SENS DER Piha wate ite 
red n r nei. iol des d rd ni EU ET ST IE ped: CLIENT fe a cm es AE ab tate 
ee ^ dan b ctr de ei eee CE eet tery m1 M VU 
PM pre 





BEER EN SALE ribo gol Meda, ats ita 
13 04 98 E dci MEC Y La ETE T 
no M Fas M, ies Wd my RAR re) Fe 
rh ER PETER esi I n VAM Tv pat 
N eel Ier vb p us û PT 
I LELLLTE LI oH 4 * UI 

TUM Heeitey LE MMC eje "o M ds Perl pu NODUM 


ee sun 
SENI DENT oom = 


Hn + 

f Trenet pv prié 

ary E ge oH nob wr e Motos Mie d enin 

3828 coetus 15 sab fs Dera RULE eh Fue sd 
we (as 






























































V sa v isa at Pel M " 2 
F r pe Abe fcu Heid ces riet 1 Cano eR oe da ibo rn "s Le REA H LU E etat x 
À Pr fume Me ja bici Niner Lp ha dud 20 1 SENT IE TEE Wc 4 dst Pan o CR abd eirmod at Und d bride h in ‘y e nis DN 
a mood: 420.6 atten fb AUR RAN AL Ad LAS DA Me Foi n CE A NE “Aceh A drin HAN e 
br rer ji cde d inser Went) Do Ae RO cii qan agenda ate ions cel adl yy AM RA vet 6 PMID Le We m ede ds i URN LI SIUS ran 
; P ru VT pune PTE patents PETER Hay han SAIS RPM Mie da inde LE pure Ka Bu "Peer tte i prn e Sepa RSS Fry Mens T 
a Wy LL ja «4 LII CUI ARLES "mnm kin PL d o. Y + Tm a" quw ^ 1 

nen N Ae. + dod de Ts Mu Vere ds Meal Ar FT wes VUA Mass dean REI (Bey EM 








H 
LEE PUR PORTER AUOT BE AT ts RN ts Cr Kick e 
5 dotum ertt eae Age ed pd à 6 ‘ e Men 

ida dry putres is qtd MH ACT rl Jig 3 
TE PAIS AMA en tad dd atu’ Te tee 


2 4 det aia fe apa i t 
UP s aln Acad ODD Vesper poor Ha NA 


(rh; mE d 


i 
Mt n RORIS Eee Be » 










À mm 4 ‘ 
MH Wear dream i aed dene "ine nm dnte A. "fed 
Aree es vod Mrs A^ eum nr pd: yt evr lie ed o ed add De 


BR Du HIST baal ar 
N AN LE FEST up LER 5 N 


aan ce ph as open ty) à x! 











































aa DE T ew d idi asd 1 FE MM CAR EE net 
An 4A ! inf ae ge à Mose & iini dab: d od od eid ea epu eau A tale HSE NE NE D de a con | 
vies Mes acit “iy re Ar Pat RATER NET AUDE hr Pos. Wird ALIAS VEM Dom ins un Pis ry Ap staat Wt UM a 
AAT wd ted) sida Jr d ipli iir de dd bug Fa ue ete 2 pl SO ete Nul Don cir MA int radii d ^ riri xt 5 Hai 
m] el 29 assise du 





bd eter und DATE RECRUE ET ee RESTES EI a CE cen ione MERAN Do ser 
4 eee ard ET CR PR de no de dude diro idu Lan EIER EL ALT ZU DI RASE In Weder Um are bay) 
T w pond ti 4 na M det ads PTIT Sait i i a rent d one is we ik leer SA ET et "hen 3 A Mera Head aj reine Auen T n" Vivis 
HNTPEPTIMDOGEIPHTNILEOTI nada vidue RE PAU sad A ALLES IL II IE EU CET oT Ef LETT H bs H 
! iw DATA Eee dete! Vds ed lune de rhy gene SERE eunt ra iret. tan 
2s DEUM Rt Ed an setae seu reete Jh be EI hentia ae, EP E e Nd riii 
, Ws en pat ET Ra Weis Wait aad p de A warn Jte DIN ad Milas ISCH) Joue uu Pape 
GER NT RU AGING MEN tSt ete set Senna aU eH TELA e EM 
ru dete Ar i mnis pa Ed " D M ' NUI 
De AE ar n m DL SOY Mer AS aie bv iem Her den MALO m idw Most Mo Fa ali à Mura a sn a wt EUR 
tad oftia on à EAS Foot ital mita ilis qc idee de | Al: dt erri nM tte Mié des babere n f EM dira MO Veto alo A d RERUM ds 
er Nolet gts de Maé 4 a ta rare le rues un E ie bs eet bi oda iste A due MNA 
, 40. VR dle a dvd MH MY EE ada ha wer "el EI "e UA sv Bou 
mew EC dy a LAN à ad. BIENEN [2E] ESI ei ngon e ait 
es aw MH eene ih Root Mati: re 5 
d vespa noue Laer gr Maa ne 
IRRE MU Loi daa di AUFL RT Woven Fn LA ww 
ida RE erm terr en 
ja Hain bi dA delit huge Pr C ac brad 4 
Hos ENT PS aua ni et den rdi 
E (we "mr AMAN mite No cara 
AU "dt. XM DRM Qu sd ERA 
d sip (28 [PRET ANR END dco Met Ass dti bent pis EACUS 
1 mH phan CET seek DT 44 se “ge Mer Ares rent wld = 
bí pum tuse dd Mesa ei ipe Duro ee Pope DIM es CM mM tarte 
CORNE PNA bye uy M dw sre etii kl asi I uim ets SM pie DID RAT JE Ars pod i hanes atl ged A sa 
BREUER IE, " vi Vir eder t Heide POTE rin) EN ud er ne ii 4 fF m 
à At bt ne then aA 
x v piesa A 2 Mab ERA HO CT Mar s oia) sane ie 


* PLAT vp 
TESTER PPS due A ANA Er I ur u Y bid * 

4 d RS] oA ada em Y 1 Vath ood Meets iia the do i eq ded ebd inde à à rt 

e dc Hb Dar ad db it mt di SAMs uli vt dM ed d TA SA m Mk eim maleate "tih mee dus 


CRM ATE TIME ROSE shee AY Pod EN EHER IR AU REIFEN 
A EU iy us " atl tina Tiere b eua mmt M is Haast ally Mediacenter ida ad yet ier 
cite adh qui al ea eaa fhe te areas qe Who pe pete ef ee Hbc aere ds Aa ECS dea ciis dog ae ee 
mr kt PRA METRE FUTTER TEEN 1 Qui id PRET DE p ellen cdi! THEMA AN a“ sia M Tu ' V i 
Ave th TUR oed eo ad Hey de PRETI ide PE LUTEA MS ipa FLUR ov eroe H ian dm Ll An 
sey ead i on qui miner ats pr re à Aviansie "ivit hive VE Wy Me cup Peer rant N men diem trier à 
ina 7 LES wd ew si Hid ya Se iet nibii avo eee: il PLIS sene stie add qu We PIT n a [ 
x Pe 1 | Menus ides i mainte fea Ke sitet diu 
[Be] REITEN en Ma LEE het aec itd n 5 A 4B cca Uo uo d ad Heg à UMS Return ud ale Mus Stet m 
x bd i n wc Ufer Py Sb ade TPE PAIE Pt TD - Vah ud M sd & 4 HAE 
PA edem anis kae A | e Vr eges PEINE St he dia tam Prid Ny gelekehen à ETS iia aan " Ure HE = = 
| je dedo deis 8i Cd cold had, i0 add od i ro ral Lt E Rohn Lene uns Pea PR LES cit ody ita rba tea ht: bP Sa st 1 . ERE (se oen 
S HR CHER MAPS ne Oo o etre nas Pak bed gio dd operiert LAU Le had a Neh fs iN videas dé teta 
spleen AL essi br Se an iet taie ip Ws TETE 1 shinee ^ A ne ee aaa ayia 
M 4 DE oed d de BL NER AAN. bh jt Lr MA eot hv Pen " 
V ya paras a oM n FINT " pa bo ye hai Vtt P dBdURO IM Pi o1 (PR ovre aded deal A ETS er ati vey one: Wo tete Fn NUE * 
N 2A etat oy EUERSUERERETEN Sates) AUANEN TIER! URDU pe Pood elt yt! boon AA stapes Os is 
J Arne ian ede wane Vir dier più Hard Man Jess abs mer inated ae. breton 
v» Fj C44 ud cia Toda panama Hr plpa: Meise MM Qs dadeiitiq hi3 Fei nad Winds Wn LER i MpA ed eh "V 
a 


p r i [ ie ul dise ea ELI MP Ha FR hr M tant dt ve 
val " LES LP PAS MEL LII M afe: aM [DELE x ate d Wiss H -Ü 
CRUE ME er MOV Apis RA FOR EUR ETAT AE EVER rg hasbeen teins ni unis URS ace 









* " à 
zs ids Inch ESO iet CEE TE = ts [ 
* 








b rye hr 






















* 
datent Lanta) (BM (oi 
hd ER apo pt went m 





sd.) d) M dot tnt 
DIETE 
(ep 




























donde dt 
eodeni "eese ups Pereira 
4) biet diede Fe adn d dl rio dad is 
ed EMIT TII beget “ae eh dba sat 
yal Lea n ; sheep pacts T 
"^A Saki di debate (vt hs fabs yn vanam P 4 
I A : PCR rol feet richly torn wands bti 
ghe LER LEN ER DUT TUM papa EUER 
do pud sd) iad dad og 














DNA ahi dad [Air EEE IT ET 
CIARA RR mr nan 






































































i 
des 





T 









LJ A Li 
ae ve # s uy d 
^ das feud eia dotar (eod gabs Fio FR erbe Hot Mt vin 
























|] on 

PIN CNET ENTIER salida diei Fak ae’ D rwn iin DU Lay oF TA. baut MODA et LUTTE iet on d e DORE naa TEE ATEN 

Ate Fuit pm mr Eu ue Erin ^ soit Pu is ERTEILEN Vipepetetem: (dai lott: Di Rana aeti i dante) eat 
) | A 

















































. Halls Y 
" UY AA aul 







































ro pst" dat pote Aer 














m " Be he ida bad pero net Ha vel La dal is diode 435 10 28 Vey x dra oH Pad M d Et INT EE 
DRAM tyne taal ere ae iz» 4 ge PESTE : x EEE He duode ida! Ses presen 
LAS Orbe dee BEREITS Map ame Reden ir afl hae en ie irn sew Vu 
sik wo LEER REDE ES ind cds ya or nue Nt M M p ati 





tialis y pabeipd ODER TU age andas d adt n jns tol t ou 
SEM AN Nd RE ipi drei AT els SUR ss 
aiiis edel phum Daina i pated ipn t de diga a n sonate tes n FREE 
TAM ss Ar PAGE Da 8 di CHUTES ee ee ws he wn 
Haley bs Adelie see Pha io 4 nee ae MEA 


aioe Ale Ma tient aeri oliver thet affare os Wa À 
4 BEREIT CNP NC ARA MO veo rn d x Se OH Bike aee d I Ln 
prever remo Me Lu nM tke beg d tii wn qiti pl] ew EEE EN dt 
saisis dris do iade irat d pud Veil Abd he Be SEIEN TEN OC CEE OR RE EIER THE 
DTP Ho etia he ANA Tun LUAM FAHRT 














43 ae "rb "T Pears waa sat 





Vend qo Teen 



































































i ote bade 44 mew W MORTUUM odas aiia dun dt ng hu yer este oy Ye ¢ 7 reir RNA A dii 
en ame 2^ | Ade phe Aden das RS Md TENTE jd lié Gi wert à M ud Via! Srt ei fies id adi y eds E i 
ha the bcr Ln mdi «IE saith Av (re dag cible heiss Sr MORE dom redonda imo ace ted oqo a i9 A do e della Otra "ie Cle ure n 
v War vivis vin REA $i Quee d? dur Jia adi: pa te A A Pur Purnell. bad i Ji teat ide lank sere S Erebi "ITI T Tours in as Ap 

ed 4 V ke pated Path be adh d ye centi lod, vai bdo de d AN LM 0 RO UO sha et tba) ono Mlle ha PUMA EU 2 p HR RO Ada LITER 4 n se DH MES i da jM 
Wo wen auc Heath dom EIRE E ATEN PRET SENDEN EDLER tall ARH AE ER EIER ER ae Mei EIERN HERE ARMEE TREE a cit 
ENTE ns endadeft inven borer elio COI Hodie Le) ; as: Mother vd ER NUIT 

7 had! Gadaltnl d Pu dito da qatar eto Deeded eng inte mele vrai Haha dades I a T Urs iue irc aiu 
of tanh bed d HU e UH AE eta ad oid ed ida Men rh RM prctio LEP PE ra d Wa yeqo qae Lilo er yr LU 
(Vl ids auda lei apd athe dad sec donec Tl RTE ve pass shag he adsl dress ve 





dis os 





ue fen eH ee hat acs 
[ LII ETE 
riorem HU 


et fie aie gon? 


ara 





gig ge ited ate Ha ty sack ae wr CPUTUPURR ER CCR 
ade be do data PERTE DEN PRLDEUEEN SE PT 









THE UNIVERSITY 
OF ILLINOIS , 
LIBRARY 


READING ROOM 
MATHEMATICS LIBRARY 


Wathenatics 





Return this book on or before the 
Latest Date stamped below. A 
charge is made on all overdue 
books. 


University of Illinois Library 


do. 29, It 


APR 3 0 1982 


APR 29 RECD 
UN 06 oa 


JUL 27 RECO 
Auc 13 190€ 


VO mw ve eves 


AUG Q 0| re 


L161—H41 














Journal 


reine und angewandte Mathematik. 


In zwanglosen.Heften 


Herausgegeben 


von 


Asa uc relie. 





Erster Band, 

I named hen. 
Mit 5 kupfertafeln. 
Berlin, 


im Verlage von Duncker und Humbl ot. 





18 2 6. 








Inhaltsverzeichnifs 


des ersten Bandes, nach den Gegenstanden. 


I. Reine Mathematik 


Wr. der T Analysis, 
Abhandlung 

2. Untersuchung der Functionen zweier unabhängig veränderlicher Gröfsen x und y, 
wie f(x, y), welche die Eigenschaft haben, dafs u Sa, »)) eine symmetrische 
Function von z, x und y ist. Von Herrn N. H. Abel zu Christiania in Norwegen. 

3. Entwickelung einer beliebigen Potenz eines Cosinus durch die Cosinus der 
vielfachen Bogen. Von Herrn Louis Olivier. "UAE Dic wall nt, N credi 

6. Ueber die Zerfällung einer ächtgebrochenen Functionen in einfache Parzial-Brüche, 


19. 


20. 
21. 


2f. 
28. 


29. 


35. 


Von Herrn Dirksen, Dr. und Professor der Mathematik etc, zu Berlin. 


Beweis der Unmöglichkeit, algebraische Gleichungen von höheren Graden, als 
dem vierten, allgemein aufzulösen, Von Herrn N. H. Abel 


E 0 . E e 


Bemerkungen über die Form der Wurzeln algebraischer Gleichungen. Von 
Herrn L. Olivier. . . . . . . 


* . * * * e * 9 2» . . . * 


Versuch über die Integration der Differential - Gleichungen. Von Herrn. G. v. 
Schmidten, Dr. und Prof, der Mathematik zu Copenhagen. ete 


LJ e 
Beweis eines Ausdruckes, von welchem die Binomial-Formel ein einzelner 


Fall ist. Von Herrn NH. Abel... . ... » 6 


LJ . . . . * * . 


Ueber die Integration der Differential - Formel = 
Functionen sind. Von Herrn N. H. Abel. . . . . 
Bemerkung über die Lagrangische Interpolations-Formel, Von Hrn, Prof. Dirksen. 


Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reellen Wurzeln einer beliebigen 
algebraischen Gleichung. Von Herrn L. Olivier. . . x...» 


Ueber Gaufs neue Methode, die Werthe der Integrale näherungsweise zu finden, 
Von Hrn. C. G. J. Jacobi, Dr. u. Prof. d. Mathematik zu Königsberg in Ostpreufsen. 


Die unbestimmt scheinenden W erthe einiger Functionen zu finden. Von Herrn 


L.: Ober. :,* FV v 
Untersuchungen über die Reihe 


m m + (m —1 m:(m—41)(m—2) . 
i mp ay met) Chi T. ei rd 


> e . e . * . e . . . . 0} 


Von Herrn Burg, Dr. und Prof. 


, wenn A und e ganze 


. . . HB . e 


e 


Von Herrn N. H. Abel, . . . 


Allgemeine Entwickelung von (s + 4)". 
der Mathematik zu Wien. . . . . . 


* * * . * 


Ueber die Vergleichung der verschiedenen Numerations - Systeme, Von Herrn 
Stein, Dr. und Prof. der Mathematik zu Trier. . . . . . . . . 


JA uel/ 


Heft 


II 
II 
II 
11 
IH 


dm 


V 


IV 


IV 


IV 


IV 


Seite 


11 


16 


53 


65 


97 


137 


159 


185 
221 


. 228 


301 


308 


311 


367 


369 


IV Inhaltseerzeichnif s des ersten Bandes. 
2 Geometrie. 

Abhandlung Heft 
5. Einige geometrische Sätze. Von Hrn.J. Steiner, Lehrer der Mathematik zu Berlin. I 
7. Weber zwei Curven. Von Herrn Lehmus, Dr. u. Prof. der Mathematik zu Berlin. I 

44. Ueber den Eilften Grundsatz in Euclid's Elementen der Geometrie. Von Herrn 

L. Olivier ee E o ° ° 0 ° + . e. E e. " |: e e . e. . . e . | 

18. Einige geometrische Betrachtungen. Von Herrn Steiner. Ne n ll 

29. Bemerkungen über Figuren, die aus beliebigen, von geraden Linien umschlossenen 

Figuren zusammengesetzt sind. Von Herrn L. Olivier. "na tin Cheeta t 
23. Auflösung eines geometrischen Problems. Von Herrn Littrow, Dr. und Prof. 
der Mathematik, Director der Sternwarte etc. zu Wien. . . . . . . . MI 

24. Ueber einige Definitionen in der Geometrie. Von Herrn L. Olivier. .: . . WI 

25. Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen (18, Hft. 11). Von Herrn J. Steiner. Ul 

26. Allgemeine Theorie der Epicykeln. Von-Herrn L. Rabe. zu Wien. . PAY 

30. Einige Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung. ' Von Herrn Hachette, 

Prof. an der polytechnischen Schule zu Paris. Zusatz zu des Verfassers Traité 

de géométrie descriptive. Paris 18922. , . . . . . . Miele IV 
31. Einige Gesetze über die Theilung der Ebene und des Raumes. Von Herrn 

J. Steiner. . . . E . . B . . e . . . . e. . . ° . + e. IV 

39. Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Euler. Nebst einem Zusatze 
; zu Satz X. S. 48. im 1. Heft dieses Journals, Von Herrn J. Steiner. . js IV 

36. Ueber die Krümmung der Flächen, nebst Auflösung eines besondern Falles 

aus der Perspective der krummen Flächen. Von Herrn Hachette. Zusatz zu 
des Verfassers Traité de géométrie descriptive. Paris 1522. . . s .X- PP 
3 Mechanik. 
4. Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncte. Von Herrn Kossack, 
Bau- Conducteur zu Danzig. EUR à det en ieh mb geli A 
12. Bemerkungen über die Abhandlung Nr. 4. S. 37., im ersten left dieses Journals. 
^ Won Herrn N. H. Abel tind vom Herausgeber. . se + DD 
15. Auflösung einer. mechanischen Aufgabe. Von Herrn N. H. Abel . . . . M 
34. Beweis für das Kräftenparallelogramm, auf blofses Raisonnement gegründet, 
Won’ Herrn‘ Dr: Burn 2. to IIT Te ne ME ue es 
Il. Angewandte Mathematik. 
1. Von der Bestimmung der Wassermenge eines Stromes. Von Herrn Eytetwein; 
Konigl. Ober - Landes - Baudirector etc, zu Berlin, . . . . . A 
9, Ueber die Schwungpumpe. Vom Herausgeber. . . . 1 
16. Theorie der Hebelwaage von Quintenz. Von Herrn E.... Aa 
37. Von der Form er Räder, durch welche sich die Ungleichheit der 
Wirkung der Kurbeln vermindern läfst. . Vom Herausgeber. je EN 
40. Nachrichten von Büchern... . . . . . …, t addit 





Seitc 
38 
61 


151 
161 


227 
232 
241 
252 
259 
339 
349 


364 


85 
151 


$75 


..95 


MM se en a EE VE mm 


€ MÀ — À 


V o'rr'e de 


| ks giebt kaum einen bedeutenden Gegenstand des Wissens, der nicht 
auch seine Deutsche Zeitschrift hatte. Nur die weite, unbegrenzte Mathe- 
malik, diese über Zeit und Ort, über Meinungen und Leidenschaften 
erhabene Wissenschaft, die unter allen vielleicht am meisten mit der 
Wahrheit verwandt ist, hat dermalen keins. Im Franzósischen existirt 
seit sechzehn Jahren ununterbrochen eine mathematische Zeitschrift: Anna- 
les de mathématiques pures et appliquées, ouvrage périodique. rédigé par 
M. Gergonne à Montpellier, und ein zweites ist zu Brüssel im Entstehen. 
Auch in andern Sprachen fehlt es mindestens weniger an Gelegenheit, 
einzelnen mathematischen Gegenstinden die Publicitit geben. Nur im 
Deutschen giebt es eine solche Gelegenheit nicht. Dieses scheint nicht 
bilig zu seyn; denn die Mathematik hat unter den Deutschredenden 
nicht etwa weniger Freunde als unter andern Volkern, sondern die Deut- 
schen haben, vermóge ihrer Unpartheiligkeit und Neigung, die Wahr- 
heit anzuerkennen, wo sie auch zu finden seyn mag, so wie vermóge 
ihrer Beharrlichkeit und ihrer Vorliebe für das Ergründen, gerade für 
die Mathematik einen vorzüglichen Beruf; wie es auch die Geschichte 
dieser Wissenschaft beweiset. Da nun eine Zeitschrift in der That ein 
sehr wirksames Mittel ist, eine Wissenschaft zu fórdern und zu verbrei- 
ten, sie gegen fremdartige Einflüsse zu verwahren, gegen Unterjochung 
unter Mode, Autoritäten, Schule und Rücksichten zu schützen und im 
freien Reiche des Denkens zu erhalten, so ist es wohl der Mühe werth 
zu versuchen, ob sich eine solche in Deutscher Sprache für die Mathe- 
matik ins Leben rufen und darin erhalten läfst. 

Eine Zeitschrift, die gemeinnützig seyn soll, mufs sich nicht auf eine 
einzelne Classe von Lesern beschränken und ihren Gegenstand nichi zu 
enge begrenzen. Sie mufs sich ein grófseres Publicum zu verschaffen 
suchen, schon damit sie sich ihre Dauer, und die Möglichkeit der Ver- 
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vollkommnung sichere. Frühere ähnliche, sehr verdienstliche Versuche 
sind vielleicht nur deshalb nicht bestanden, weil sie sich zum Theil in 
einem zu engen Raume bewegten. Die Zeitschrift mufs sich also nicht 
blofs Kennern widmen, oder nicht auf die Erweiterung der Wissen- 
schaft allein zu wirken suchen, sondern auch auf ihre Verbreitung. 
Vorzüglich muls sie alle Einseitigkeit vermeiden. Nichts schadet der Ent- 
wickelung einer Wissenschaft mehr, als einseitige Vorliebe für diese oder 
jene Methode, als Zwang und Gewohnheit. Den grölsten Aufschwung 
hat auch die Mathematik immer durch freie, aus dem Bezirk der Schule 
und der Gewohnheit heraustretende Ansichten genommen, z. B. als die 
sogenannte Jnfinitesimalrechnung erfunden wurde, oder früher, als die 
Algebra entstand; und wer kann behaupten, dals mit dem jetzt Vorhan- 
denen alles abgeschlossen sey und dafs nicht noch andere Ansichten mög- 
lich sind, die auf noch geraderem Wege zum Ziele führen und noch 
tiefer in die Natur der Dinge eindringen!? Die Zeitschrift muls sich also 
vor allen Dingen frei bewegen und allgemein sein, wie die Wissenschaft 
selbst. Sie muls die Wahrheit aufnehmen, sie fördern, verbreiten und 
ihrer pflegen, unter welchem Volke und in welcher Sprache sie auch 
angetroffen werden mag. Aufdie Erweiterung der Wissenschaft wirkt 
sie, wenn sie Neues, wozu aber nicht blofs neue Sätze, sondern auch 
neue Ansichten vorhandener Sätze. zu rechnen sind, bekannt macht. Es 
lälst sich über einzelne neue Gedanken nicht sogleich ein Buch schrei- 
ben, und es bleiben manche einzelne Resultate von Forschungen, selbst 
der Kenner, zuweilen lange verborgen und gehen wohl gar verloren, 
weil es an naher Gelegenheit fehlt, sie mitzutheilen. Auf die Verbrei- 
tung der Wissenschaft wirkt sie, wenn sie weniger bekannte Dinge, 
vorzüglich aus fremden Sprachen, unter Denen die schon so weit ge- 
kommen sind, dafs sie anfangen mit eigenen Kräften in der Wissen- 
schaft fortzugehen, verbreitet, den Lernenden aber Winke giebt, wo sie 
das, was sie zu suchen haben, am nächsten und besten finden. Nicht 
Jeder kann sich grofse und kostbare Werke, des weniger Bekannten we- 
gen, verschaffen; selbst fremde Sprachen sind nicht Jedem, der sıch mit 
einer Wissenschaft beschäftigt, verständlich. Es giebt merkwürdige Fälle, 
dals gute Köpfe ihre Zeit und ihre kostbaren Kräfte an dem Ersinnen 


Vorrede. 3 


von Dingen verloren haben, die schon bekannt waren. Hätten sie das 

Vorhandene gekannt, wären von da erst ausgegangen und hätten ihre Kräfie 

auf das weitere Fortschreiten gewendet, so würde die Wissenschaft, durch 

die nämlichen Anstrengungen, die ihr jetzt wenigstens keinen unmittelba- 
ren Gewinn brachten, haben gefördert werden können. Auch selbst der Ler- 
nende kann von einer Zeitschrift, die auch auf ihn Rücksicht nimmt, 

Vortheil ziehen. Er ist öfters sich selbst, oder nicht dem bestem Rathe 

überlassen. Eine Schrift, die sich die Verbreitung und Förderung ihrer 

Wissenschaft angelegen seyn läfst, kann ihm haufig bessern Rath geben 

als. er in seiner Umgebung findet. Dem Kenner also muls die Zeitschrift 

Neues zuführen und ihm die Mittel darbieten, die Resultate seiner eige- 

nen Bemühungen leicht und schnell mitzutheilen. Dem der anfängt zur 

Forschung überzugehen, oder dem Liebhaber der Wissenschaft, muls sie 

Nachricht von dem weniger bekannten Vorhandenen geben und ihm anzei- 

gen, von wo seine Forschungen anfangen kónnten. Dem Lernenden muís 

sie helfen die Wege finden, auf welchen er am besten sein Ziel erreicht; 
alles ohne Vorliebe für Besonderheiten und fern von jeder Befangenheit. 
Nach diesen Ansichten und in diesem Sinne soll die gegenwartige 
Zeitschrift redigirt werden. 
In den Umfang ihrer Gegenstände sollen gehóren: 

1) Die reine Mathematik, also Analysis, Geometrie und die Theorie der 
Mechanik in ihrer ganzen Ausdehnung. 

2) Anwendungen der Mathematik aller Art, z. B. auf die Lehre vom Licht 
(Optik, Catoptrik, Dioptrik), auf die Theorie der Warme, auf die Theorie 
des Schalles, auf die Wahrscheinlichkeiten etc.; ferner die Hydraulik, 
die Maschinenlehre, die mathematische Geographie, Geodäsie etc. Die 
Astronomie soll zwar nicht ausgeschlossen sein, aber auch keinen 
Hauptgegenstand ausmachen, weil diese Wissenschaft allein eine Zeit- 
schrift beschäftigt. 

Der Inhalt soll zweierlei Art sein. Die Schrift soll 

Erstlich, Sátze und Ansichten mittheilen, die, so viel dem Herausgeber 

bekannt, noch nicht gedruckt sind. 

Zweitens, Sätze und Ansichten, welche zwar schon gedruckt aber we- 


niger bekannt sind, also vorzüglich Abhandlungen aus fremden Spra- 
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chen, folglich auch Nachrichten von Büchern und ihrem Inhalte. Die 

fremden Abhandlungen sollen entweder wórtlich übertragen, oder 

nach den Umständen blofs auszugsweise mitgetheilt, oder es soll auch 
blofs Nachricht davon gegeben werden. | 

Vorläufig beschränkt sich der Herausgeber bei diesem Journal auf die- 
jenige Hülfe, die er, vermóge der Besümmung der Schrift, zugleich zum 
Verbreitungsmittel einzelner Gedanken und Resultate von Forschungen zu 
dienen, von denjenigen Kennern, die er unter seine Freunde und Bekann- 
ten zählt, erbeten hat, oder noch erbitten wird. Zeigt sich's in der Folge 
dienlich, so wird eine allgemeine Auffoderung zu Beiträgen nachfolgen. 
Alsdann kann auch die gute alte Gewohnheit, welche auch die Französi- 
schen Annalen der Mathematik angenommen haben, öffentlieh Aufgaben 
aufzustellen, und sie durch die Zeitschrift beantworten zu lassen, wieder 
aufgenommen werden. Auch kann die Zeitschrift alsdann beliebige An- 
zeigen von Büchern oder von Erfindungen in Dingen, die mit dem Um- 
fange der Schrift auf irgend eine Weise in Verbindung stehen, aufneh- 
men; was aber vor der Hand ausgesetzt bleibt. 

Die Zeitschrift wird in zwanglosen Heften erscheinen; ungefähr aber 
soll vierteljährlich ein Heft von zehn bis zwölf Bogen ausgegeben werden. 
In den einzelnen Heften werden die Aufsätze nach keiner andern Regel auf 
einander folgen als nach der Zeitfolge, wie der Herausgeber sie erhielt, 
oder wie sie vollendet wurden. Am Schlusse des Jahrganges aber soll eine 
Uebersicht des Inhalts, nach den Gegenständen geordnet, beigefügt werden. 
Die Verlagshandlung, deren Thätigkeit und Eifer für die Literatur bekannt 
ist, wird gewils ihrerseits Alles thun, was zur Förderung und zum Bestehen 
des Unternehmens gereichen mag. 

Dals in dem gegenwärtigen ersten Heft die Aufsätze fast ohne Ausnahme 
original sind, wird man hoffentlich nicht tadeln. Auch liefs der beschränkte 
Raum nicht zu, dafs sich der Inhalt eines einzelnen Heftes über den gan- 
zen Umfang des Plans verbreite. Wenn man mehrere Hefte zusammen- 
nimmt, wird man den obigen Plan vollständiger befolgt finden. 

Berlin, im December 1825, 


Der Herausgeber. 
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| 1. 
Von der Bestimmung der Wassermenge eines Stroms. 
| (Vom Herrn O, L, B, D, Eytelwein. ) 
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Die Aufgabe, wie die Wassermenge eines jeden Stroms gefunden werden kann, 
hat bisher zu den weitläuftigsten Untersuchungen Veranlassung gegeben, und 
dennoch hat es nicht gelingen wollen, genügende Resultate aufzustellen. Wären 
für jedes gegebene Flufsbett die Gesetze der Bewegung des Wassers bekannt, 
so würde man leicht in vorkommenden Fallen aus den Abmessungen eines Stroms 
die mittlere Geschwindigkeit und aus dieser die Wassermenge desselben finden 
können. Allein es ist der Hydraulik bis jetzt nur gelungen für ganz regelmäfsige 
Flufsbetten, in welchen alle Querschnitte des Wassers einander gleich vorausge- 
setzt werden, die Gesetze der Bewegung des Wassers genügend zu bestimmen. 
Sind hingegen die Querschnitte des Stroms einander nicht gleich, und ist das 
Flufsbett nach verschiedenen Richtungen gekrümmt, wie dies fast bei allen 
Strómen der Fall ist, so hat es bis jetzt noch nicht gelingen wollen, aus den ge- 
gebenen Abmessungen eines solchen Bettes die Gesetze der Bewegung des darin 
fliefsenden Wassers zulänglich genau auszumitteln. Weil es aber von der grófs- 
ien Wichtigkeit ist, für jeden gegebenen Strom, sowol die mittlere Geschwin- 
digkeit des Wassers, als auch die Wassermenge desselben, hinreichend genau 
anzugeben, so mufs man sich damit begniigen, fiir irgend einen auf die Rich- 
tung des Stroms senkrechten Querschnitt, in verschiedenen nicht zu weit von 
einander entfernten Punkten, mittelst dazu geeigneter Strom- Geschwindigkeits- 
messer, die verschiedenen Geschwindigkeiten des Wassers, nach der Breite und 
nach der Tiefe des Querschnitts, also, unter dem Wasserspicgel, auszumessen 
und hieraus die VVassermenge zu bestimmen. 

Es giebt sehr verschiedene Instrumente, durch welche man versucht hat, 
die Geschwindigkeit des Wassers in jeder Tiefe unter seiner Oberfläche zu fin- 
den, aber nur wenige sind unter allen Umständen anwendbar, und geben die 
gesuchte Geschwindigkeit mit der erfoderlichen Genauigkeit. Zu den vorzüglich- 
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sten kann man den hydrometrischen Flügel rechnen, welchen Herr /Volimann 
in Hamburg zuerst bekannt machte. Auch gehört hierher der Stromquadrant oder 
hydrometrische Pendel, nach den Verbesserungen des Ritters eom Gerstner zu 
Prag. Dieses Instrument hat bei dem Gebrauche den Vortheil, dafs man keiner 
so weitlàufigen Vorrichtung bedarf, welche der hydrometrische Flügel zu seiner 
Befestigung erfodert, wenn man in grofsen "Tiefen Geschwindigkeiten messen 
will; auch bedarf dasselbe keiner Zeitbestimmungen, wogegen der hydrometri- 
sche Flügel eine Sekunden-, oder noch besser eine Tertienuhr erfodert. 

Wird nun vorausgesetzt, dafs zur Ausmittelung der Wassermenge eines 
Stromes an einer dazu geeigneten Stelle, wo das Strombett fest und yon Uneben- 
heiten frei ist, auch die Ufer auf eine gewisse Weite in geraden, parallelen Rich- 
tungen. fortlaufen, ein auf diese Richtung rechtwinkliger Querschnitt ausge- 
messen und aufgezeichnet, auch hiernächst mittelst eines Strom - Geschwindig- 
keitsmessers in mehreren nicht zu weit von einander entfernten senkrechten Li- 
nien dieses Querschnitts, die verschiedenen Geschwindigkeiten des Stroms und 
die Abstände dieser Punkte von dem Wasserspiegel ausgemessen worden sind, 
so ist das gewöhnliche Verfahren zur Bestimmung der Wassermenge, welche in 
jeder Secunde durch den ausgemessenen Querschnitt des Stroms: abflielst, dafs 
man’ diesen Querschnitt in so viele Rechtecke oder Trapeze eintheilt, als Ge- 
schwindigkeiten beobachtet worden sind, diese Vierecke selbst aber so anordnei, 
dafs die Punkte, in welchen man Geswindigkeiten beobachtet hat, nahe genug in 
die Mitte derselben fallen. Hierauf wird jede gefundene Geschwindigkeit mit 
dem Flächeninhalte des dazu gehörigen Trapezes multiplicirt und alle zusammen 
gehörigen Producte addirt: so giebt die Summe derselben die in jeder Sekunde 
durch den gemessenen Querschnitt des Stroms abfliefsende Wassermenge. Auch 
erhält man die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in diesem Querschnitte, 
wenn die gefundene Wassermenge durch den Inhalt des Querschnitts divi- 
dirt wird. 

Dies Verfahren grindet sich auf die Voraussetzung, dals das Wasser in 
jedem zugehórigen Trapez mit einerlei Geschwindigkeit abfliefst, welche derjeni- 
gen gleich sein soll, die in der Mitte dieses Trapezes beobachtet worden ist. 
Diese Voraussetzung ist aber ganz gegen die Natur der Stróme, weil in der Re- 
gel die Geschwindigkeiten von der Oberfläche des Wassers nach dem Boden zu 
allmahlig abnehmen, und eine solche allmahlige Zu- und Abnahme der Geschwin- 
digkeit auch von einem Ufer nach dem andern Siati findet. Ist gleich das Ge- 
setz dieser Veränderung der Geschwindigkeit noch unbekannt und nur im Allge- 
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meinen anzunehmen, dafs an derjenigen Seite des Stroms, wo sich das concave 
Ufer und die grófste Stromtiefe befindet, auch die grófste Geschwindigkeit. ge- 
funden wird, so scheint es doch weit angemessener, bei der Berechnung der 
Wassermenge des Stroms die Voraussetzung zu verlassen, nach welcher das 
Wasser durch alle Theile der einzelnen Trapeze mit gleicher Geschwindigkeit 
abfliefst, und dagegen anzunehmen, dals sich die Geschwindigkeiten zwischen 
jeden zwei Punkten, in welchen Beobachtungen angestellt worden sind, nur 
allmáhlig ändern, also das Wasser durch alle einzelne Punkte des gemessenen 
Querschnitts auch mit verschiedenen Geschwindigkeiten abfliefse Anstatt daher 
den ganzen Querschnitt des Stroms in die vorhin beschriebenen Vierecke einzu- 
theilen, wird es angemessener sein, jedesmal zwei auf einander folgende Punkte, 
in welchen die Geschwindigkeiten der zugehórigen senkrechten Linie gemessen 
sind, mit den zunächst gelegenen Punkten der darauf folgenden senkrechten 
Linie, in welcher ebenfalls Geschwindigkeiten gemessen sind, zu verbinden, wo- 
durch ein Trapez entsteht, in welchem die vier in den Winkeln desselben ge- 
messenen Geschwindigkeiten bekannt sind. Wird nun der Voraussetzung ge- 
mäls angenommen, dafs sich die Geschwindigkeiten von einem jeden Punkte zu 
den beiden zunächst gelegenen nur allmählig ändern und dafs diese Veränderun- 
gen gleichförmig erfolgen, so läfst sich unter diesen Bedingungen die Wasser- 
menge, welche durch ein solches Trapez abtliefst, auf folgende Weise finden. 

Es sei AH‘, in der beiliegenden Figur 10. der wagerechte Wasserspiegel des 
gemessenen Querschnitts und LB, FD zwei zunächst auf einander folgende 
senkrechte Linien, in welchen man bei 4, B und C, D die Geschwindigkei- 
ten a, ß und y, à gemessen hat. Ferner sollen die Tiefen EA=a, AB=b, 
FC=c und CD=d nebst dem Abstande der beiden senkrechten Linien 
EF=h bekannt sein. 


Mit EB werde PQA parallel gezogen und man setze die Geschwindigkeit 
in Q — o^; in = B'; ferner. EP =a, QR — y; so verhält sich 








h:x% =y—a: a’ — o und 
h:x2=¢6— 8: fp — £, daher wird 
TUM ó— 3 
al za LT zx und f=P+ La. 
d — à 





Ferner findet man y = 0 + a. 
h 


Bezeichnet man die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in der senkrechten 
Linie Q# durch » und setzt die Wassermenge, welche in jeder Secunde durch 
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das Trapez ABRQ — m; ferner die durch das Trapez ABCD abfliefsende 
Wassermenge = M, so erhält man 
rio ug eoe T Md 
= nan mor aig cepi 
daher m= feyda. 


Hierin die eben gefundenen Werthe gesetzt und integrirt, so findet man 


m= (a+ B) + («+ 34-20) +7 +98) | E 


— (a-- B—y—ó)(d—ó6) 5s + Const, 
wo die bestandige Grófse = 0 ist, weil m= 0 t æ = 0 wird. 


Für x = A verwandelt sich zn in M, daher erhält man die Wass Rie. 
welche in jeder Secunde durch das Trapez 48 C D abfliefst, oder 


= Ea | e eren e on) @+2a) | 


und hieraus die mittlere Geschwindigkeit, mit welcher das Wasser durch das 
gegebene Trapez abfliefst 
_(a+p)(20+d)+(y+4) (6+ 2 d) 
aX dos T anion aaa 
Vergleicht man die hiernach gefundene Wassermenge mit derjenigen, welche 
entsteht, wenn man auf die gewóhnliche Art unter der Voraussetzung rechnet, 
dafs alle VVassertheile in den zugehórigen Vierecken mit einerlei Geschwindig- 
keit abfliefsen und setzt die so entstandene Wassermenge = M’, so findet man 
hiernach, wenn der Raum ABCD in vier Trapeze so eingetheilt wird, dafs 
solche einerlei Höhe und jede zwei nebeneinander liegende gleiche Grundlinien 
erhalten, dann aber jedes dieser Trapeze mit der zugehörigen Geschwindigkeit 
multiplicirt wird, die entsprechende Wassermenge 


M = | o Gr+y+o+4G+30| 


Hieraus findet man den Unterschied zwischen den nach diesen beiden Vor- 
aussetzungen berechneien Wassermengen oder 


he | 

M — M -- Js ON b)(«-4-p—y—2ó6) 
woraus hervorgeht, wie bedeutend grofs dieser Unterschied werden kann. Nur 
für d — b oder a+ B — y + d verschwindet dieser Unterschied, und man 


kann 
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kann alsdann ohne Nachtheil auf eine oder die andere Weise die Wassermenge 
berechnen. 

Weil am Umfange der ausgemessenen Querschnitte, anstatt der Trapeze, 
Dreiecke entstehen. kónnen, so verwandelt sich für diesen Fall das Trapez 
ABCD in ein Dreieck ACD. Alsdann wird 6 = 0 und 8 = o; daher findet 
man für diesen Fall die gesuchte Wassermenge | 

— = (a +y +0 L 

Die Anwendung der vorstehenden Dreiecke auf besondere Fille der Aus- 
übung erfordert noch die besondere Beriicksicktigung des Umstandes, dafs sel- 
ten die anzuwendenden Strom- Geschwindigkeitsmesser die Geschwindigkeit des 
Wassers unmittelbar an der Oberfläche anzugeben im Stande sind, sondern dafs 
nur in einem bestimmten Abstande von dem Wasserspiegel die Geschwindigkei- 
ten gemessen werden kónnen, weil jeder Kórper, welcher zu nahe an die Ober- 
fläche des bewegten Wassers gebracht wird, eine Erhöhung desselben verur- 
sacht, wodurch eine Geschwindigkeit erzeugt wird, die yon derjenigen verschie- 
den ist, welche dem bewegten Wasser im Beharrungszustande entspricht. Wä- 
ren daher unter dem Wasserspiegel HH’ die Geschwindigkeiten a, B, y und ó 
in den Punkten 4, B, C und D bekannt, und man wollte hieraus die durch das 
Viereck ACEF in jeder Secunde abflielsende Wassermenge bestimmen, so 
setze man die Geschwindigkeiten des Wassers in £ = & und in F=y/; als- 
dann wird man nach dem bisher beobachteten Verfahren, mittelst der gegebenen 
Geschwindigkeiten a, B, y, d, die Geschwindigkeiten an der Oberfläche des Was- 


sers' genau genug finden können. 
. Es verhält sich hiernach 
b:arb=a—Pß:a— () und 
d:c+d=y—d:y/—4, folglich findet man 








a’ = [ + (a — p). un: und 
, c + d 
y! =o + (y — 6). a . 


Daher sind in dem Vierecke ACEF die Geschwindigkeiten a‘, y’, a, y 
bekannt, und wenn die Wassermenge, welche durch dasselbe in jeder Secunde 
abflielst, = N gesetzt wird, so findet man mit Hülfe des bereits entwickelten all- 
gemeinen Ausdrucks, 

L 2 
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= À Gra) (a+ c) + (+9) (a 2)],— 


oder hierin die vorstehenden für o^ und y‘ gefundenen Werthe eingeführt, so 
entsteht für die gesuchte VVassermenge folgender Ausdruck | 


2b) — 2d) — 
v= + sn Ba oe 32 


So wie unmittelbar am WVasserspiegel des Stromquerschnitts keine Ge- 
schwindigkeiten mittelst der bis jetzt bekannten; Werkzeuge gemessen werden 
können, eben so gilt dies von dem übrigen Umfange dieses Querschnitts, so weit 
solcher durch das Strombett unmittelbar begrenzt wird. Allein durch ein ganz 
ähnliches Verfahren läfst sich auch hier in den zugehörigen Vierecken die ab- 
fliefsende Wassermenge finden, und da dies mittelst der bereits gefundenen Aus- 
drücke leicht bewirkt werden kann, so wird es nicht nóthig sein, die defshalb er- 
forderlichen Rechnungen weiter auszuführen. Auch schien es unnóthig, dieje- 
nigen Mafsregeln näher auseinander zu setzen, welche eine vorsichtige Messung 
der Geschwindigkeit des fliefsenden Wassers erfordert, so wenig als die beson- 
dern Vorrichtungen zu beschreiben, welche vorzüglich bei sehr breiten Strömen, 
die genaue Angabe von der Lage derjenigen Punkte erfordert, in welchen 
Geschwindigkeiten und Wassertiefen gemessen werden sollen, weil ich mich 
bereits an einem andern Orte hierüber umständlich erklärt habe. 


(2a + 
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2. 


Untersuchung der Functionen zweier unabhängig verän- 
derlichen Grofsen x und y, wie f (x, y), welche die Eigen- 
schaft haben, dafs f (z, f(x, y)) eine symmetrische 
Function von z, x und y ist. 

(Von Herrn N. H. Abel.) 


VV an man z. B. die Functionen æ + y und xy durch f(x, y) bezeichnet, 
so ist für die erste f (z, f (ao, y)) =z+f(a, y)-z-rcx4- y und für die 
. zweite f (s, Jf (as y)) =z. f(a, y)=2xy. Die Function f(x, y) hat also in 
den beiden Fällen die merkwürdige Eigenschaft, dals f (s. f (o, y)) eine sym- 
metrische Function der drei unabhängig-veränderlichen Grölsen z, x und y 
ist. Ich will in diesem Aufsatze die allgemeine Gestalt der Functionen suchen, 
welche eben diese Eigenschaft haben. 

Die Grundgleichung ist: 

Af (z (a; y)) = einer symmetrischen Function von ©, y und z. 

Eine symmetrische Function bleibt die nàmliche, wie man auch die verän- 
derlichen Grófsen, von welchen sie abhängt, unter einander verwechseln mag. 
Es finden also folgende Gleichungen statt : 


FES@N) — f (s fG. «)). 
f (s f y)) — f (n FG»). 
24 f (& f (m y)) — f (mf. 2), 
f (s f) =S (f(x 2). 
KG f @ ade d oou o 2); 


Die erste Gleichung kann nicht anders Statt finden, als wenn 

EG y) mf Gra) 
ist; das heifst f(a, y) mufs eine symmetrische Function von a und y sein. Aus 
diesem Grunde reduciren sich die Gleichungen (2) auf folgende zwei: 


df (of em») =S (s fG »). 
f (s f@ N) — f (v. f 2). 
2% 


3 
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Es sei der Kürze wegen 
fa, nN=r; f(a y) = 03 f(z, x) = s; soist 
4 fr) fs = fs) 


Man differentiire der Reihe nach, nach æ, y, z, so findet man 
Or) 
£O = 0 
£0) ro 


Multiplicirt man die Glieder dieser Gleichungen auf beiden Seiten mit einander 


und dividirt die Producte durch /* (r), f’ (e), f* (s), so erhält man folgende 





Gleichung 
Dee 
oder auch 
i a —— 
dz z 
Nun setze man z unyeranderlich, so reducirt sich (=) : ($5 auf eine 


Function von y allem. Diese Function sei py, so muls zu gleicher Zeit 


ds ds ; j : idee ^ 
(=) : (=) — ææ sein: denn s ist die nàmliche Function von z und x, 


wie e von z und y. 
Es ist also alsdann 


=) 
Daraus findet man, wenn man integrirt, für den allgemeinen Werth von 7, 
r=W(fpe. da + fey. dy), 
wenn ^b eine willkürliche Function ist. 
Man setze der Kürze wegen pa statt /(px. dx) und py statt /(py. d y), 
so ist 


T. r=b(pe+gy) oder f(x, y) =) (pr + gy). 


Diese Form also ist es, welche die gesuchte Function haben mufs. Sie 
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kann aber in ihrer ganzen Allgemeinheit der Gleichung (4) nicht genug thun. 
In der That ist die Gleichung (5), welche die Form der Function f(x, y) 
giebt, viel allgemeiner als die Gleichung (4), welcher sie entsprechen mufs. Es 
kommt also auf die Beschránkungen an, denen die allgemeine Gleichung unter- 
worfen ist. 

Fs ist f(z, r) = 1 (pz + gr). 
Aber r = ^b (px + gy), also 

far) = (pz + gib (go + py)). 
Dieser Ausdruck soll nach 2, y, z, symmetrisch sein. Also muls 
pz + pb (px + py)= paæ + prb (py oz) 

sem. Es sei qz — 0 und gy = 0, so erhält man 

pb (ga) — qa + gap (0)= px + c, 
also wenn man x — p setzt, 

pb (p) = pre. 
Bezeichnet man also durch gy, die umgekehrte Function von derjenigen, 
welche p ausdrückt, nämlich diejenige, für welche 
pp, (x) =x 
ist, so findet man 
Ab (p) 7 9, (p+c). 
Die allgemeine Form der gesuchten Function f (x, y) ist also 
f (v, y) 9, (C+ 9o t gy), 
und diese Function hat in der That die verlangte Eigenschaft. 
Es folgt daraus 
gf(x,y) = c+ pat gy, | 
oder wenn man statt px, aba — c setzt, und folglich statt py, by — €, und 
statt o (/ (x, y) b (FG, y) 6 
pf (2, y) = b (x) p Cr). 
Dieses giebt folgenden Lehrsatz: 

Sobald eine Function f(a, y) zweier unabhängig veründer- 
lichen Gréfsen x und y die Eigenschaft hat, dafs f (& fx, y)) 
eine symmetrische Function von a, y and z ist, so mufs es alle- 
mal eine Function ^p geben, für welche 

bf (e, y) =~ (x) + > (y) 
ist. 
Wenn die Function f(x, y) bekannt ist, so findet man leicht px. In 
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der That erhált man, wenn man die obige Gleichung nach x und nach y diffe- 
rentürt und der Kürze wegen f(a, y) = r setzt, 


d 
VO e) m es 
ES TEN N 
V () (2) = wr 
also wenn man jr eliminirt, 


Ve = wr 

E 

ol 

folgt. Multiphcirt man also mit dw und cr so erhalt man 
r 

= dx 


r=f(a,y)=ay, 
so muls sich eine Function ^b finden lassen, für welche 
ab (vy) = (x) +4 (y) 
dr 


it Dar= way, so ist (=) = (27) ga, "also 


aba = ay. fz dx=yvub'y log (ex), 
oder weil y unyeranderlich angenommen wird, 


wa = a log (cx). 


woraus 





^g Spry. 





wb (2) = wy. 


Es sei zum Beispiel 


Dieses giebt 
wy = a log cy, vd (zy) = a log exy; 
also mufs sein: | 
a log cay = a log cx + a log cy; 
welches auch der Fall ist, für c — 1. 
Durch ein dem obigen ähnliches Verfahren kann man auch Functionen 
zweier veränderlichen Grófsen finden, welche gegebenen Gleichungen mit drei 
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veränderlichen Gröfsen genug thun. Nämlich man kann durch auf einander 
folgende Differentiationen nach den verschiedenen veränderlichen Grófsen, Glei- 
chungen finden, aus welchen sich so viele unbekannte Functionen, als man will, 
eliminiren lassen, und man gelangt zuletzt zu einer Gleichung, welche nur 
noch eine unbekannte Function enthält Diese Gleichung wird eine partielle 
Differential- Gleichung mit zwei unabhängig - veránderlichen Grófsen sein. Der 
Ausdruck, welcher diese Gleichung giebt, wird also eine gewisse Zahl willkür- 
licher Functionen einer einzelnen veränderlichen Grôfse enthalten. Nachdem 
in die gegebene Gleichung, die auf diese Weise gefundenen unbekannten 
Functionen substituirt sind, findet man eine Gleichung zwischen mehreren 
Functionen einer einzelnen unveränderlichen Grófse. Um diese Functionen 
zu finden mufs man von Neuem differentiiren, und gelangt dann zu gewühn- 
lichen Differential - Gleichungen, aus welchen sich die Functionen finden lassen, 
welche nicht mehr willkürlich angenommen werden kónnen. Auf diese Weise 
findet man die Form aller der unbekannten Functionen; in sofern nicht etwa 
die gegebene Gleichung unerfüllbar ist. 
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3. 


Entwickelung einer beliebigen Potenz eines Cosinus durch 
die Cosinus der vielfachen Bogen. 
(Von Herrn Louis Olivier.) 


me 
Man hat lange Zeit für einen beliebigen Bogen x und für einen beliebigen 
Exponenten m den Ausdruck 
m (m — 1) 


(2 cos x)” = cos ma + m cos (m — 2) x + 2 


cos (m — A) a... 


angenommen. | 

Euler und Lagrange haben diesen Ausdruck noch. Derselbe ist fum of- 
fenbar unvollständig, denn er giebt nur einen einzigen Werth von (2cos x) , 
und im Gegentheil kann diese Grófse mehrere Werthe haben. Wenn z. B. m 
ein Bruch mit dem Nenner v ist, so kann die Potenz (2 cos a)”, v verschiedene 
Werthe haben, und es können auch mehrere derselben zum Theil oder ganz ima- 
ginair sein. Es kann selbst gar keine reellen Werthe von (2 cos x) geben. 

Poisson hat zuerst diese Unvollkommeriheit bemerkt. (Man sehe seine 
Erinnerung im zweiten Bande der Correspondence sur l'école polytechnique, 
Seite 212 eic.) Seitdem hat man viel über diesen Gegenstand geschrieben. 
Man hat den Ausdruck von (2 cos ©)  vermittelst der allgemeinen Gleichung 

cos æ = cos (x + 277%), 
wo x den halben Kreisumfang für den Halbmesser 1 und n eine beliebige ganze 
Zahl bedeutet, vervollständigt und dann die Werthe von 7 gesucht, welche zu 
den ganz reellen und zu den ganz imaginairen Werthen von (cos ©)" gehören; 
worauf es vorzüglich ankam. 

Es scheint m dafs die Auflósung der Aufgabe noch nicht vollsténdd ge- 
lang. Selbst die Resultate, welche man fand, stimmen nicht ganz überein. 
Zwar mufs ich fürchten, durch ein nochmaliges Aufnehmen des Gegenstandes 
nur die Zahl der erfolglosen Versuche zu vergrölsern. Da indessen der Fall 
von Bedeutung ist, indem es eine Lücke der Analysıs selbst gilt und andern- 
theils die Resultate, welche ich bei der Untersuchung dieses Gegenstandes fand, 
die Probe auszuhalten scheinen, auch der Weg auf welchem ich dazu gelangte, 


sehr 
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sehr einfach ist, und gar nicht von allgemein anerkannten Satzen abweicht, so 
will ich mittheilen, was ich fand. - 


Es ist 
1 
Cos x ei sin x^ 
(wenn man der Kürze wegen y^— 1 durch 7 bezeichnet. D. H.) also nach dem 
binomischen Lehrsatze: 


2 cos x = cos x -E £ sin «a+ 





m-2 


(2 cos a2) = (cos x i sin æ) + m, (cos x Æ i a) 
| HEY COS ur ee sit p yeh een 29 OTIO 
(wenn man wiederum der Kürze wegen, die Binomial-Coefficienten durch m,, 
m,, m, u. s. W. bezeichnet, so dafs 


m, —m 
m. (m — 1) 
ix 2. 
m.(m—1).(m— 2) 
18 Yo 2= 8. 
m „m (m —1)- (m — 2). (n — 3) 
22 2a 3. À 


u.s. w. ist. D. H.) 
Mehrerer Einfachheit wegen wollen wir m positiv annehmen, welches 


auch für alle Fälle zureicht; denn wenn m negativ ist, z. B. m — — #, so ist 


1 
(2 cosix)” = (2.c0s z)** = ENT wo es wieder nur auf ein positives 
cos æ 


p ankommt. 
Nun ist nach dem Moivrischen Lehrsatze, für ein beliebiges m, 
(cos @ Æ 7 sin x) = cos mx 7 sin ma. 


Also ist 
M2 cos 2), — cos mx + i sin ma 
| + m, (cos (m — 2) x +7 sin (m — 2) x) 
+ m, (cos (m — 4) x +7 sin (m — 4) x) 
oder 


(2 cos x)" = cos ma + m, cos (m — 2) a + m, cos (m — 4) ©. 
il sin net sin (m. — 2) x + m, rarus A 
3 
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Es ist aber 1 | 
COS 4" = COS dus + .2 ni: 
wo n eine Phe ganze Zahl bedeutet; also ist 
1. (2cosx) = 
cos zn (a@-+ 2 nx) +m, cos (m— 2) (@-+- 2nz) H- m, cos (m— 4) (oA D 
+: [sin m (x 4-2 nx) 4- mn, sin (m—2)(x+2nx)+ 1m, sin (m —4) (a+ 2nz)... 1 
Diese Formel ist als der vollständige, Ausdruck von (2 cos æ)”. anerkannt... à 
Da dieser Ausdruck im Allgemeinen die F orm | 
atkaib 
hat, so kommt es darauf an, den Werth der willkärkchten ganzen Zahl n zu 
finden, welche für gegebene Werthe von x und m, den besonderen Werthen 
der Gröfse (2cos x)” von der Form a oder von der Form = id entsprechen. 


3. 
Man setze in den allgemeinen Ausdruck ( 1) 
x —=2UT, 
wo & eine beliebige ganze Zahl ist, und schreibe der Kürze wegen 
u+n = y, 
so findet man 
(2cos 2px)" = (4-2) = 
cos 2mvx + m, cos (m — 2) 2vx + m, cos (m — 4) 2 x. 


— "(sin 2mvx + m, sin un — 2 er m, sin (Mm—4)2vx... iol. 
oder auch, weil | 
cos 2mvr = cos (m — 2) 2vx — «os (m — A) 29m ce... . und. 
sin 2mvx = sin (m — 2) 2vx = sin (m — 4) 2vm ........ ist, 
(+ 2). = cos 2mvm (1 H m, IM, «esse ld 
zisin2myn (1 +m, tm, s. 00. 3 


oder, weil {+ m, ++ 7n, .... so viel ist als 2”, 
2. gi 10 cs cos mm -L i sin 2mvn. 

Aus diesem Ausdruck von (4- 1)" làfst sich schliefsen, dafs die mte Potenz 
von + 1 immer wenigstens einen reellen Werth hat, was auch der Exponent 
m sein mag; denn da v jede ganze Zahl, also auch Null sein kann, so 
findet man, wenn man v = 0 setzt, immer 

(+ 1)" = cos 0 = + 14. 

Die Werthe von (+ 1)” können auch die Form + tb haben, wenn 72 von 

der Art ist, dafs für irgend einen Werth von », 
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2my;z ^24 rd ” 
isti wo À eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Denn alsdann ist cos 2mvz = 0 
und sin 2mvr — + 1, also 
| HD mi 
Setzt ınan zweitens in den allgemeinen Ausdruck (1. 
oe a — (24+ 1) =; 
wo u wieder eine beliebige ganze Zahl bedeutet und wie oben, der Kürze : wegen, 
ern), 
so findet man durch eine ähnliche Rechnung, 
3. (— 1) = cos (291) m 2c i sin (2v ++ 1) m. 
Die Grófse (— 1)" kann also einen reellen Werth haben, wenn m von 
der Art ist, dafs für irgend einen Werth von v, 
(2v 4- 1) m — 
ist, wo A eine beliebige ganze Zahl bedeutet. | 
Da ^ nur ungerade sein kann, so ist der reelle Werth von (— 1)", 
(—1) =- 
Unmögliche Werthe von der Form + 74 kann die Grófse (— 1)" nicht haben; 
wie sich leicht zeigen läfst. | 


À. 
Dieses vorausgeschickt, sei nunmehr 
CDS X positiv, 
so Kann man schreiben: 
| - (cos ©)" = [2 cos x". (+ 1)"; 
wo |2cos z|^ den Zahlenwerth von (2cos a)" bezeichnet, ohne Rücksicht 
auf das Zeichen genommen. 


~ Wir sahen aber oben, dafs die Gröfse (+ 1)" in allen Fällen wenigstens 
einen reellen Werth haben kann, und zwei Werthe von der Form + #4, 
wenn m von der Art ist, das 2mv — A=} sein kann. Die Grôfsé (2cos x)" 
kann also ebenfalls wenigstens einen reellen Werth haben, in allen Fal 
len, und zwei Werthe von der Form zb, wenn 2myv = X + sein kann. 


Also ist klar, dafs in allen Fallen wenigstens ein Werth von 
n exisüren mufs, für welchen der imaginaire Theil von (2cos x) i 
dem allgemeinen Ausdrucke dieser Grölse (4.) Y erschwindet und der Werth von 
(2cos a) ganz reell ist; desgleichen, dafs es, wenn 2mv = A + 5 sein kann, 
wenigstens zwei Werthe von n geben muls, für welche der reelle Theil des 
3 * 
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Ausdrucks (4 ) wegfillt, weil alsdann zwei Werthe von (2 cos a) von ‚der Form 


+ 7) existiren. 


Mithin mufs die Gleichung | 
4. 0O=sinm(x+2nr)+m, sin (m — 2) (24-2 ric) H- m, sin (m — 4) (a 4- 2nz).... 
in allen Fällen, das heifst für einen beliebigen positiven Exponenten m und 
für einen beliebigen Bogen x, dessen Cosinus positiv ist, und die Gleichung 
5. O=cosm(a-+ 2nr)-+m, sin (m — 2) (w+ 2nx)-+m, sin (m— 4) («4- 2nz).... 
unter der Bedingung Statt finden können, dafs 
2my=iA&3 


sein kann. | | | | 
Wir wollen die Werthe von z suchen, welche den Gleichungen (4 und 5) 


genugthun. 


5. 
Man entwickele die Gleichung (4.), so findet man 
Q sin ma cos 2nmm + cos Max sin 2n mx 


+ m, (sin (m — 2) « cos 2nmzx + cos (m — 2) x sin 2nmx) 
+ m, (sin (m — 2) « cos 2n m + sin (m — 4) x sin 2nmrT) 
oder 
D. 0 cx: 605 2nm | sin ma + m, sin (m — 2) x + m, sin (m — Ada... 
+ sin 2nm | cos ma + m, cos(m — 2) x + m, cos (m — A)a....] 
Nun behaupte ich, dafs in diesem Ausdrucke die Grófsen cos 2nmx und 
sin 2nm ihren Werth nicht ändern können, so lange cos x das namliche Zei- 
chen hat, so dafs ein und derselbe Werth jedesmal zu allen den & zugleich ge- 
höret, deren Cosinus zwischen zwei Zeichen wechseln liegen, z. B. zu allen & 
von æ — (27— D) « bise — (274-3) x 
weil die Cosinus aller dieser Bogen positiv sind. | 7 bezeichnet eine beliebige 
ganze Zahl. 
Dieses láfst sich wie folgt beweisen. 
6. 
Man bezeichne, der Kürze wegen, 
cos m (x -- 2nr)-+-m, cos (m — 2) (« -- 2n) -- m, cos (m— 4) (« 4- 2nx).... 
durch {x + 2 nr) und 
sin 7n (a- 2nr)+m, sin (m— 2) (ac 4- 2n) A7 m, sin (m — 4) (x+2nx)… 
durch f(x+2nx), 
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so ist, wie wir gesehen haben, 

8. f (v + 2nx) = fx cos 2nma + px sin 2nmr. 
Entwickelt man eben so q (x + 27), so findet man 

9. q (x 4- 2nm) = px cos 2nmm — fx sin 2nmr. 

I. Nun setze man, es sei möglich, dafs cos 2nmx und sin 2nmz ihren 
Werth für irgend einen Werth « von x, der zwischen « = (27 — 1) x und 
und a = (27 + 2) x liegt, ändern können, so dafs, wenn der Werth von z, 
welcher zu Werthen von a gehört, die « vorhergehen, z.B. zu a — f, 
p ist, der Werth von z, welcher zu Werthen von x gehört, die auf a folgen, 
z.B. zu a + y, vielleicht p + g sein wird, wo p und 4 ganze Zahlen bedeu- 
ten, und von « — f, a und a + y vorausgesetzt wird, dafs sie alle drei z wi- 
schen (27 — 3) x und (27 + 2) x liegen: so ist klar, dafs gleichzeitig 

10. f(x + 2px) =0 und 
; 11. f(x--2pmr--29m-)-—0 
sein mufs. Denn der allgemeine Ausdruck von (2cos a)" ist 
(2cos a) — q (w+ 2nx) -E £f (a + 2nz); 
~ also ist, b. 
12. (2 cos (a — 8) =p (a — P+ 2px) 2: : f (e — B -- 2px) und 
13. (2 cos (a + yy = p(aty + 2pr + 2 qu) if («4-7 4-2p 4-29). 
Aber cos (a — ß) und cos (a + y) sind nach der Voraussetzung beide positiv: 
also müssen (2 cos (a, — B) und (2 cos (a + y) nothwendig jedes wenigstens 
einen reellen Werth haben: folglich mufs sein: 
14. f(a— B-4- 2px) — 0 und 
15. f(a+y+2pr + 2gx) = 0. 
Da nnn aber diese beiden Gleichungen für beliebige Werthe a — £ und 
a — y Statt finden, welche unmittelbar a vorhergehen oder auf a folgen, so 
müssen sie auch für x —« selbst, das heifst für den Uebergang von « — 8 
in a+ y selbst Statt finden. Also darf man in den Gleichungen (14. und 15.) 
auch 8 = 0 und yy = 0 setzen. Dieses aber giebt die Gleichungen (10. und 11.) 
Also müssen diese beiden Gleichungen zugleich Statt finden. 
Es läfst sich nun weiter zeigen, dafs dieses unmöglich ist. 
Denn man entwickele die Gleichung (11.) auf die Weise, dafs der Theil 


2 47 des Bogens abgesondert wird, so findet man 
16. f(a+ 2px) cos 2mgr + p (a + 2px) sin 2mqx = 0. 
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Diese Gleichung reducirt sich, weil vermöge Ge ) i (a. +. Bean) = 0 sein 
soll, auf 

17. teh p + Ws sin mr = 0, 
und daraus folgt 

Aot (p ane + 2pm) Ez D. Mei 

19. , sin 2mqx = 0. | 

Man entwickele die Gleichung (18) weiter, so ce man 
pa cos 2mpx — fa sin 2mpx = 0, 

welches 
20. cot $563 =f 


giebt. Man entwickele auch die Gleichung ( 10. t1 39 Bndet ni 
fx cos 2mpm + px sin 2mpr — 0, 


welches | 
21.. lang 2mpxr = — fa | 
pa 
giebt. Also soll vermüge der Gleichungen (20. und 21.). 
cot 2mpx — — tang 2zmp oder 
(tang. 2znp m) = — 1 


sein, und daraus folet | 
22. tang 2mpa — hs L. 
und dieses zeigt, weil {ang 2mpr eine unmógli LES Grófse ist, dafs die lei: 
chungen (18. And 10.) nicht cóexistiren kónnen. Es bleibt also nur noch die 
Gleichung (19). Das heifst: die Gleichungen (10. und 11.) kónnen nur unter 
der Bedingung coexistiren, dafs nach (19.) 
23. "sn 2mgmq - 0 Ast. 

Auf der anderen Seite folgt aus den Gleichungen y^ 12. und eg wenn man 

wie oben 8 = 0 und y = 0 setzt, dafs 
24. gp (a 4- 2pm) — o (a+ boa 2gm) 

sein muls. Dieses giebt, wenn man entwickelt, 


p (a+ 2pm) = q (a+ 2p) cos amt — f (a + 2 pr) sm. 2mqsi 
und ot folgt, weil sin 2mqr = 0 sein soll, 


q (a+ 2px) =p (a+ 2px) cos 2mgr, 
also 


25. cos Imgr p. 


Zusammengenommen. also: findet man, dafs in dem Aide (6.) de 
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Werth von 7 allerdings eben. sowohl p als p + g,-oder eben sowohl 7 als 
n + g sem kann, aber nur unter der Bedingung, dafs 
brat 2 —SIn.2zng s = 0.und cos 212g — 4 ist. 
Schreibt man nun aber in den Gröfsen cos.2 nm und sin 2n m, n + g 


statt 7; so findet man. Ä 
cos 2m (n + q)r = COS: 2mn'*t cos s 2mqr — sın mn sin 27g und 


sin 2m (n + 4) x = sin 2mn cos 2mqm + cos 2mnz sin 2mqx 
und dieses giebt, vermóge (23. und 25.), 
26. cos 2m (n + q) x = cos 2mnr und 
27. sm2m(n+qg)r=sn2mnx 
und hieraus, folet, dafs die Grófsen cos 2mnx und sin 2mnz ihren Werth 
für alle die Cosinus, die zwischen (27 — Hr eb (27 + 3) liegen, nicht 
andern kónnen. 


II. Nachdem auf diese Art bewiesen worden, dafs die Gröfsen cos 2mnx 
und sin 2mnz ihren Werth nicht ändern können, so lange cos x das näm- 
liche Zeichen hat, so muls nun noch gezeigt werden, A cos 2mn« und 
sin mnc ihren Werth dann wirklich ändern können, wenn cos x ein 
anderes Zeichen annimmt. 


“Wir sahen oben, dafs wenn nm zwei verschiedene Werthe p und p+g 
für emen und denselben Werth « von a soll haben können, dafs dann die bei- 
den Gleichungen (10. und 11.) zugleich Statt finden müssen. Nachdem diese 
Gleichungen entwickelt worden, fanden wir, dafs ihre Cóexistenz von der Có- 
existenz der Mp o (10. und 18.), námlich der Gleichungen 

. (o 2r 2pm) — 0 und 9 (a + 2px) —0 
abhänet. Wir Bites. weiter, dafs die Gleichungen (28.) für einen beliebi- 
gen Werth « von c nicht zugleich Statt finden können, woraus die Bedingun- 
gen sin 2mqz = 0 und cos 2mqz = 1 folgten. 

Wenn nun aber a = (27 4) = ist, (das heifst, wenn a denjenigen 
Werth hat, für welchen cos « das Zeichen wechselt. D. H.) so verhält es sich 
anders... Alsdann können die Gleichungen (28.) wirklich nee Statt finden; 
denn sie sind so yiel als 
29. sinm(«+2pr)+m, sin(m—2) (a+ 2pm) +m, sin (m — 4) (a4-+ 2pm)....==0 
und / 

30. cosm(a-+ 2px) d- m, cos (m—2) (a+ 2pz)) +m, cos (m— 4) (a+2pr)....= 


und wenn nun q, = (27 = 3) m, so ist 
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31. sinm(a-+2pr)=—sin(m— 2) («4-2 pz) —-r- sin (m — 4) (a4-2p v). .-. 
und » + 
32. cosm(a+2pr)=—cos(m—2) (a.-41-2 pz —-- cos (m — 4) (a. -I- 2p x). ... 
so dafs sich die Ausdrücke (29. und 30.) auf dio 
sin zn (2p + 27 E 3) v. (1 — m, 4- m, — m, ....) — 0 und 
cos zm (2p + 2r 2-2 5) v. (1 — m, -- m, — m, ....) —-0 
reduciren, und diese Grófsen sind wirklich beide gleich Null, weil 1 — m, + 7n, 
— m, ....— (1 — 1) =0 ist. Also sind in diesem Falle die Bedingungen 
sin 2mgqn — 0 und cos 2zmq x = 1 
nicht mehr nóthig, und folglich kónnen die Grófsen cos 2mn und sin puit 
für diejenigen æ, für welche cos x das Zeichen wechselt, wirklich ihren 
Werth verändern. 


m 


ig | 
Nachdem im vorigen Paragraph bewiesen worden, dafs die Grüfsen 
cos 2mnx und sin 2mnz für alle ©, von (27 — #) bis (27 + 2) m, nothwen- 
dig einen und denselben VVerth haben, so folgt, dafs sie auch noch für 
æ = 2TT 
den nämlichen Werth haben werden. Also wird, zufolge der Gleichung (6), 
0 = cos 2n mm (sin 2mz T -- m, sin (m — 2) rx + m, sin (m — 4) Tx) 
+ sin 2nmr (cos 2mrx + m, cos (m — 2) rx + m, cos (m — 4) TX...) 
oder 
0 = cos 2mnr sin 2mz- (1 + m, +m, 
+ sin 2mnr cos 2mzz (1 -- m, + m, .... 26. .) 
sein, welches 
33. O=sn 2m(n-+7) Tr 
giebt. | 
Da die Grófsen 7 und m gegeben sind, so giebt die Gleichung (33.) die 
gesuchten Werthe von rn und die Gleichung (4.) wird Statt finden, wenn man 
der Grófse n die Werthe beilegt, welche die Gleichung (3) bestimmt, $0 lange 
æ zwischen den Grenzen 
(27 — 4). und (27 +3) 2 
liegt. 
Im allgemeinen hängt die Zahl n, für welche der imaginaire Theil. des all- 
gemeinen Ausdrucks (1.) verschwindet, in dem gegenwärtigen Fall eines positi- 


ven 
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ven Cosinus, von der Zahl 7 und dem Exponenten m ab; wie es die Gleichung 
(33.) zeigt. Diese Gleichung giebt 
34. — tang 2mnr = tang 27n7 v. 


Aber aus der Gleichung ( 6.) folgt 


sin ma -- m, sin (m — 2) 2 -- m, sin (m — 4) &...... 
35. — tang 2mnx = ————— à 
COS ma + 7n, cos (Tn — 2) x + m, cos(m — 4) ©... 

also ist 
tana ee sin ma + m, sin (mm — 2) x + m, sin (m—4)x...... 
| cos max + m, cos (m — 2) 7+ m,cos(m—4)a...... 

i 

oder d 


36. 0-—cos 2mrz v | sin mx + m, sin (m — 2) x +m, sin (m — 4) a... | 
| — sin 2mrx | cos mx + m, cos (rn — 2) x + m, cos (m — À) dd 
oder 
37. 0—sin m(x—277)-4- mn, sin (m— 2) (x —2 71) +m,smn(m— 4) (« — 277).... 

Aber ein reeller Werth von (2cos x)” findet in allen Fällen Statt: also 
findet auch die Gleichung (37.) in allen Fällen Statt, nämlich für beliebige 
Werthe von x, die zwischen 

(27 — 2) æ und (27 2-2) x 

liegen. 

Da x zwischen den Grenzen (2r — 4) x und (27 + 5) x eingeschlossen 
sein soll, so liegt der Bogen a — 27x ndiirendig zwischen den Grenzen 

— im und + 3m. 
Rasoichnee Din TER durch c, einen ar Bogen, der zwischen den Grenzen 
— j und + $7 liegt, so ist, vermöge der Gleichung (37.) 


38. 0 — sin ma, + m, sin (m — 2) x, + m, sin (m — 79 A ve pl 
Dieses giebt das merkwürdige Resultat, dafs für einen beliebigen Bogen & 
zwischen — x und + iw, die Grifse sin mx, +m, sin (m — 2) x, + 
m, sin (m — 4) x,..... immer Null ist, was auch a und m sein mogen. 

7. 


Entwickelt man die Gleichung (5.) für den Fall der Existenz 1maginairer 
Werthe von (2 cos x)", so findet man durch eine der obigen ähnliche Rechnung: 
39.. 40.2:.cos 2mnx| cos ma + m, cos(m — 2) « + m, cos (m — 4) a. 

— sin 2 mn | sin ma + m, sin (m — 2)x + m, sin (m — À) x... | und 
40. 0—cos 2m(n+7)x, oder tang 2mnx = cot 2mr® 


Diese Gleichung giebt den gesuchten Werth von n. 
I. 4 
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Die Gleichung (39.) giebt | 
cos max + m, cos (m — 2) a + m, cos (m — 4) & 
also vermöge der Gleichung (40. y 


cos ma + m, cos (m — 2) æ + m, cos (m — 4) & 


41. tang 2 mmm = 


NE piis, i sin ma + m, sin (m — 2) rinde; sin (m —À)x..... 
oder 
42. 0 = cos 2mzz (sin mx 4- m, sin (m — 2) x + m, sin (m — 4)z ... . .- ) 
— sin 2m7 ' (cos ma + rn, cos (m — 2) x + m, cos me A s ) 
oder 


43. 0O—sinm(x—272)--- in, sin (m— 2) (v — 272) me sin (m— 4) (2279)... 
oder auch 
44. 0=sinmx, 4- m, sin (m — 2) x, + mysin (m—4) z,..... 
Dieses Resultat stimmt mit dem obigen überein; also mufs die Gleichung 
(38.) auch Statt finden, wenn imaginaire Werthe von (2cos x)" existiren; 


wie gehörig, weil die Gleichung (38.) in allen Fällen Statt finden mufs. 


8. OR 
NC; 
Um nun die Resultate (38. oder 44.) auf den allgemeinen Ausdruck von 
(2cos x)" (1.) anzuwenden, darf man nur diesen Ausdruck so verwandeln, dafs 
die Grölse (38. oder 44.) von dem sen abgesondert ist. 


Es ist 
cos m(a--2nm)— | 
cos m(a—2rx) cos2m(r--n)r— sin m(x — 27%) sin2m(r--n) x 


cos (m — 2) (a +2nr) = 

cos(m— 2) (x —27«) cos2m(7-i- n) v — sin (m—2) (x —27 x) sin 2m (r 4- 2) x 
cos (m — 4) (a + 2nx) — 

cos(m— 4) (az —27«) cos2m (z-1- n) x — sin (m— 4) (x —27 x)sin 2m (7 -i- n) x 


e +. "7 €" € 28 et. ve Ss rere) alle Mister ‘te Lien e à "e 29 Se Weismann ete e. rc DE Ohare oe 


sin m(a-+ 2n7v) = 


cos zi (zx — 27 x)sin 2m (7-4 n) r+ sn m(v—272)cos2m(r4A-n)x 
sin (m —2) (x 4- 2n) = 


cos (m — 2) (a —2 71) sin 2m (7 -1- 1) v 4- sin (0 —2) (w—2rx)cos2m(r-+- ri) x 
sin (m — 4) (e 4-2nx) = 


cos (m — 4) (x — 27 x)sin 2m (74-2) x- sin (m — 4) (a —27 x) cos2m (74-1) x 


| 
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also 
(2cos x)" = E 2m(r+n)x “2 sin 2m (7 4- n) «| x 
| cose: (x — 27m) --7n, cos (m — 2) (x — 27) 4- m, cos (m — 4) (x — 27m)..... 


+ (sinm(æ—2r7) +m, sin (m—2) (x—27x)+m, sn(m—4)(x— 2rr)..... 4 
Nun ist vermöge (11. oder 17.) 


0 = sin m (x —272) +, sin (m— 2) (x — 27m) 4- m, sin (m— 4) (oc. 
also ist 


45. (2cos x) = E 2m (r +n) x -E i sin 2m (7 +7) «| M 


coszn (x —2 7 x) H- m, cos (mm — 2) (x — 27 x) 4- 1m, cos (mm — 4) (a —127m)... «| 


Dieses ist der allgemeine Ausdruck von (2cos a)", so reducirt, wie mide 
Existenz der re BIER Werthe erfordert. Er gilt für jeden beliebigen eo æ, 
der zwischen den Grenzen 
(27 — +) x und (27 4-2) x 
liegt, und für emen beliebigen Exponenten m. 
9. 


Es sei zweitens 
cos x negatıe. 
Da zufolge ($ 3.) unbedingt particulaire Werthe von (— 1)", und folglich in 
diesem Falle von | 
46. (2cos ©) = |2cos af" (— 1)” 
nicht Statt finden, so kann man, wenn cos x negativ ist, nicht wie oben verfah- 
ren. Aber es ist leicht, auch in diesem Fall, die obigen Resultate mit dem allge- 
meinen Ausdrucke von (2cos a)” (1.) zu verbinden. 
Es sei nàmlich y ein beliebiger Bogen, dessen Cosinus negativ ist, so ist 
klar, dals 
AT. % — It IV 
ein Bogen sein wird, dessen Cosinus positiv ist. Schreibt man also x + x 
oder y ın den allgemeinen Ausdruck von (2 cos a) (1.) statt x, so findet man 
48. (2cos y) & cos m (x + x + 2nx) +m, cos (m — 2) (a- x + 2nx) 
+ 7n, cos (m — 4) (@-+ w+ 2nm)........ 
RT (sin m (x -4- v H-2nm) +m, sin (m — 2) (x ++ 2n m) 
+ m, sin (m — 4) (x + T -+2nr)........ 
Die Grôfse rechter Hand geht ach td diejenige des Ausdrucks ( 1.) über, wenn 
Á * 
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man 2 n--1 statt 27 setzt. Macht man also die nämlichen Verwandlungen wie in 
(§.6.) und nimmt dann auf die Gleichungen (37. oder 43.) Rücksicht, so ist das Re- 
sultat dasjenige, welches man findet, wenn man in (19.) 2n-+1 statt 2 7 setzt, also 
(2cos y)" = [cos m (27 + 2n + 1) x + sin m (2r + 2n + 1) x | x 

[cos m(a— 27x) H- m, cos (m—2) (« — 27x) 4- rn, cos (m — 4) (x —272).... ], 
folglich, wenn man wieder statt a seinen Werth y — x setzt und dann statt 


y schreibt, 
49. (2cos a)” =] cos m (27 + 2n-+ 1) x isn zm (27 + 2n-+ 1) «| x 


COS m (a — (27+ 1) x) + mn, cos (m — 2) (a—(27-+-1) x) 


+ m, cos (m — À) (x — (27 +1) x) "Ee 


Dieses ist der allgemeine Ausdruck von (2cos x)” für einen beliebigen Bogen 

a, dessen Cosinus negativ ist, und der zwischen den Grenzen 
(27 4- 2)* und (27 4- 2) x 

liegt. 

Die Gleichung ( 38.) ist in dem gegenwärtigen Falle folgende: 
50. O=sinm(x,—x)+m,sm(m—2) (x,—x)+1m, sin (m—4) (x, —)...., 
wo x, einen Bogen zwischen den Grenzen 

icr und 3x 
bezeichnet. 
10. 


Nachdem die allgemeinen Ausdrücke von (2cos x)" (45. und 49.) in den 
beiden Fallen positiver und negativer Cosinus gefunden sind, ist es leicht, die- 
jenigen Werthe der willkürlichen Grófse z zu unterscheiden, die den beson- 
dern Werthen der Potenz (2cos x)" zukommen. 

Da nämlich die Factoren 
cos zn (4:— 277) +m, cos (m — 2) (x — 27) +m, cos (m— 4) (a@—2rm).... und 
cos m (x — (27+1) x) + m, cos (m—2) (x —(2r+1) x) 

+ m, cos (m — 4) (a — (27 4- 1) x) ER 
in den Ausdrücken (45. und 49.) immer reell sind, so sind offenbar die Werthe - 
von (2cos æ) dann reell, wenn die imaginairen Werthe der andern Factoren 
cos 2m (r 4- n) * -- sin 2m (7 -- 7) x und 
cos 2m (2r -- 2n 4- 1) e -E z sin m (27 4- 2n 4- 1) x 
verschwinden: hingegen sind sie ima ginair, wenn die reellen Theile dieser 
Factoren gleich Null sind; das heifst: die Werthe von (2cos ©) werden reell 


sein, wenn 
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für einen positiven Cosinus sin 2m (7 -- n) * — 0, 
für einen negativen Cosinus sin zn (27 + 2n -- 1) t — 0, 
ist, und sie werden imaginair sein, wenn 


bi. 


für einen positiven Cosinus cos2m(r+n)r=0, 


52. 





für einen negativen Cosinus cos m (27 + 2n -- 1) m= 0 
ist. 

Aus diesen Bedingungen lassen sich die gesuchten Werthe von 7 für 
gegebene Werthe yon m leicht finden. | 


L Es sei m eine ganze Zahl. 


In diesem Falle ist immer 
sin 2m (7 -+ n) w = 0 und sin m (27 + 2n 4- 1) — 0. 
Zugleich ist | ; 
cos 2m (7 -i- n) * — 1 und 
cos (27 + 2n + 1) x = — 1, für ein ungrades, und 
cos (27 + 2n + 1) x = + 1, für ein grades m. 
Der Ausdruck von (2cos a)” ist also 
(2cos x) = + (cos ma +m, cos (m — 2) x + m, cos (m—4)x...... ) 
Das obere Zeichen gehórt zu jedem beliebigen Werthe von m, wenn cos x 
positiv ist und zu graden Werthen von m, wenn cos x negativ ist. Das 
untere Zeichen gehórt zu ungraden Werthen von zn, wenn cos x negativ ist. 
Imaginaire Werthe existiren, wenn m eine ganze Zahl ist, nicht. 


Il. Ks sez m ein Bruch. 


A. Ist der Nenner von z eine grade Zahl, 
so kann man setzen 
s 3 
Da der Bruch m auf die kleinsten Zahlen gebracht vorausgesetzt wird, so 
dafs v mit 24% keinen gemeinschaftlichen Theiler mehr hat, so muls v nothwen- 


ni 


dig ungrade sein. 


a. Reelle Wetthe von (2cos x)". 
a. Wenn cos x positiv ist. 
Alsdann ist sn 2m (m -- 7) — 0, wenn 
n-4-7-0 undn+r=sZ, 
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und weil zugleich cos 2m (r-++-n) = + 1, für n + 7 — 0, und = — 1 für 

n-4-7-— p ist, so existiren zwei reelle VVerthe von (2cos 2)”. Sie sind 

(2cos x) = | m" 

| oo m (a — 27x) ++ m cos (m — 2) (x — 27m) + m,cos (m— 4) (x — 272)... | ; 
b. Wenn cos. x negativ ist | itai 

giebt es keinen reellen Werth von (2 cos a)"; denn die Bedingung der Existenz 

solcher Werthe, nàmlich die Gleichung 


À PUR 2n +1 

sin (27 + 2n + 1) mx = sin nt T 

kann durch keinen ganzzahligen Werth von z erfüllt werden, weil 27 + 27 + 1 

und v, beides ungrade Zahlen sind, 2% hingegen eine grade Zahl ist und folglich 

(2r -- 2n-4- 1)v für ke 
2% 


= 0, 


in ganzzahliges n eine ganze Zahl sein kann. 


B. Imaginaire Werthe von (2eos a)’. 


a. Wenn cos x positiv ist. 
Der Bedingung der Existenz solcher Werthe, nämlich der Gleichung 





cos 2m(7 + n)m = A SNO T cU 
kann Genüge geschehen, wenn L- 2p --1, das heifst, wenn u = Poy 
[2 4p 4 
oder wenn 
SB APE 
ni -— Vau 


ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und weil in diesem Falle 





Qd pp 
sin 2m (7 -- n) 1 = sin er (n 4T 7) 
sowohl + 1 als — 1 sein kann, so sind zwei imaginaire Werthe yon (2cos a)" 
möglich. Sie sind 
C2 006 ee 
Æ 1} cosm (x— 271) H- rn, cos (m— 2) (x — 27) 4- m, cos (m— 4) (a— 27x) né n 
ó. Wenn cos x negativ ist, 
so lälst sich die Bedingung der Existenz imaginairer Werthe von (2cos x)", 
nàmlich die Gleichung 
A 2n-+- 27 -+ 1 ; 


cos (2n + 27 + 1) mm = co 
2p 


2 
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Qi Li — 1 k rase y * 
erfüllen, wenn c 2p --i, das heifst, wenn e = Apud Ü oder wenn 
4p + 1 | 
x iii VIE 


ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und weil in diesem Fall 
(4pÆ1) (2n 2-27 + 1) x 
€) 2 


dt 


sin (2n + 27 + 1) mx = sin 


oinaire Werthe von 


sowohl + 1 als — 1 sein kann, so giebt es zwei imag 


(2:cos 2) + Sie sind 


x 


(2 cos a)" —=+7 EYE — (27 + 1)r)+m, cos (m — 2) (a — (27 +1) x) 
+ m, cos (m — 4) (x — (27 + 1) x) . tia hens 


B. Ist der Nenner von m eine ungrade Zahl, 


so kann man setzen: 
y 


Aree PA 
Da der Bruch m wiederum auf die kleinsten Zahlen gebracht vorausgesetzt wird, 
so ist die Zahl v durch 2% + 1 nicht theilbar. 


a Reelle Werthe von (2cos x)": 


a Wenn cos x positiv ist, 


so kann 

sin 2m (n 4- 7) x oder sin a las T 

Zu +1 

gleich Null sem, wenn 

nm+r=0 und n 4-7 — p (24-4 1). 
In diesem Falle ist also 

cos 2m (n + 7) v — cos ox — + 1 und 

cos 27n (n T 7) E == COS 2VpT = + 1. 

Also giebt es in allen Fallen immer einen reellen Werth von (2 cos x)". 

Er ıst 


(2cos a). = | 
+] m (a: — 2nz)-- m, cos (m — 2) (a—2nx)-+m, cos (m— 4) (x — 2nr)... | 


b. Wenn cos x negativ ist, 
so kann ru | 
y (2n 4- 27 4- 1) A 


sin (27. + 27 + 1) mx oder sin uu 
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gleich Null sein, wenn 22 + ar durch 24 + 1 theilbar ist, das heilst, 


wenn 
2n+2r+1 AU 


24-1 wich 
ist, wo p eine ganze Zahl bedeutet. Dieses giebt 
| p Qu + 1)—1 
| 2 
Da 2% + 1 ungrade ist, so mufs p ungrade sem. Denn wire p grade, so 


würde p (2% + 1) — 1 ungrade und folglich durch 2 nicht theilbar sein. Für 
sin (27; 4- 27 + 1) mx = oO ist 
cos (2n + 27 + 1) mx = cos pym, 


iT. 


und weil p ungrade sein mufs, so giebt es nur einen Werth + 1 von cas 
pyr, wenn v ungrade, und zwei Werthe + 1 und — 1, wenn v grade ist. 


Die reellen Werthe von (2 cos a)” werden also 
(2 cos a) = + |^ m (v — 27m) +m, cos (m — 2) (x — 277) 
+ m,.cos (m — 4) (zy — 272) ..... 
sein. Sie finden beide Statt, wenn v grade und nur emer wenn y ungrade ist. 


B. Imaginaire Werthe von (2 cos 2)” 
a. Wenn cos x positiv ist. 


Die Bedingung der Existenz solcher Werthe, nämlich die Gleichung 


2(n + 
cos 2m (n + 4) w= cos SAE y= 0 
erfordert, dafs 
BE TO MTS tp 
2u+ 1 


ist, wo p eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

Dieses giebt A (n + 7) y = (4p 2k 1) (24 + 1), oder 
(Ap EH 1) Cu+ 1) 
: Ay 

Aber dieser Werth von n - 7 kann nie, wie es sein muls, eine ganze 
Zahl sein; denn die Zahlen 4p Æ 1 und 2% + 4 sind beide ungrade, also ist 
der Záhler von m + 7 ungrade und folglich durch 4v nicht theilbar. 

Mithin giebt es in dem gegenwärtigen Falle keinen imaginairen Werth von 
(2 cos a). | | 


ners 


b. Wenn 
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6. Wenn cos x negativ ist. 


| Die Bedingung der Existenz. imaginairer Werthe von (2 cos ©)", nämlich 
die Gleichung T 
(2n + 27 + 1)» 


2n -- 27 -- 1) mx = = 
cos (2n cos eters rx = 0 





erfordert, dafs 
| (2n +27 -- 1)v 
2u - 1 
wenn p eine beliebige ganze Zahl ist. Dieses giebt 
2vy(2n + 27 4- 1) = (p+ 1) (2p + 1), 
(Ap dz 1) (26 2- 1) — 2v 
Ay 
Dieser Werth von z + 7 kann aber niemals eine ganze Zahl sein; denn 
4p Æ 1 und 2% + 1 sind beides ungrade Zahlen, und 2v ist grade. Also ist 
der Zahler von n + 7 ungrade und fol glich durch den graden Nenner 4v nicht 
theilbar. 
Mithin existiren in dem gegenwartigen Falle keine imaginairen Werthe 
von (2 cos x). 


= 2p, 


oder n-r= 


Il. Es sei m irrational oder imaginair.. 
In diesem Falle kónnen die Producte | 
2m (n + 7) und (2n 4- 27 + 1) m, 

für einen andern Werth von 7 als Null, niemals weder ganze Zahlen, noch un- 
grade Zahlen durch 2 dividirt, sein. Allgemein also kónnen die Bedingungen 
(51. und 52.) nicht erfüllt werden, und folglich. giebt es in dem gegenwir- 
tigen ;Falle, allgemein, weder ganz reelle noch ganz imaginaire Werthe von 
(2 cos x). 

Ist 7 = 0, so existirt für n = 0 ein einzelner reeller Werth von (2 cos x)", 
in so fern cos x positiv ist. Er ist 


(2 cos x) 2 +] cos ma + m, cos(m — 2)» + m, cos(m—4)a .... | 


15 
Auf diese Weise wäre die Aufgabe vollständig aufgelöset. 
Die Gleichung © 
sin m&, + m sin (m.— 2)«,4- m, sin Grate dr, Be een 1 = 0438), 
welche eines von. den Resultaten war, wo eine besondere Aufmerksamkeit. 


I. 5 
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Diese Gleichung ist es wesentlich, aus welcher die Differenzen der verschiedenen 
Untersuchungen der Aufgabe entstehen.‘ In der That fallt-es beim ersten An- 
blick auf, dafs die Gleichung eine wechselseitige Abhangigkeit der beiden 
Gröfsen m und x von einander auszudrücken scheint.. Aber da eine solche Ab- 
hingigkeit nicht Statt findet, so folet, dafs die Gleichung identisch ist. Sie ist 
dieses bekanntlich für ein ganzzahliges m. Sie mufs es also allgemein sein. 

Die Gleichung läfst sich auch noch auf folgende Art beweisen. 

Es 1st 
ir „Dix 
Di 

Dieses giebt, wenn man der Reihe nach ma, (m—2)x, (m — 4)a, etc. 
statt æ schreibt, 

53. sin ma + m, sn(m—2)x+m,sn(m—A4)x....... 
| LIO Qmm D = mx 
+m, gri ia nD 


Tu mag Och TIN gs 








sin = 


* 


—-re (4 + me + me CUR ee ) 2r 
De : ; ded 2 
—eg 77 (44m, ORENSE 
n ZUR (4 + a ve OD te 
EX 
Tix (0 -dÓxqm ; ing, gine m 
Linke +e ) —€e ) 
Ä 2: 1 
Nun ist : 
; Tix -i 
e te —=2 cos x, 


also 
54. (e + e 7) = (2cos x)" = [2cos af" (Es £j, 
\ où 9S n | cos 2m n +i sin hr 


= [2 cos ef cos (2n-+ 1) mz + isin(2n-+ 1)mz, 





und wenn, man —2 statt + schreibt; | 
RT d zi ix om 4 {cos 272 nz — i sin 2mnx 
po. (eur sue ) [200s abe I: cos (2n + 1)mr — isin e 1); 
also, wenn man (28 und 29 ) in (27 ) substituirt, 
sin ma + m, sin (m — 2) & + m, sin (m — 4) wu. ser. >. 
56. (|2 eos. [ sin 27m v, für einen positiven Cosinus, und : 
SBT (fe eos’ x T sin (2 4) mx, für einen negativen Cosinus. 
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Dieser Ausdruck hat rechterhand 7 verschiedene Werthe für ein und das- 
selbe æ, und es ist klar, dafs die Verschiedenheit der VYerthe ven 7. nur von 
der Verschiedenheit der Zahl der Quadranten herkommen kann, in welche a fällt. 
Ein und derselbe Werth von n wird allen a, die zwischen zwei Zeichen- 
wechseln des, Cosinus liegen, gleichmäfsig zukommen. Man fange z. B. die 
x von — 7% am, so wird der Ausdruck ( 56.) für alle x, von æ — — lm bis 
c+) Im passen, weil die Cosinus aller dieser x positiv sind. Die Zahl n 
wird en einen Werth haben, welcher der nämliche bleibt für alle jene x. Die- 
ser Werth von.n kann sich deshalb nicht verändern, weil solches nur sprung- 
weise geschehen würde, die x aber stetig auf einander folgen. Ist nun aber 
æ bis zu + 2x gekommen, so ändert der Cosinus plötzlich sein Zeichen; also 
kann dann auch 7 seinen Werth ändern. Es mufs ihn sogar ändern, weil von 
eatin an, der Ausdruck (56.) nicht mehr, nämlich nicht für Bogen pafst, 
die grófser sind als + $z, indem die Cosinus solcher Bogen nicht mehr positiv, 
sondern negativ sind. Für sie palst nunmehr. der Ausdruck (57.),, welcher 
von æ = imc bis a = 37 gilt, und wie man sieht, hat nun 27 um eine Einheit 
zugenommen. Eine solche Veründerung findet von neuem Statt, wenn æ bis 
nach 32 gelangt ist; und so weiter. | 

Verschiedene Werthe von z kónnen also nur verschiedenen Abtheilungen 
des Umfanges, und jeder Abtheilung kann nur ein und derselbe Werth yon n 
zukommen. b. | 

Daraus lassen sich leicht die Werthe von z finden, welche einer gegebe- 
nen MN ue des Umfanges zugehóren. Es sei z. B. : x = 0, so ist'offenbar 


gleich Null. Aber wenn aw = 0, so ist [cos el =+1, di giebt alsdann die 
Gleichung (55.); 


0 = sin 27n. 


Aber der nämliche Werth von 7; welcher x = 0 angehórt, kommt auch, 
wie vorhin bemerkt, allen andern æ zu, von æ — — ic bis æ = + $7... Also 
ist für alle diese æ ebenfalls sin 2zmn x — 0, folglich, vermóge der. Glei- 
chung (56.) | 

sin mx -- m, sin (m — 2) » -r m, in (n—4) z........ ex. 


für alle x zwischen — 3v und + 1v; welches zu beweisen war. 


5* 
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19, 
Die Gleichung 


sin ma, +m, sis (m — 2) x, + im, sin (m — 4) x, TEE 0 
entwickelt, SRB | 

epe qu TERN ERU 
—'m, cos MX, sin 2%, — m, cos MH, SIN 4X, ........ 





oder 
58. 0 — sin mx, (4 + m, cos 22, + m, cos 4x ........) 
— cos ma, ( Jh, SA. In SU iu e eL 
woraus 
m, sin 2%, + m, sn 4x, m, sn O@ Ser... 
59. dang han cet ne st aq mmu iu 
(1! 1+m, cos 24, + m, cos 4x, +m, cos 02% dese nan 


folet. Diese Gleichung wird also für alle x zwischen — 5 und + 2x und für 
jedes beliebige m Statt finden. 
Es sei z. B.: æ — im, so ist 
sin (m — 2) z, — sin (mr — 7x) — — sin imx 
sin (m — 4) a, = sin (3m — 2) = + sin mx 
sin (m — 6)», = sin (mz — 31) = — sin ima 
etc., also | 
sin mx, + m, sin (m—2)x, + m, su(m — 4), ........ 
= sin 5znz (1 — rn, Em — m, m —.,...... ) 
= sin imm (1 — 1)" 
welches, wenn zn positiv, Null ist; wie gehörig. 
Es sei æ, — im, so ist | | 
sin 2a, — 1,sin Az, —0, sn6x,——1,sm 8x, = 0 etc. 
cos 2æ, — 0, cos 4x, =—1, cos 6x, = 0, cos 8a, — -- 1 etc. 


also zufolge des Ausdrucks (59.) 
60. tangimr = d : à ; 


Es lassen sich aus dem Fist (44) noch mehrere interessante Sätze 
herleiten. 
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4. 
Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncte. 
(Vom Herrn Bau-Conducteur Kossack.) 





Ar fga'be. Eine feste unbiegsame horizontale Ebene ruhe auf den drei Punc- 
ten A, B, C (Fig. 11.) und sei in G mit dem Gewicht P belastet: man sucht 
. den Druck auf die Unterstützungspuncte. 

Auflösung. Die Lage sämmtlicher Stücke sei gegeben durch die graden 
Linien GA=a, GB=b, GC=c und durch die Winkel AGB =a, 
AGC=f. Setzt man nun den Druck auf 44 = Q, den Druck auf B = Q/ und 
den Druck auf. C = Q”, so hat man, da die Pr essungen Q, Q', Q" als Kräfte 
bw werden kónnen, welche mit der Last P im Gleichgewicht stehen, 

P= Q + Q' + 0’; 
und'in eee auf 4G, als Momentenachse, 
Q'b sin a = Qc sin f, 
hingegen in Beziehung auf BG, als Momentenachse, 
Q'a sin a = — Qe sin (a + B). 
Aus diesen Gleichungen erhält man für die drei unbekannten Grófsen fol- 
gende Ausdrücke: 
Qi — bc sin (a + f) p 
He iod dna M. sn p+absma  ? 
j' n ac sm ß 
9 oc sin (a+ (8) + ac sin 8 + ab sin a’ 
NE ab sin a 
i ^ — bc sin (a+ B) + ac sin f + ab sm a 
+ Für a= = u folgt, wenn man zuvor Zähler und Nenner mit szn a dividirt, 


— 2hc cos a 
fois — 25e cos a + ac 4- ab JE 
Q'- d so beu OUT PUR PME €: 
— 2bccosa+ac+ ab 
«7^1 eit Cu 0 x 
| ar 
Für a = 180°, oder für den Fall, dafs die drei Unterstützungspuncte in 


einer graden Linie liegen, ergiebt sich : 


a PRE c , ac ype ab 
em 2bc+ac+ab ' lust idu: ee ? ib DED asbiaibo i 


————M— ÉD CHE "©" + 
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p. 
Einige geometrische Sätze. 


(Von Herrn Steiner.) 


Folgender Satz ist bekannt: 

„Wenn die drei graden Linien Aa, Bb, Cc (Fig. 1.), écho die Ecken 
zweier in einerlei Ebene liegenden Dreiecke ABC, abc paarweise verbinden, 
sich in einem und demselben Punct S treffen, so liegen die drei Schneidepuncte 
af, ay, By, in welchen die entsprechenden Seiten 4B und ab, BC und de 
CA, und ca sich paarweise kreutzen, in einer graden Linie.” Und umgekehrt: 

„Liegen die Schneidepuncte af, a, By, in welchen die Seiten zweier in 
einerlei Ebene liegenden Dreiecke ABC, abc sich paarweise kreutzen, in 
einer graden Linie; so treffen sich die drei graden Linien Aa, Bb, Cc, welche 
die entsprechenden Eckpunete der beiden Dreiecke paarweise verbinden, in 
einem und demselben Puncte 8.” | 

2, | 

Es findet ein analoger Satz im Raume Statt, aus welchem sich verschiedene 
interessante Folgerungen ziehen lassen, nämlich folgender Satz: 

„Treffen die vier graden Linien da, Bb, Cc, Dd (Fig. 2.), welche die 
Ecken zweier beliebigen viereckigen Körper 4 BCD, abcd paarweise verbin- 
den, sich in einem und demselben Puncte S: so liegen die vier Linien, in wel- 
chen sich die entsprechenden Seitenflächen der beiden Körper paarweise schnei- - 
den, oder die sechs Puncte af, ay, ad, By, BS, yd, in welchen sich die 
entsprechenden Kanten (AB und ab, AC und ac, AD und ad, BC und be, 
B D und bd, C D und cd) schneiden, in einer und derselben Ebene (£).” Und 
umgekehrt: 

„Liegen die vier graden Linien, in welchen sich die Seitenflächen irgend 
zweier viereckiger Körper paarweise schneiden, zusammen in einerlei Ebene 
(E): so treffen sich die vier graden Linien Aa, Bb, Cc, Dd, welche die ent- 
sprechenden (d. h. die den gepaarten Seitenflächen gegenüber stehenden) Ecken 
der Körper paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte S." 


Steiner, geometrische Sätze, ’ 39 


^an im ersten Falle dieses Satzes folgt aus der Voraussetzung: dafs die Ecken 
der beiden Kórper paarweise mit dem Puncte $ in graden Linien liegen, unmit- 
telbar, dafs jede zwei entsprechende Kanten der beiden gegebenen Körper mit 
dem Puncte S in einer Ebene liegen. So liegen z. B. die beiden Kanten A.B, ab 
offenbar i in der Ebene ASB. Daher treffen zwei solche Kanten sich in einem 
Puncte aß, und mithin schneiden sich die entsprechenden Kanten der beiden 
Körper in den sechs Puncten aß, ay, ad, By, B9, 'yd. In je zwei entspre- 
chenden Seitenflächen (z. B. ABC, abc) liegen drei Paare entsprechender Kan- 
ten (AB und ab, BC und dc, CA und ca); daher liegen die drei Durch- 
schnittspuncte (aß, ay, Py) dieser drei Kantenpaare nothwendig in der Durch- 
schnittslinie der beiden Seitenflächen, mithin in einer graden Linie. Da es aber 
vier Paare entsprechender Seitenflächen giebt; so liegen von den sechs Durch- 
schnittspuncten der sechs Paare entsprechender Kanten, vier mal drei in einer 
graden Linie, woraus folgt, dafs diese sechs Puncte zusammen in einer und der- 
selben Ebene (.E) liegen. 

Der Beweis für den zweiten Fall des obigen Satzes ergiebt sich hieraus von 
selbst. "Ferner ist leicht zu sehen, dafs der Beweis des Satzes Nr. 1. unmittel- 
bar aus dem vorliegenden folet, wenn man annimmt: die Seitenflachen ABC 
und abc der beiden Kórper liegen in einerlei Ebene. 

| 3. 

Da die Ebene ( E), in welcher die sechs Schneidepuncte der sechs Paare 
entsprechender Kanten, oder der vier Durchschnittslinien der vier Paare entspre- 
chender Seitenflächen der beiden Körper liegen, durch die Durchschnittslinie 
(839) der beiden Seitenflächen BCD, bcd und durch den Durehschnitts- 
punct (af) der beiden Kanten AB, ab bestimmt ist, so behält sie, in Bezug 
auf die beiden Kórper, dieselbe Eigenschaft, wenn auch die übrigen Eckpuncte 
D, C, d, c, ohne aus den zugehörigen Ebenen B CD, bcd herauszutreten, und 
ohne aufzuhören paarweise mit dem Puncte § in graden Linien (Sd D, SeC) 
zu liegen, ihre Lage behebig ändern. Daraus folet Nachstehendes: 

„Sind irgend zwei Ebenen BCD, bed und drei beliebige Puncte S, a, A, 
die in einer graden Linie liegen, gegeben, und mam zieht aus einem der drei 
Puncte, z. E. aus S, eine willkürliche Linie Sd.D, welche die beiden Ebenen 
in den Puncten d und D schneidet, und verbindet diese beiden Punete d und D 
mit den beiden übrigen gegebenen Puncten a, A durch die Linien da, DA: so 
ist der Ort des Durchschnittspunets (ad) dieser beiden Linien eine bestimmte 
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Ebene (£), welche durch die Durchschnittslinie: (bys ) der beiden eegengnen 
Ebenen geht.” Und umgekehrt: 

„Sind drei beliebige Ebenen BCD, à ed is CE), fir sich in einer gra 
den Linie (By 9) schneiden, nebst zwei beliebigen Puncten À, a gegeben, und 
man zieht aus einem willkürlichen Puncte («d‘) der einen Ebene (.£), durch die 
beiden gegebenen Puncte zwei Linien, welche die beiden, übrigen Ebenen in 
den Puncten D, d schneiden, so liegen diese beiden, Puncte D, d immer mit 
einem und demselben Puncte Sin einer graden Linie, und es liegt dieser Punct 
S zugleich mit den beiden gegebenen Puncten À, a in einer graden Linie; oder: 

„Nimmt man in der Ebene (.E) eine willkürliche Linie (ay) an, legt durch 
diseelbe und durch die beiden gegebenen Puncte (4, a) zwei Ebenen, welche die 
beiden übrigen gegebenen Ebenen BCD, ó cd, in den Linien DC, de schnei- 
den: so liegen diese beiden Durchschnittslinien in einer Ebene, und.diese Ebene 
geht immer durch einen bestimmten Punct $, welcher mit den beiden gegebenen 
Puncten (4, 2) in einer graden Linie liegt.” 

Aah dg | 

Hieraus folgt weiter, dafs der obige Satz Nr. 2. noch allgemeiner Statt fin- 
det, nämlich, dafs er nicht blos für zwei viereckige Körper, sondern für jede 
zwei vielseitige Pyramiden gilt; welches folgenden Satz giebt: 

„Treffen die graden Linien, welche die Eckpuncte zweier beliebigen nsei- 
tigen Pyramiden paarweise verbinden,.in einem und demselben Puncte S zu- 
sammen: so liegen die Durchschnittslinien der entsprechenden Seitenflächen der 
beiden Kórper, so wie auch die Durhschnittspuncte der entsprechenden: Kanten, 
(diese Durchschnittspuncte liegen in jenen Durchschnittslinien) zusammen in 
einer und derselben Ebene.” Und umgekehrt: 

„Liegen die Durchschnittslinien, in welchen die Seitenflächen zweier. nseiti- 
gen Pyramiden, paarweise genommen, einander schneiden, oder liegen: die Durch- 
schnittspuncte, in welchen die paarweise genommenen Kanten zweier nseitigen 
Pyramiden einander schneiden, zusammen in einer und derselben Ebene: so tref- 
fen sich die graden Linien, welche die entsprechenden Ecken der. beiden Körper 
paarweise verbinden, in einem und demselben Puncte S." 

5. 

Man kann die obigen Sätze auch mit andern Worten wie folgt ausdrücken: 

»Sind A, a die Scheitel zweier beliebigen gegebenen Kegel (vom mten 
Grade), deren Grundflächen in den Ebenen BCD, bed liegen, und liegen die 
beiden Grundflächen aufserdem in einem Kegel, dessen Scheitel S mit den Schei- 


teln 
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teln A, a der gegebenen Kegel in einer graden Linie liegt: so schneiden sich die 
beiden gegebenen Kegel (über ihre Grundflächen hinaus verlängert, wenn ‘es 
erforderlich ist) in einer ebenen Curve; deren Ebene (E) durch die’ Durch: 
schnittslinie (Syd) der Grundflächen der beiden Bugabenen Kegel gents Oder 
was dasselbe ist: 

„Liegen die Scheitel S, a, A dreier Kope (nten Grades) in einer graden 
Linie $04, und es schneiden irgend zwei dieser Kegel den dritten in zwei 
ebenen Curven: so schneiden auch diese beiden Kegel einander in einer: ebenen 
Curve, und die Ebenen dieser drei Durchsehnitts-Curven schneiden sich zusam- 
men in einer und derselben geraden Linie.” Und umgekehrt: 

„Schneiden sich die Mantelflächen irgend zweier gegebenen Kegel (nten 
‘Grades) in einer ebenen Curve, deren Ebene zugleich durch die Durchschnitts- 
linie der beiden Grundflächen der Kegel geht: so liegen die beiden Grundilä- 
chen der gegebenen Kegel zusammen in einem dritten Kegel, dessen Scheitel mit 
den Scheiteln der beiden gegebenen Kegel in einer graden Linie liegt.” Oder 
was auf dasselbe hinauskommt: 

„Schneiden irgend zwei gegebene Kegel (.4, @,) einander in einer ebenen 
Curve, und man nimmt in der Ebene (Æ) dieser Curve eine willkürliche Linie 
(By) an, legt durch diese Linie zwei willkürliche Ebenen, welche die gege- 
benen Kegel respective in zwei ebenen Curven schneiden: so liegen diese beiden 
letzten Curven immer zusammen in einem Kegel, dessen Scheitel $ stets in der 
graden Linie (Aa) liegt, welche durch die Scheitel der beiden inge Ke- 
gel geht.” 

6. | 

Da man einen Zylinder als einen Kegel ansehen kann, dessen Scheitel in 
unendlicher Entfernung liegt, so gelten die obigen Satze in gleichem Sinne auch 
fiir Zylinder und lauten in diesem speziellen Falle wie folgt: 

„Sind die Kanten dreier gegebenen Zylinder (n ten Grades) mit einer Ebene 
parallel, und schneidet von je zweien jeder den dritten in einer ebenen Curve: 
so schneiden sich auch [diese beiden Zylinder in einer ebenen Curve, und es 
schneiden sich die Ebenen. dieser drei genannten Curven in ‘emer und dersel- 
ben graden Linie." Und umgekehrt: | 

„Schneiden zwei beliebige Zylinder (ten Grades) einander in einer ebe- 
nen Curve, und man nimmt in der Ebene (£) dieser Curve eine willkürliche 
Linie (Syd) an, und legt durch diese Linie zwei willkürliche Ebenen, welche 
die gegebenen Zylinder respective in zwei ebenen Curven schneiden: so liegen 


I. 6 
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diese beiden letztgenannten Curven zusammen in einem dritten Zylinder und die 
Kanten desselben, ‚nebst den Kanten der beiden gegebenen Zylinder , sind ‚stets 
mit einer und derselben Ebene parallel." 

Ein anderer besonderer Fall ist derjenige, wo man die vorhin betrachte- 
ien Kegel auf den zweiten Grad beschrankt. In diesem Falle findet Folgen- 
des Statt: kd 
I. „Berührt von zwei Kegeln vom zweiten Grade jeder. beide Flächen eines 
und desselben Flächenwinkels: so. schneiden diese beiden Kegel einander in 
zwei ebenen Curven (zweiten Grades). " 

Denn man stelle sich zwei Kegel A, 2 und zwei i EHeriést E, e, von denen 
jede jene beiden Kegel berührt, vor: so berührt z. B. die Ebene £ jeden der 
beiden Kegel A, & in ‚einer graden Linie; und in dem Puncte P, in welchem 
diese beiden Linien sich schneiden, berührt sie beide Kegel zugleich: eben so 
berührt die andere Ebene e beide Kegel zugleich, in einem Puncte p. Man denke 
sich ferner durch diese beiden Puncte P, p und durch irgend einen Punct g, 
welcher im Durchschnitte der beiden Kegelflächen liegt, eine Ebene E, gelegt: so 
wird diese Ebene Æ, von den beiden Kegelflachen A, a in zwei Curven zweiten 
Grades C, c, und von den beiden Ebenen .E, e in zwei graden Linien Z, 7 ge- 
schnitten, und es berührt nothwendig die Linie L beide Curven C, c zugleich, 
in dem Puncte P, so wie die Linie / dieselben zugleich in.dem Puncte p be- 
rührt, und nothwendiger Weise gehen auch beide Curven C, c durch den Punct 
g. Da es aber bekanntlich unmöglich ist, dafs zwei Curven vom zweiten Grade 
C, c, einander in zwei Puncten P, p berühren und aufserdem noch in einem 
Puncte g schneiden, so folgt, dafs die beiden vorausgesetzten Curven | C, c 
ein und dieselbe Curve sind, in welcher die beiden Kegelflächen 4, a sich 
schneiden. 

Da aber, wie sich aus der Anschauung ergiebt, der Durchschnitt der bei- 
den Kegelflachen aus zwei Theilen besteht, so ist jeder derselben eme ebene 
Curve, und daher schneiden sich die beiden Kegel A, a, unter den vorausge- 
setzten Bedingungen, in zwei ebenen Curven zweiten Grades. 

Aus dem vorliegendem Satze folgt unmittelbar der nachstehende: 

U. ,, Wenn irgend zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer ebenen 
Curve C schneiden, so schneiden sie einander, im Allgemeinen, noch in einer 
zweiten ebenen Curve." 

Denn wenn zwei Kegel vom zweiten Grade einander in einer eti Curve 
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C schneiden, so kann man im Allgemeinen durch die Linie, welche die Scheitel 
der Kegel verbindet, immer zwei Ebenen legen, von denen jede die genannte 
ebene Durchschnitts-Curve C, und somit beide Kegel berührt; woraus der Satz 
vermöge des vorigen folgt. Geht aber die Linie, welche die Scheitel der Kegel 
verbindet, durch den von der genannten Curve C eingeschlossenen Raum, so 
. dafs keine Ebene beide Kegel zugleich berühren kann, so kann der vorliegende 
Satz, durch Hülfe der harmonischen Proportion, allgemein bewiesen werden; 
wovon im Zusammenhange mit andern ähnlichen Betrachtungen, an einem an- 
dern Orte. 

Aus dem Obigen folet, dafs wenn die in’ den Sátzen Nr. 5. vorkommen- 
den drei Kegel vom zweiten Grade sind: so schneiden sie sich, unter den dor- 
tigen Bedingungen, paarweise in sechs ebenen Curven. Um weiter bei den Fol- 
gerungen aus diesen Sätzen der Einbildungskraft zu Hilfe zu kommen, nehme 
man an: Fig. 3. sei der Schnitt einer Ebene mit drei Kegeln vom zweiten Grade, 
. deren Scheitel in einer graden Linie liegen und welche einander in sechs ebenen 
 Curven schneiden: nämlich S, a, A seien die Scheitel, und die drei Winkel 
BSE, Bad, BAe seien die Durchschnitte der Ebene mit den drei Kegeln; so 
gehen die Ebenen der beiden Curven, in welchen die beiden Kegel S und a 
einander schneiden, durch die beiden Linien dc und de; eben so gehen die 
Ebenen der beiden Curven, in welchen sich die beiden Kegel S und A schnei- 
den, durch die beiden Linien BC und DE; desgleichen gehen die Ebenen der 
beiden Curven, in welchen sich die Kegel a und A schneiden, durch die Linien 
B y und de. 

Nun schneiden sich, zufolge des obigen Satzes (Nr. 5.), die drei Ebenen 
bc, BC und fy (d. h. die oben genannten Ebenen, welche respective durch die 
in der Figur verzeichneten Linien dc, BC und fy gehen) in einer Linie L, 
(welche die Ebene der Figur in dem Puncte L, schneidet); ‘nach demselben 
Satze schneiden ferner auch die drei Ebenen bc, DE und ed einander in einer 
Linie L,, desgleichen die drei Ebenen de, BC und de in einer graden Linie 
L,, und eben so schneiden die drei Ebenen ed, ED und fy einander in einer 
graden Linie L,. 

Bemerkt man ferner, dafs, wenn z. B. die beiden Linien L,, L,, welche 
in einerlei Ebene bc liegen, sich in einem Puncte P treffen, alsdann nothwen- 
dig die fünf Ebenen óc, BC, D E, By, Se durch diesen nämlichen Punct P 
gehen, und dafs daher nothwendig auch die sechste Ebene de, so wie auch die 
beiden übrigen Linien L,, L, durch denselben Punct P gehen: so folgt, dafs 

aye 
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die sechs Ebenen be, de, BC, DE, By, de, so wie auch die vier Linien 
L,, L,, L,, L, im Allgemeinen immer in einem und demselben Puncte P zu- 
sammentreffen, und nur in dem besondern Falle, wo dieser Punct sich ins Un- 
endliche entfernt, mit einer und derselben graden Linie parallel sind. 

a allen diesem zusammengenommen zieht man folgenden Satz *): 

I. „Liegen. die Scheitel S, a,.4 dreier gegebenen Kegel BSE, Pad, BAe 
vom zweiten Grade, welche einander in ebenen Curven schneiden, in einer. gra- 
den Linie $2.44: so schneiden sich von den sechs Ebenen (de, de, BC, DE 
By, de) der sechs Durchschnitts- Curven, vier mal drei in einer graden Linie 
CL, , L,, L,, L,), und alle sechs Ebenen, so wie auch diese vier Linien £L, , L,, 
L,, L,, schneiden einander, zusammen in einem und demselben Puncte P (oder 
sind zusammen mit einer und derselben graden Linie parallel )." 


8. 


Die in (Nr. 7.) enthaltenen Sátze über die Kegel yom zweiten Grade, sind 
nur spezielle Falle von folgenden allgemeinern Sätzen über die Flächen vom 
zweiten Grade überhaupt, welche wir ohne Beweis ‘hinzufügen und welche an 
€inem andern Orte, durch eben so einfache geometrische Betrachtungen bewie- 
‘sen a sollen. 

I. „Wenn zwei beliebige Flächen zweiten Grades einander in einer ebenen 
Curye schneiden: so Red sie sich im Allgemeinen noch in einer zweiten. 
ebenen Curve.” (If. Satz Nr. 7.) 

‘IT „Alle grade Linien aus einem Puncte S, CR eine gegebene Flache 
vom zweiten Grade berühren, liegen in einer Kegelfläche zweiten Grades, und 
alle zusammen berühren die gegebene Flàche in einer ebenen Curve vom zwei- 
ten Grade." 

Oder mit andern Worten: | 

„Legt man an eine gegebene Fläche zweiten Grades, aus einem aufser- 
halb, beliebig angenommenen Puncte $, einen Berührungskegel, so ist dieser 
Kegel vom zweiten Grade, und berührt die gegebene Fläche in einer ebenen 
Curve yom zweiten Grade.” 


— 


*) In Bezug auf die Durchsehnittsfigur folgenden Satz: 

„Liegen did ‚Scheitel S, a, 4 dreier ange Winkel BSE, Bas, BAe, welche in 
einerlei Ebene liegen, in einer graden Linie Sa A: so schneiden sich von den sechs Diago- 
nalen dc, de, BG, DE, By, $s der drei Vierecke bdce, BDCE, 89ys, welche jene 
Winkel’ paarweise mit einander d: vier mal drei in einem Puncte, namlich in den vier 


Punctensib}, D, , .D34 D." 
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II. „Berühren zwei beliebige Flächen vom zweiten Grade einander in 
mehr als zwei Puncten: so berühren sie einander in einer ebenen Curve vom 
zweiten Grade.” 

IV. „Berühren zwei | beliebige Flächen vom zweiten Grade, eine dritte 
solche Fläche in ebenen Curven: so schneiden sie sich in ebenen Curyen.” 

Da zwei Ebenen zusammengenommen als eine Fläche vom zweiten Grade 
zu betrachten sind, so:ist der erste Satz Nr. 7. ein spezieller Fall des gegenwär- 
tigen. Ein anderer spezieller Fall ist folgender: 

„Jede zwei Zylinder vom zweiten Grade, welche zugleich entweder zwischen 
oder aufserhalb zwei parallelen Ebenen liegen, (und also elliptische oder hy- 
perbolische Zylinder sind) und diese Ebenen berühren, schneiden einander in 
zwei ebenen Curven vom zweiten Grade.” 

V. „Zwei beliebige ebene Curven, welche in einer und derselben Fläche 
zweiten Grades liegen, bestimmen zusammen zwei Kegel vom zweiten Grade, 
d. h., die beiden Curven liegen zugleich in zwei bestimmten Kegeln zweiten 
Grades.” Oder mit andern Worten: „Bewegt man eine Ebene, welche zwei 
ebene Curven, die in einer und derselben Fläche zweiten Grades liegen, berührt, 
auf die Weise, dals sie die beiden Curven immerfort berührt: so geht die Ebene 
immer durch einen bestimmten Punct $, und dieser Punct § ist der Scheitel 
eines Kegels (zweiten Grades), welcher durch die beiden genannten Curven 
geht, und welcher stets von der Ebene berührt wird.” “Da aber die Ebene auf 
zwei verschiedene Arten an die beiden Curven gelegt werden kann, so liegen die 
beiden Curven zugleich in zwei bestimmten Kegeln. 

Insbesondere folet hieraus: 

„Macht man in irgend einem gegebenen Kegel zweiten Grades zwei belie- 
bige ebene Schnitte: so liegen die beiden Durchschnitts-Curven zugleich in 
einem andern Kegel vom zweiten Grade." 

Ferner kann aus dem obigen Satze der folgende abecleitet werden: 

»Legt man durch einen willkürlichén Punkt P, rit einer Fläche vom zwei 
ien Grade] eine Berührungsebene (E), und ferner aus demselben Punct P, 
durch beliebige ebene Curven, welche in der Fliche liegen, Kegel: so schneidet 
jede Ebene, welche mit der genannten Berührungsebene (£) parallel ist, alle 
diese Kegel (sammt der gegebenen Flüche) i in cl eheh Curven zweiten Gra- 
des.” Oder mit andern Worten: 

„Projizirt man aus einem willkürlichen Puncte P, der in einer gegebenen 
Fläche vom zweiten Grade liegt, beliebige ebene Curven, welche in derselben 
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Fläche liegen, auf eine Ebene, welche mit der in dem Punct P an die Fläche 
gelegten Berührungsebene parallel ist: so sind die Projectionen sämmtlich ähn- 
liche Curven vom zweiten Grade." 


VI. „Wenn von drei beliebigen gegebenen Flächen zweiten Grades, je 
zwei einander in ebenen Curven schneiden: so schneiden sich von den sechs 
Ebenen dieser sechs Durchschnitts-Curven [je zwei Flächen schneiden einander 
in zwei Ebenen Curven (I.)], vier mal drei in einer graden Linie, und alle sechs 
Ebenen, oder diese vier graden Linien schneiden sich zusammen in einem und 
demselben Puncte P." | 

. Der Beweis dieses Satzes folgt aus (V. und Nr. 7. II.). 
Aus dem vorliegenden Satze kann leicht der folgende abgeleitet werden. 


VII. „Wenn in einer Ebene irgend zwei beliebige Curven zweiten Grades 
gegeben sind, und man legt durch jede derselben eine willkürliche Fläche zwei- 
ten Grades, jedoch so, dafs die beiden Flächen einander in zwei ebenen Curven 
schneiden: so schneiden die Ebenen dieser beiden Durchschnitts-Curven die 
gegebene Ebene in zwei eonstanten Linien L, Z^ 

Diese beiden Linien L, Z haben in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, 
eine der merkwürdigsten Eigenschaften zweier beliebigen Kegelschnitte in einer- 
lei Ebene. Nimmt man nämlich in einer der beiden Linien L, Z (z. B. Fig. 6.) 
einen willkürlichen Punct P an, legt aus diesem Punct an jede der beiden gege- 
benen Curven, zwei Tangenten, welche die Curven in den vier Puncten 4, B 
und a, à berühren, verbindet ferner diese vier Puncte 24, B, a, b paarweise durch 
sechs grade Linien, von denen sich Aa und Bd in einem Puncte S, Ab und Ba 
in einem Puncte 7', und AB und a in einem Puncte Q schneiden: so bleiben 
die Puncte S und T' constant, wie auch der angenommene Punct P unter der 
festgesetzten Bedingung seine Lage ändert; dagegen ist der Ort des Puncts Q, 
dieselbe grade Linie L oder Z, in welcher sich der Punct P befindet. Liegt der 
Punct P im Durchschnitt (D) der beiden Linien L, 7: so liegen die vier Be- 
rührungspuncte 4,, B,, a,, b,, der aus demselben an beide Curven gelegten 
Tangenten, in einer graden Linie, welche durch die beiden Puncte § und 7 
geht; diese Eigenschaft kommt nur diesem Puncte D allein zu. 


Ferner: Legt man die vier gemeinschafthchen Tangenten an die beiden 
gegebenen Curven (d. h., diejenigen vier graden Linien, von welchen jede beide 
Curven zugleich berührt): so schneiden sich zwei derselben in dem genannten 
Puncte $ und die beiden übrigen in dem Puncte 7: Dadurch läfst sich auch 
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mit Hülfe der beiden Linien Z, 1, die meines Wissens noch nicht geometrisch 
gelösete Aufgabe: 

An zwei gegebene, in einerlei Ebene liegende Kegelschnitte eine gemein- 
schaftliche Tangente zu legen,” leicht auflösen. 

Endlich ist zu bemerken, dafs, im Fall die gegebenen Curven einander in 
vier Puncten 4, .B, C, D schneiden, drei Systeme zweier zusammengehöriger 
Linien Z, 2 vorhanden sind. Nämlich jede zwei vom den sechs gemeinschaftli- 
chen Sehnen der beiden Curven, welche zusammen durch alle vier Schneide- 
puncte A,B,C,D gehen (also 4 Bund CD, AC und BD, AD und BC) 
sind ein-solches Linien-Paar L, /. 

VII: „Der Ort des Scheitels eines graden Kegels vom zweiten Grade, wel- 
cher eine der Grölse und Lage nach gegebene Fläche vom zweiten Grade in 
einer ebenen Curve berührt: ist eine ebene Curve vom zweiten Grade.” 

Ist z. B. die gegebene Fläche ein Ellipsoid: so ist der Ort des Scheitels 
desjenigen graden Kegels, welcher diese Fläche in einer ebenen Curve berührt, 
eine Hyperbel. Diese Hyperbel hat folgende merkwürdige Beziehungen zu 
dem Ellipsoid: 

a. Die Hyperbel liegt in der Ebene (.4C)) der kleinsten (C) und grölsten 
Axe (24) des Ellipsoids; ihre Hauptaxe liegt in der grófsten Axe (A) des Elhp- 
soids, und ihr Mittelpunct fällt mit dem Mittelpunct des Ellipsoids zusammen. 

B. Die Axen der Hyperbel sind der Gröfse nach gleich den Excentricitaten 
derjenigen beiden Ellipsen, in welchen die beiden Ebenen der Axen (4 B), (.BC) 
das Ellipsoid schneiden. Sind also a, 5, c die halben Axen des Ellipsoïds, so ist 
die Gleichung der Hyperbel: 

(a — dy — (b? — c’) a? = — (a — 0’) (0° — ee?) 
wo die Coordinaten x, z respective mit den Axen A, C des Ellipsoids parallel sind. 

y. Die Hyperbel schneidet die Oberfläche des Ellipsoids, in denjenigen vier 
Puncten, in welchen diese Fläche von vier Ebenen berührt wird, die mit Ebenen 
parallel:smd, welche.das Ellipsoid in Kreisen schneiden. 

Eine andere merkwürdige Eigenschaft der vier Puncte, in welchen die Hy- 
perbel die Oberfläche des Ellipsoids schneidet, und welche Monge ,, Omó/ies 
nennt, wird von ihm bewiesen (Application de l'Analyse à la Géométrie 
S. XVL ,p. 121.) 

Ein gegebenes Ellipsoid kann also nur von zwei graden Zylindern (zweiter 
Grades) in ‚ebenen Curven berührt werden; die Axen dieser beiden Zylinder 
bilden die Asymptoten der genannten Hyperbel. 
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IX. Bekanntlich bestimmt jeder. Kreis, in. der Oberfläche einer Kugel, mit 
deren Mittelpunct zusammen, einen graden Kegel; und umgekehrt: jeder grade 
Kegel, dessen Scheitel im Mittelpuncte einer Kugel liegt, schneidet die Flache 
der Kugel in zwei Kreisen. Dieser Satz findet aber nicht bei der po allein, 
sondern allgemeiner, wie folgt, Statt. it del fi 

, Bewegt sich irgend eine Curve vom. zweiten 43e um ilie Hauptaxe (in 
welcher die Brennpuncte liegen), so beschreibt sie eine Fläche‘ zweiten Grades, 
welche mit der beschreibenden Curve einerlei Brennpuncte hat, und jede’ belie- 
bige ebene Curve, welche in dieser Fläche liegt, bestimmt mit jedem der beiden 
Brennpuncte einen graden Kegel. Umgekehrt: jeder grade Kegel, dessen Schei- 
tel in einem der beiden Brennpuncte MD schneidet die genannte Flache in 
zwei ebenen Curven. ^ 

Ist die erzeugende Curve eine Parabel, so ist einer ihrer Brennpuncte un- 
endlich weit entfernt. Jede ebene Curve also, welche man in diesem Falle in 
der genannten Fläche annimmt, liegt in einem graden Zylinder (zweiten Grades); 
dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist; und umgekehrt: jeder grade Zylinder 
zweiten Grades, dessen Axe mit der Drehaxe parallel ist, schneidet die genannte 
Flàche in einer ebenen Curve. 

X, „Sind zwei Ebenen der Lage nach und ist in der einen eine Curve vom 
zweiten Grade der Lage und Grófse nach gegeben: so ist der Ort des Scheitels 
desjenigen Kegels k vom zweiten Grade, welcher durch diese Curve geht, und 
dessen Schnitt mit der andern Ebene ein Kreis ist, eine ebene Curve vom zwei- 
ten Grade.” | 

Ist z. B. die gegebene Curve eine Ellipse, so ist der Ort des Scheitels dés 
genannten Kegels Æ eine Hyperbel; und umgekehrt: ist die gegebene Curve eine 
Hyperbel, so ist der Ort des Scheitels des Kegels & eine Ellipse; und ist endlich 
die gegebene Curve eine Parabel, so ist peti der Ort des Scheitels des Kagels k 
eine Parabel. Ferner: 

„Die Mittelpuncte zm, M .... der Kreise m, M .... (Fig. 4.) in vilium 
der genannte Kegel k die zweite Ebene schneidet, liegen immer in einer graden 
Linie AD, welche auf der Durchschnittslinie PD der beiden gegebenen Ebenen 
(ADP, EDP) senkrecht steht; und legt man aus irgend einem Puncte P der 
Durchschnittslinie P D, Tangenten Pn, PN an die Kreise m, M . . .., so sind 
alle diese Tangenten einander gleich, d.h. Pn — PN........ 4 

„Legt man an die gegebene Curve (C) zwei Tangenten BB,, 5b, , welche 
mit der Durchschnittslinie DP der beiden gegebenen Ebenen parallel sind: so 


bestim- 
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bestimmen die beiden Berührungspuncte B, 5 dieser Tangenten einen Durch- 

messer BO, welcher mit der vorhin genannten Linie AD, in dem Puncte D 

zusammentrifft. Die genannte Curve, welche der Ort des Scheitels des Kegels 

k ist, liegt immer in der Ebene 4 DE und hat mit der gegebenen Curve (C) 

den Durchmesser Bb gemein. 

XI. „Sind zwei Ebenen der Lage nach, und ist in der einen eine beliebige 
Curve (C) vom zweiten Grade, der Lage und Gröfse nach gegeben: so ist der 
Ort des Scheitels desjenigen Kegels (X), welcher durch diese Curve geht, und 
dessen Schnitt mit der andern Ebene eine gleichseitige Hyperbel ist, eine Fläche 
(.F) vom zweiten Grade.” Nämlich: 

a) Ist die gegebene Curve C eine Ellipse: so ist die Fläche F die Ober- 
fläche eines Ellipsoids, welches mit der gegebenen Ellipse einerlei Mittel- 
punet hat. 

6) Ist (C) eine Hyperbel, so ist (.F) eine hyperbolische Fläche zweiten 
Grades, und zwar: 

—.«) Wenn die Durchschnitislinie (PD) der beiden gegebenen Ebenen nur 
einen (oder gar keinen) Zweig der gegebenen Hyperbel (C) schneidet: so 
ist die Fläche (.#) eine zweitheilige hyperbolische Fläche zweiten Grades 
(hyperboloide a deux nappes). 

B) Wenn die genannte Durchschnittslinie (PD) beide Zweige der » un 

Hyperbel schneidet: so ist die Fläche (7) eine einfache hyperbolische 

Fläche zweiten Grades (hyperboloide à une nappe). 


c) Ist (C) eine Parabel, so ist ( F) eine elliptisch - parabolische Fläche zwei- 
ten Grades (paraboloide elliptique). 

d) Sind (C) zwei sich schneidende grade Linien (welche zusammen als eine 
Hyperbel betrachtet werden können): so ist (.) eine Kegelfläche zweiten Grades. 

e) Sind (C) zwei parallele grade Linien: so ist Æ die Fläche eines ellipti- 
schen Zylinders. 


In den beiden letztern Fallen (d und e) treten aber an die Stelle der ver- 
langten gleichseitigen Hyperbel, zwei sich rechtwinklig schneidende grade Linien, 
welche als eine gleichseitige Hyperbel betrachtet werden kónnen. 

Die so eben genannten Flächen zweiten Grades sind diejenigen, welche von 
einer Ebene in einem Kreise geschnitten werden kónnen; und zwar wird in 
jedem der obigen Fälle die Fläche (.F) von einer Ebene, welche mit der zwei- 
ten gegebenen Ebene (4 D P) parallel ist, in einem Kreise geschnitten. 

I. 7 
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Es ist zu bemerken, dafs nicht jede Fläche zweiten Grades durch cine Ebene 
in einem Kreise geschnitten, oder wie man sagt, durch Bewegung, eines (veránder- 
lichen) Kreises erzeugt werden kann. vis fm dem hyperbolischen und parabo- 
lischen Kegel und dem Systeme zweier Ebenen ist hiervon die. hyperbolisch - -pa- 
rabolische Fliche zweiten Grades (paraboloide hyperbolique) ausgenommen, 
Biot: (Essai de Géométrie. analytique, S. 271.) schhefst diese Fläche nicht 
aus; und Mon ge: (Application de l'Analyse à la Géométrie) sagt, S. 45. 
ausdrücklich, dafs die Fläche durch die Bewegung eines veränderlichen Kreises 
erzeugt, werden kónne. Das. yon. uns E Qr Gegentheil läfst sich kürzlich 
wie folgt zeigen. 

Die Ge ln der genannten Fläche (für tie Coordinaten ) ist 
bekanntlich 

PE PY AEP ire SMa Je 
Wird die Fläche (A) von einer beliebigen Ebene, welche durch die Gleichung 

T — AY + Ur IO ee. AE . (B) 

gegeben ist, geschnitten: so ist die Projection der Durchnitts- Curve auf die 
Ebene der (yz) | | 
pz t "e—pP(ay-óz-4-6c)........ (6), 
welches, da z^ und y^ verschiedene Zeichen haben, die Gléitheng der Hyperbel 
ist. Mithin ist auch die Durchschnitts - Curve: selbst eine Hyperbel: Es ist klar, | 
dafs die Curve (C) und also auch die Durchschnitts- Curve immer eine Hyperbel 
ist, wenn man in der Gleichung (B) der schneidenden Ebene entweder y oder z 
oder y und z gleich 0 setzt, d. h. wenn die schneidende Ebene (B) entweder mit 
y, oder mit z, oder mit y und z parallel ist. Nimmt man dagegen an, die schnei- 
dende Ebene sei mit x parallel, so dafs ihre Gleichung 





ay + bz 6-0....4 31: Los (De) 
ist, so hat man für die Projection der Durchschnitts-Curve auf die Ebene der (az) 
| 4 bz + C j 1 
Pz - p(— à ) SD PLD weet (E), 


welches, wie man sieht, die Gleichung der Parabel ist; und: mithin ist auch die 
Durchschnitts - Curve selbst eine Parabel. 

Die Fliche (A) wird demnach von einer Ebene im Allgemeinen in einer 
Hyperbel (wozu auch zwei grade Linien gehóren) geschnitten, und nur in den: 
besondern Falle, wenn die schneidende Ebene mit der Axe der x parallel ist, ist 
die Durchschnitt - Curve eine Parabel. 
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| 9. | | 

Im vierzehnten Bande (Seite 280, 286.) der Annalen der Mathematik von 
Gergonne beweisen Querret und Sturm folgenden Satz: 

» Wenn man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, welcher 
mit dem um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreise konzentrisch ist, auf 
die Seiten des Dreiecks Lothe fället, so ist der Inhalt desjenigen Dreiecks, dessen 
Scheitel die Fufspuncte dieser Lothe sind, constant.” 

Im funfzehnten Bande der Annalen wird Seite 45. von einem Abonnenten 
und Seite 250. von Sturm folgender Satz bewiesen: 

„Fället man aus irgend einem Puncte der Peripherie eines Kreises, welcher 
mit einem gegebenen regelmälsigen Polygon einerlei Mittelpunct hat, Lothe auf 
die Seiten dieses Polygons, so ist der Inhalt desjenigen Polygons, dessen Ecken 
in den Fufspuncten dieser Lothe liegen, konstant." 

Diesen Satz gab L'Huilier in der Bibliothéque universelle (Maerz 1824. p- 169.) 
Die beiden Sátze sind aber nur spezielle Falle des folgenden alleemeinern 
Satzes: | | 
» Fallet man aus irgend einem, in der Ebene eines beliebigen gegebenen Po- 
lygons ABCD E, Fig. 5., liegenden Puncte P, Lethe P.4,, P B,, PC..... auf 
die Seiten des Polygons, verbindet die Fufspuncte dieser Lothe der Reihe nach 
durch grade Linien, wodurch ein in das gegebene eingeschriebenes Polygon 
A B,C,D,E, entsteht: so ist, im Fall der Inhalt dieses 'eingeschriebenen Poly- 
gons konstant bleiben soll, der Ort des Punctes P die Peripherie eines Kreises. 
Der Mittelpunct dieses Kreises ist von dem Inhalte des eingeschriebenen Polygons 
und von der Lage des ursprünglich angenommenen Punctes P unabhängig. Er ist, 
wenn man Kräfte annimmt, die in parallelen Richtungen auf die Ecken des gegebe- 
nen Polygons wirken, und sich verhalten wie die Sinusse der respectiven doppelten 
Winkel des gegebenen Polygons, der Mittelpunct (Schwerpunct) dieser Kräfte. 

Beweis. 

Man verbinde den Punct P mit den Eckpuncten des gegebenen Vierecks 

durch die graden Linien a, 6, c, d, e, so ist z. B. C E 
PA; sina, und P Bam a..:sin CA (1) 
AA, — a. cos o, und AE =a.cs(A—a)..... ia 

Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks 4, PE durch’ A und den Inhalt des 

Vierecks AA,PE, durch I, so hat man 


2 imi, oe BE wisi di PE, 2002 sodwliiterne o: ada, (2) 
Le Rs RE ug : saa ig a Roi iE e 


a" 
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Substituirt man in diese Gleichungen die Werthe von PA,, PE, AA, AE, 
aus (1), und bemerkt, dafs | 
sin À = sin À PE, 
weil die Winkel A und .4, P E, zusammen zwei Rechte betragen, und zieht als- 
‚dann die Gleichungen (2) ind (3) von einander ab, so findet man 
RTS 
O—2 Am EPI Gs, œ.cos (zd —a) 4- sina.. sin (74 —o) — 2 sin a. sin (4-0)) 


2 e 
a .sin A. x à 
= cos a. cos (A —a)— sina sin (A —a)) 
a . sin.A . cos A 


4 

Eine ähnliche Gleichung findet zwischen dem Viereck BB PA, und dem Dreieck 
B,PA,, zwischen dem Viereck CC, PB, und dem zugehörigen Dreieck C,PB,, 
u.s. w. Statt. Die Summe aller Vierecke ist aber gleich dem Inhalte des gegebe- 
nen Vielecks ABCDE, und die Summe aller Dreiecke ist gleich dem Inhalte des 
eingeschriebenen Vielecks A,B,C,D,E, ; bezeichnet man daher den Inhalt 
des gegebenen Vielecks durch J uk den Inhalt des eingeschriebenen noci 
durch J,, so het man vermóge der Gloiekting (4): 

quy d ? sin 2.4 + 6?sn2 B+ c e C+ dsn2.D + e sin 2B — 
Soll nun der Inhalt J, des eingeschriebenen Vielecks konstant seyn, so ist J—2J, 
eine konstante Grófse, welche K sein mag, so dafs | 

a sin 2.4 4- 0. sin 2.B 4- c^ sin 2C 4- d^ sin 2D -- e sin 2E=AK.... (6). 
In dieser Gleichung sind alle Grófsen konstant, bis auf a, 6, c, d, e, welche die 
Entfernungen des unbestimmten Puncts P von den gegebenen Puncten A, B, 
C, D, E ausdrücken. Es ist aber bekannt, dafs 

„wenn in einer Ebene beliebige Puncte A, B, C, D. E .... gegeben sind 
und man nimmt in derselben Ebene einen willkürlichen Punct P an, zieht aus 
demselben grade Linien a, 6, c, d, e nach jenen gegebenen Puncten, multipheirt 
die Quadrate dieser Linien mit beliebigen Grófsen a, B, y, 0, ¢,...., und setzt 
die Summe dieser Producte konstant: dafs dann der Ort ad. angenommenen 
Puncts P die Peripherie eines Kreises ist; dessen Mittelpunct in dem gememschaft- 
lichen Schwerpunct liegt, werm man die Gréfsen a, 8; y, 9, e als in den gege- 
benen Puncten A, B, C, D, E parallel wirkende Kräfte betrachtet." 
Daher folgt nunmehr unmittelbar der obige allgemeine Lehrsatz. Dafs die 

beiden im Anfange angeführten. Sätze ‚spezielle Fälle, des gegenwärtigen Satzes 
sind, ist leicht zu schen. . Berlin im November 1825. 
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6. 


Ueber die Zerfällung einer ächt-gebrochenen Function in 
einfache Parzial-Brüche. 
(Von Herrn Prof. Dirksen.) 


1) Die Zerfällung einer ächt-gebrochenen Function in einfache Partial - Brüche 
ist durch das Bedürfnifs anderweitiger analytischer "Theorien, und insonderheit 
dureh. das der Integral -Rechnung, zu einem Probleme von Wichtigkeit erhoben 
worden. Die erste Idee einer solchen Transformation gehört, meines Wissens, 
Leibnitz; die erste durchgreifende Behandlung derselben hingegen Euler; und 
es ist die Eulersche Methode, welche noch bis heute in den Lehrbüchern über 
Differenzial- und Integral-Rechnung zu. diesem Behufe dargestellt wird. — In- 
zwischen scheint mir sowohl die Behandlung des Problems. einer Bemerkung, 
als der für die Zerfällung ermittelte Algorithmus einer Modification fähig zu 
seyn, die beide nicht ganz unerheblich sein dürften. 


2) Das allgemeinste Schema einer ächt-gebrochenen Function ist bekannt- 


lich Den. 


I n—2 n—3 n-—4 
ds ra pod Ug rock tos cher ris GW Era 
n "Inm TE. Ee uii Pat cure AVE A 
Ax +A a r4 EA m EA m cd are d? 


WO 7 eine petietliog lick: und ganze Zahl bedeutet, und die Coefficienten 
a A; ciis ud A ZI als TGOHE, von æ unab- 


a ain 
€ ia? n— 1? n— in? . + + @ 


n—1? ‘n—2? 
hängige, sowohl eglise. de positive, gebrochene, als ganze Zahlen, O0 nicht 
ausgenommen, angesehen werden. 

Es darf hier aus der Theorie der algebraischen Gleichungen “als bekannt 
angenommen werden, dafs der Nenner eines solchen Bruches, durch den Coeffi- 
cienten desjenigen Gliedes dividirt, welches æ zur höchsten Potenz enthält, als em 
Product von 7 einfachen Factoren von der Form 

20, ss haus: NREREHENIORR eot, P. gabs cies Qui 
barbae werden kann, wo a,, &,,9,, 0... 405, ia Functionen von den Coef- 


osa 


vaio rr hs of | 
ficienten gr: sowohl negatiye, als positive, gebrochene, als ganze, 





54 Dirksen, Zerfallung der Brüche. 


imaginaire, als reelle Zahlen bezeichnen. Da nun unter diesen Factoren meh- 
rere vorhanden sein kónnen, die einander gleich sind, so ist die allgemeinste Ge- 
stalt des Nenners, unter der Form eines Productes einfacher Factoren dargestellt, 
A, (v — Y (x — a.) (x — a) (2. — à) 12:0... HS 
wo die Exponenten s, ¢, u, € .... nur positive ganze Zahlen, 0 ausgenommen, 
bezeichnen, und der Summe nach = 7 sind. Bezeichnet man nun, der Kürze 
wegen, den Záhler desBruches mit P und setzt A, (« —«,) (x —«,) (x —«,Y .... 
= X, so geht der Bruch über in 
eg 
(x — eoo 

wo, rücksichtlich x, P von der (n — 1)'*», Y aber von der (n— s)*** Ordnung ist. 
Jetzt wird behauptet, dafs dieser Bruch wie zwei andere Brüche von der Form 





- und Aw zerfällt werden könne, dergestalt, dafs man habe: 


M 


PT A5 DIM. SUN PM 
CEE Pe as ugue 


wo X von der (s — 1)", und X(,, von der (n—5—1)"" Ordnung sei. 


Denn, multiplicirt man die Gleichung mit (z—2,)'. Y, so kommt 
(2) P-xÜ.Y-Xu(x—o). 

Setzt man nun hier 

x ee ROY d'en RIT Hu ow. des cR EE 

A ERU 0 EE Re Rae Reed 
wo die Coefficienten unabhängig von a sind, so kommt alles darauf an, zu er- 
weisen, dafs die Coefficienten einer solchen Bestimmung fahig sind, daís der 
Gleichung Genüge geschehe. Da X von der (s—1)"" und Y von der (n— s)'*? 
Ordnung ist, so wird X" Y von der (n— 1)' Ordnung sein; ferner, da .X,,, von 
der (n— s— 1)" und (a—a,)° von der s'* Ordnung ist, so wird Au, (z— a) 
ebenfalls von der (n — 1)"* Ordnung, mithin auch AX SUY ae May anm a)", so 
wie auch P selbst von dieser Ordnung sein. Denkt man sich demnach für NP 
und X,,;jene Formentin die Gleichung (I) substituirt, und die Producte entwickelt, 
so erhält man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens zwei Formen, welche 
mit =” anheben, und sich zu æ° hinabziehen. Damit nun die Gleichung un- 
abhängig von 4 Statt finde, müssen bekanntlich die Coefficienten derjenigen 
‚Glieder, welche æ zu derselben Potenz enthalten, einander gleich sein; und da 
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auf jeder Seite der Gleichung z verschiedene Potenzen yon a vorhanden sind, so 
" führt dies zu n Gleichungen zwischen den bekannten und den n unbekannten 
Grófsen ge vta Rs MO QT MIS TI ES Welche leicht 
gen also zur Bestimmung von letztern: Grófsen dienen MESA, | 

Dies ist das bekannte Raisonnement. 


3) Dals man auf die vorbeschriebene Weise zu n lincarischen Gleichun- 
gen zwischen den bekannten und unbekannten Gröfsen gelange, kann nicht ge- 
läugnet werden; dafs die n Unbekannten diesen Gleichungen werden genügen 
müssen, falls die aufgestellte Behauptung richtig sein soll, ist eben so einleuch- 
tend: dafs sie aber diesen Gleichungen unter allen Verhältnissen werden genügen 
können, ist ein Punct, der hierifraglich bleibt, und der grade bewiesen wer- 
den muls; im Falle der in Rede stehende Satz als erwiesen wird betrachtet wer- 
den dürfen. | 

Es darf hier aus det Ehmmatonsl hearia.als bekannt vorausgesetzt werden, 
dafs die Bestimmung von 2 Unbekannten mittelst der 7 linearischen Gleichungen 

De He Neon (ANDER PME IR re) =, 
were möglich ist, wenn sich aus den Grüfsen auf der linken Seite der Gleich- 
heitszeichen keine linearische Function . 
Chote +2 +..... PY E bow 
bid Hifst; die entweder identisch gleich Null, oder von den Unbekannten un. 
abhängig, wäre. .., Um. nun die Unmöglichkeit einer solchen Function für den vor- 
liegenden Fall darzuthun, müssen wir die Gleichung (1) selbst etwas näher in's 
Auge fassen. Dieselbe ist 
P-XÜXEu Xem) usq) 
Setzt man hier 2 — a, = 7,. folglich a =7+ a, und eliminirt ©, so erhält 


man offenbar 


P=T"+T"r as FOR pe POP a | JP 7-7! 
LOL Sg SOS SO PR gene 

34: = 0) -- Say 7 -- S 7^ 4 ST Ee Ts UD Seas) TO 
X= Toc. er + TT! + doy + CPP E T m 
(v — (b 2 = = A 


Das allgemeine Glied von X y kann also daro werden durch 


He EGOS, 
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yon r= o bisr=s— 1, und yon e — o bis Q0 — n — s; und das allgemeine 
Glied von Xu, (v — «,). durch 
er ra, 
von /— 0 bis /— n — s— 1; daher ist das allgemeine Glied von X? Y 
+ Ato (a wie ans 
1. für den Theil, wo E — s ist, 


r+0 L0 
$500 FD iSc) 


2. für den übrigen Theil, 


k 


T | Dad 8,5 DG s) 

Die aus der Identität der allgemeinen Gleichung (1) hervorgehenden Spe- 
cial- Gleichungen sind demnach von der Form: 

(a) xg. Sy — TO — 0, von k — 0 bisk —5—1 eingeschlossen ; 

(b) "ODDS Se + Ta-9— T? —0, vonk=sbisk=n—1 eingeschlossen. 
Jetzt ist es einleuchtend, dafs yon den Gleichungen, welche aus dem Schema 
(a) entstehen, Jede folgende, Eine von den Grófsen MA E Jensen um» 
mehr, als die vorhergehenden Gleichungen, und die für k = (s — 1) diese 
Grófsen insgesammt enthalten wird. Eben so wird auch von den Gleichungen, 
die aus dem Schema (b) hervorgehen, jede folgende, Eine von den Grófsen 755, 
Ta, Ts, c. Za-s-n enthalten, welche in den vorhergehenden nicht vorhan- 
den ist. Ganz allgemein wird daher von den z Gleichungen, aus den Formen 
(a) und (b) entstehend, jede folgende eine von den Unbekannten Suge 
Ss”... Te, Ty, Ta... Tau befassen, die in den vorhergehen- 
den nicht enthalten ist. 

Bezeichnet man also die n Gleichungen mit 

L, 22:05, 0, Dare Os LE 05)} . os ee a 
so wird es keine linearische Function 
6 L, + EL, A EL, +. El 
geben, die entweder identisch — o, oder von jenen Unbekannten unabhän- 
ig ware. 

Hieraus folgt also, dafs die Gleichung (I) so beschaffen ist, .dafs, ‘nach der 
Transformation in (II), die Coefficienten der geforderten Bestimmung fähig sind. 
Denkt man sich nun diese als geleistet, mithin die beiden Formen X* und X, in 7 
bestimmt, so werden sich daraus die Formen in æ ergeben, indem man 7 mit- 
telst der Gleichung 7 = (x — &,) eliminirt; weshalb auch diese vollkommen be- 
stimmt, und durch die Gleichung (1) zu ermitteln sein werden. 


4) Da 
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4) Da also jeder Bruch von der Form u 
(© —0a,) (x—2,) (a—a,)". 
wo P. von, der Ordnung =— 1+s+ti+u.....: ist, zerfallet werden dodi 
in zwei andere 
x? Xo 
(a) Aix — a) (& — a) (x — a)... 
wo Fo von der Ordnung = — 1 + s und X, von der Ordnung =—1+/+u 
Hed. lie. re ist: so findet dieses auch mit Bezug auf letztern Bruch statt; und 


eine wiederholte Anwendung desselben Satzes auf die nach und nach hervortre- 
tenden Parzial-Brüche führt zu dem Resultate, dafs der vorgegebene Bruch, 
ganz allgemein, zerfället werden kann in einen Inbegriff von ächten Parzial- 
Brüchen von den Formen 
x” Xx (2) X (3) X (4) 
EDT X45 eg nn te $5 Wil 
(9 — 2). (x — a): (x — à.) . (»—2) f uM 
dergestalt, dafs man habe: 
| P 
(2 — a) (x — a) (x — a.) (v—2) .... 
xX (4) x (2) Y ^x X (4) 
(v—«)' (æ—a)  (r—«)  (x—2a) 
Nun láfst es sich leicht darthun, dafs ein jeder von diesen Parzial-Brüchen, z. B. 
x? 
(x — a, 


Ck oe . 
Parzial-Brüchen, von der Form —————;, wo Ck von x unabhängig und k 
a — a, 
eine positive, ganze, zwischen 0 und ¢ + 1 exclus. enthaltene, Zahl ist. Denn 


setzt man æ — a, = 2, und eliminirt x, so geht der in Rede stehende Bruch 


= + etc. 


o zerfällt werden kann in einen Inbegriff von einfachen, d. h. von 


über in 
ms 


eke, LE (ood BOE. 0 Me at C, à 4- C, 
t 


aus welchem Ausdruck sich durch Division ergiebt 


tis. E Oi. Oy C 
5 PART Rae RENE TEMA STATE — + — 


welches die behauptete Form ist. 


Da dieses. offenbar auf einen jeden der obigen Parzial - Brüche anwendbar 


ist, so darf behauptet werden, dafs jeder ächte Bruch 
I. 8 
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P 
A,(x — era ae Und 
zerfallt werden kann in einen Inbegriff von einf achen Parzial- Brüchen | 
Ck ‚geh 
o (8 — Ga) ‘ | 

wo Ck von & unabhänsie und k zwischen 0 und 4 -- s Hi -Fu Me e ai ai. 
exclus. enthalten ist. 4 

5) Dies zur Begründung des bekannten algebraischen Satzes an sich. ‘Jetzt 
soll von einer allgemeinen , zum Behuf dieser Zerfallung dienlichen, Methode die 


Rede seyn. 
… Es sei hier, wie oben, dat Bruch | 
(tio er a x + ax + ax +... a pi ney Apis 


A+ At Aj? +A + Aa+.... Aix + Aa © 

Q — A (ax —2a,) (x —à y" (x — a," (a —a,)” + (x — a) ® Ad 
und ganz allgemein die Frage nach denjenigen Parzialbrüchen, deren Nenner 
irgend eine Potenz yon. (x — o) bilden. 


! 3 Ä Tq — X9 
Setzt man die algebraische Summe aller dieser Parzial-Brüche “Gay? ‚und 
z— u 











Xo) 
| Ve 
den lonr wo yo, von X() ganze Functionen von x, erstere von an: "T 
nung — — 1 + {® und letztere yon der Ordnung — ——1-—i-n, bezeich- 
nen... Alsdann hat man 
| | | P: 
P Xe X (2) 
Orden SU re 
Q  (x—2) b 
also XU mn sita que pur TI . 
Yo Yo 


Setzt man hier a — ag = (p, und bezeichnet die : correspondirenden Formen: 


in ¢(e) mit 
À 3 o9 P, «(Xo aye), 
so geht die Gleichung über in 
ti (0 
xO oP ASE)" 
(4 nb 
(1-27 (9) * (1) Yo 
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Denkt man sich nun die in dieser Gleichung enthaltenen Gröfsen nach steigen- 
den Potenzen von Sco geordnet, und die a nach eben dieser Form ent- 
n OL c $c. 


| Ft C | 
Ordnung sein. Da nun das höchste der in „X enthaltenen Glieder von der 


wickelt, so wird das niedrigste Glied, enthalten, von der A 





Ordnung — £9 — 1 ist; so werden die Glieder dieser Grófse blofs in u ent- 
(€) 


halten, und die Grófse selbst der algebraischen Summe der z(®) ersten Glieder 
ayP 


"Ley 


in der, nach steigenden Potenzen yon 2(oj geordneten Entwickelung von 


gleich sein. Bezeichnet man diese Summe mit | 
2 ; 3 4 t-1 
MER Ce Bei de Lo op Heoy ess pi me ius 


so hat man 


$4 FA wae es idi fi, fü (0-1 
NETS Uu) AU, st (o ste) 3 Bb te Be ; 
fe | e (€) Se) (e) (0 
quem indem man ¢ (6 mittelst der Gleichung ¢ ( 7^ 4—20, eliminirt, 
x® 
get, fen TU + No aoe a deae e Ri—4 
CORNERS er «OL t (Fco £ (9.5 od ( MR M he 
(a — ae) (2— ae) (a — ae) (a — ae) D — 0) 


Hieraus ergiebt sich folgende Regel: 


TN P 
Hat man eine ächten Bruch o wo 


Q = A, ( — a) (x — a) (r—2) (x—a,).. 
ist, den man in einfache Parzial-Brüche zu zerlegen wünscht; so bilde man 
daraus, zur Bestimmung der Brüche, die (x —a,) im Nenner haben, den 


Bruch , introducire & anstatt a mittelst der Gleichung «— a, = 2, 


am 

(x-a,) 
und entwickele das Resultat nach steigenden Potenzen von ¢, von der 0' bis zur 
(s— 1)" Ordnung eingeschlossen. Die hervortretende Form, durch = (x —a,)' 
dividirt, wird, nach der Elimination von Z mittelst x, die gesuchten einfachen 
Parzial - Brüche liefern. 





Darauf bilde man, zur Bestimmung von denjenigen einfachen Parzial - Brü- 
8 * 
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chen, welche (x — a,) im Nenner haben, den Bruch gern introducire 3 


(x-a 


anstatt a mittelst der Gleichung x — a, = ¢, und entwickele Le Resultat nach 
steigenden Potenzen von ¢, von der ge bis zur (¢ — 1)" Ordnung. eingeschlos- 
sen. Die hervortretende Form, durch c dividirt, wird, nach der Elimation von 
¢ mittelst a, die gesuchten einfachen Parzial- Brüche geben. | | 
Diese Operation so weit fortgeführt gedacht, bis die Factoren im Nenner 
des vorgegebenen Bruches erschópft sind, werden die so gewonnenen Brüche, nach 
ihren algebraischen Zeichen additiv mit einander verbunden, em Aequivalent des 


Bruches bilden. 


6) Vor dem Eulerschen Algorithmus hat dieser offenbar den Vorzug, nicht 
nur, dafs er auf alle Formen, ohne Unterschied, anwendbar ist, sondern auch, 
dafs er sich in denjenigen Fällen sehr einfach ausnimmt, | wo jener mit einigen 
Weitlauftigkeiten verbunden ist. 

Anderweitige, diesen Gegenstand: betreffende Betrachtungen werden hier 
deshalb übergangen, weil-sie, von dem angegebenen Standpunct aus, nicht den 
mindesten Schwierigkeiten unterworfen, überdiefs auch sattsam bekannt sind. 
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7. 
Weber 'z we Tr teat rv en: 
(Von Herrn Dr, Lehmus.) 


IL Aufgabe. 


In de graden Linie AD (Fig. 8.) bewege sich ein Pünct % gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit c, von A nach D; in der zu bestimmenden Curve BG 
aber, ein Punct p gleichfürmig mit der Geschwindigkeit w, von B nach G ; À 
und p gehen gleichzeitig von A und B ab. Die Curve der Bedingung gemäls 
zu bestimmen, dafs die graden Verbindungslinien der Endpuncte gleichzeitiger 
VVege Tangenten der Curve werden. 
Auflósung. 
Ist À in E, wenn p in C ist, so hat man die Bedingungs - Gleichung 
(AE BC = ¢3 
und hieraus BC = e; w:c=n gesetzt, 
een. AT 

Nimmt man BA als Abstissen-Linie, B als Anfangspunct der Abscissen an, setzt 
jede Abscisse = x; die Ordinaten, parallel mit AD = y; also auch BF — x, 
FC = y; so hat man, CH parallel mit BA genommen, den Abstand BA =a; 
den Winkel BAD = 2a und den. veränderlichen Winkel CE A = 2ß gesetzt, 
(a — x) sin (2a + 28). 


2) AE — Krk SAE ; also 
3) pny He min Qe dp, 


Die erste Ableitung von 3) giebt 
= Gà) sin 24. d28 — n dn (2u-k 28) sin 39. de 
sin 2 (9^ 
Es ist aber CE, als Tangente in C betrachtet, 
de.sin28 -—dxsn2a 
und dz sin (2a + 2) = dy sin 28 
und substituirt man hieraus die Werthe fiir de und dy in 4), so erhält man 


4) de — ndy +— 
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sin sin 20 y, — 3 sin adu ri n (a—x) sin 2a.d.28 

5) sin sin 28 i sin 28 sin Pg iy 
. 7 sin (20 + 2f) sin 28. da ails 
sin 2 3° 
daR | 

6) dxa=—n(a— a) Ay also 

d(a — 22:5 0*9 v 
7) Ead ei = T folglich 

d(a— x) __ d2B. 

) (o den fE 28° oder 


9) In(a~ x) =nlntgf + C; oder auch, nin A für C tesi cns, 


10) a— x —[A4tgf]- 

Ebr ORTAM: v — 2a; daher 
Va 
cotes 





11) a=[4.cotg a |; und AUN AE = tea. V as folelich 
vollständig: xd 
12) y =a—aligatg By 
Substituirt man hieraus den Werth für 


A | Xni d 
tg 8, nemlich cotg a. ( Ty in die Gleichung 

dy .sm 28 = dx sin (204 + 28); oder 

dy.— dx . [sin 2a. cals 28 + cos 2a] 


= da | sin 2a. e et + cos 2a | 


sin & COS & 
zdx leur: te sin à cos & tg + cos 2a]; : so entsteht 


ig 8 
13) dy = de si or i | eg cos a’. — ER pos 2a] 


und hieraus, wenn man integrirt: 
put c ndi 
a—x 


a 2 an ax - 
LES =] + cosa HERE I na ore 


Es aaa ne bt aber æ und y ee daher 


DES 134 folglich 


LL ere 

















14) y=— sın 0 SE 





an 
0 = — sin a . —H cos a... 
n— 1 n— 








a.n À an 
45) Const = .sina — 2, 
) Toni agi © also 
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16) "m nn [= = [+ er Me al x cos 2a. 


Diese me | 16) liefert für c —.w, also für n — 1 folgende: 


ffr 
17) y — a sin &' In o pma e - E) salt — 





+ x cos 24. 














Ist n > 1 und z = a, so wird aus 16) 


: 2 2 | 
sin & cos & nos À 7 ren TERT 
18) = a RE Anu E woraus fur c = 90 , das aus gewöhnlichen 





algebraischen Aufeaben bekannte Resultat y = T] folet. 
Ist n < 1, so erhält man aus 16) für æ — a, 


19) y = ©; d.h. AD wird Asymptote der Curve. 


Anmerk. Diese Curve, deren Gleichung 16) darstellt, beschreibt z. B. ein Hund, der 
von seinem Herrn angerufen -wird, wenn der ur zugleich in einer graden 


Linie fort geht. 


| FII" 41 uf gabe. 
Die Curve AC (Fig. 9.) der Bedingung gemäls 2 zu. bestimmen, date: in 
Beziehung auf den Endpunct jeder rechtwinklichten Ordinate, die gegebene 
Richtung 24 B als Abscissen - Linie verstanden, das Widerstands - Moment, der in 
allen Puncten der Ebene der Curve, parallel mit 4B wirkenden gleichen 
Kräfte, dem Moment der im Anfangspunct A der Abscissen, unter einem bestim- 
mten Winkel o mit der Abscissen - Linie wirkenden Kraft P gleich sei. 


Auflósung. 


Zerlegt man P in A, in die mit FG parallele Thätigkeit P sin & und in 
die nach der Richtung AF wirkende P cos. a, so hat erstere den Hebelsarm 
=< a; letztere den y. Bezeichnet nun w die Summe der mit 4 B parallelen 
Kräfte in jeder Flächen-Einheit, so ist das Widerstands-Moment der Ebene 


AFG = w | 5 y .da, und es entsteht daher die Bedingungs - Gleichung 


P ina. — P csa.y b v. [ T. ydo. 
Wird nun der Kürze wegen 


2P sin a | 
— ——— durch a^ und 


durch 2* ausgedrückt, so hat man 





2 P cos a 
(p 
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a’a == b’y +/y".dæ und hieraus 
ade = b'dy + y^. da; folglich 





SE +] 


b 





LÉ ARTE 
me" a—y 
Es verschwindet aber æ mit s daher C — 0; folglich 
| ren ea e n 
;; | a—y 


Aus dieser Gleichung erhält man auch, unter e die Basis des natürlichen 
Log. Systems verstanden, 














zur ] fig HT folglich 
c i 
X = LY , und hieraus 
Sax 
eb! — 1 
Man 
et’ +1 





8. Be- 
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8. 


Beweis der Unmöglichkeit algebraische Gleichungen von 
höheren Graden als dem vierten allgemein aufzulösen. 


(Von Herrn N. H. Abel.) 


Bekanntlich kann man algebraische Gleichungen bis zum vierten Grade allge- 
mein auflösen, Gleichungen von hóhern Graden aber nur in einzelnen Fäl- 
len, und irre ich nicht, so ist die Frage: 
Ist es möglich, Gleichungen von höhern als dem vierten Grade allge- 
mein aufzulösen? 
noch nicht befriedigend beantwortet worden. Der gegenwärtige Aufsatz hat 
diese Frage zum Gegenstande. 

Eine Gleichung algebraisch auflösen heifst nichts anders, als ihre Wurzeln 
durch eine algebraische Function der Coefficienten ausdrücken. Man muls also 
erst die allgemeine Form algebraischer Functionen betrachten und alsdann un- 
tersuchen, ob es möglich: sei, der gegebenen Gleichung auf die Weise genug 
zu ihun, dafs man den Ausdruck einer algebraischen Function statt der unbe- 
kannten Grófse setzt. | 


CAE 
S: . 
Ueber die allgemeine Form algebraischer Functionen. 
YV eni ung) ole: eine endliche Menge beliebiger Grófsen sind, 


so sagt man: ¢ sei eine algebraische Function dieser Grófsen, wenn es sich durch 
x’, x, a" etc. vermittelst folgender Operationen ausdrücken läfst. Erstlich 
durch die Addition, zweitens durch die Multiplication, sowohl von 
DN aie VOU 2,2" 5," .... LS. abhängen, als von Grófsen, die nicht 
davon abhángen; drittens durch die Division; viertens durch Ausziehen 
von Wurzeln mit Exponenten, die Primzahlen sind. Wir nennen die Su b- 
traction, Potenziirung und Ausziehung von Wurzeln mit zusammen- 
gesetzten Exponenten nicht besonders, weil sie offenbar in den vier vorhin ge- 
nannten Operationen mit enthalten sind. 

Läfst sich die Function e durch die drei ersten der vier obigen Operationen 
zusammensetzen, so ist sie algebraisch rational oder blos rational; und 


T: 9 
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sind nur die beiden ersten Operationen nóthig, so heifst sie algebraisch-ra- 
tional und ungebrochen, oder auch blos ganze Function. 

Es sei f(a’, x", a ........) eine beliebige Function, welche durch die 
Summe einer endlichen Zahl von Gliedern von der Form 

E verc ae NP 

ausgedrückt werden kann, wo A eine von x‘, x” etc. unabhängige Grôfse ist, 
und 7n,, m, etc. ganze positive Zahlen bedeuten; so ist klar, dafs die zwei ersten 
obigen Operationen besondere Fälle der durch f (a, æ“........) bezeichne- 
ten Operation sind. Man kann also ganz e Functionen, ihrer Definition zufolge, 
als aus einer endlichen Zahl von Wiederholungen dieser Operationen entstehend 
betrachten. Bezeichnet man nun durch e^, 0°, 0 etc. mehrere Functionen der 
Grófsen x, x", x” ........ von der nämlichen Form wie f (a*, 2 29.0), 
so ist auch offenbar f (e, 0”, 0 .......) eine Function von eben der Form 
wie f (ar 0 28 sade NORRIE UK CU Tp DIE ) der allgemeine Aus- 
druck der Functionen, welche durch zweimalige Wiederholung der Operation 
f(x’, m" ........) entstehen. Man findet also auch immer das nämliche Re- 
sultat, wenn man die Operation beliebig oft wiederholt. Daraus folet, dafs jede 
ganze Function mehrer Grófsen x, x" ........ durch die Summe mehrer 


Glieder von der Form Aa™ta“™ 2... 


.. . ausgedrückt werden kann. 
VVir wollen nunmehr die rationalen big mu betrachten. 
Wenn f (z^, 3" ....) und g(a‘, a” ^...) Zwei ganze Functonen sind, 
so ist klar, dafs der Quotienf 


JOE, E.A... ) 
qa d at Lo aro 4: 8 ) 


ein besonderer Fall der Resultate der drei ersten Operationen ist, welche ratio- 
nale Functionen geben... Man kann also eine rationale Function als das Re- 
sultat der VViederholung dieser Operation betrachten. ||. Bezeichnet man. durch 


UC 1 x". { ) 


te CR wis. i). 


»* e | 
zu sehen , dafs A PRET wiederum auf die nemliche Form | gebracht 


TM (deg e pl ei ) 


werden kann. Es (ot tip wie oben bei den ungebrochenen Functionen, dafs 


^, e", 0 etc. mehrere Functionen von der Form 





so ist leicht 


jede rationale Function von mehreren Größen a’, ©” ........ immer auf 
die Form 
"f (a^ a. m NA) 
Bs affi sib. dna ) 


gebracht werden kann, wo Zähler und Nenner ganze Functionen sind. 
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Wir wollen ferner die allge ras ine Form algebraischer Functionen suchen. 
Man bezeichne durch f(a’, a^ ......) eine beliebige rationale Function. 
so 1st klar, dafs jede algebraische Function vermittelst der durch f (a, x .. ».) 


bezeichneten Operation, verbunden mit der Operation v r, WO M eine E. 


zahl ist, zusammengesetzt werden kann. Sind also p^. Br .... rationale Func- 


tionen vont lo. Ly so yard 


die ord np Ton js qs Aim. von x, a ee. SUIS in 


welchen sich die durch "1 r ausgedriickte Operation nunmehr nur auf rationale 
Functionen bezieht. . Wir wollen die Functionen von der Form P. slgsbiisebe 
Functionen von der ersten Ordnu ng nennen. Bezeichnet man durch p , p, 
elc. mehrere Grüfsen von der F. orm p,, so wird, 


ne? ni‘ 


p.m f (aly a Vp on ph AVION TEE 


die allgemeine Form, Meade: andre a yon, z^, Lors. asein,. in wel- 


chen die Operation Y. r sich nur auf rationale und auf Miu Functionen 
von der ersten Ordnung bezieht. Wir wollen die Functionen von. der 
Form p, algebraische Functionen von der zweiten Ordnung nennen. Auf 
diesclbe Weise wird der Ausdruck 


n4 n ‘ n ^ n5? no ^ 


i 
Def (ride... fps vipGouul. DE, p," Y pl Y p," yo. as 
in^welchem p,', p," Functionen der zweiten Ordnung sind, ‘die allgerheine Form 
algebraischer Functionen von a, a"... ... sein, in welchen die Operation V r 
sich nur auf rationale und auf algebraische Functionen der ersten und zweiten 
Ordnung bezieht. : 

Fährt man auf diese Weise fort, so bekommt man algebraische Functio- 
nen von der dritten, vierten . . . . uten Ordnung, und es ist Kan dals der Aus- 
druck der Functionen von der gt Ordnung der allgemeine Ausdruck alge- 
braischer Functionen sein wird. | 

Bezeichnet man also durch p die Ordnungszahl einer beliebigen algebrai- 
schen Function und durch e die Function selbst, so ist 

n 


n'* 
FRE 4 /4 / 4/4 
e = f(r > T . *. . . . . * . vp , v P 3 ’ . * e e * J; 
wo pi, pt 2.108 . Functionen von der Ordnung a — 1; 7%, r^... ... Functio- 


nen, von' der Ordnung p — 4, oder niedrigen Ordnungen, undonfn iyd. Os : 
Primzahlen sind. f bezeichnet, wie immer, eine rationale Function der Grölsen, 
welche zwischen den Klammern stehen. 

9 * 
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Man kann offenbar annehmen, dafs es unmöglich ist, eine der Grölsen 
n° i. 


V p Y p^ .... durch eine rationale Function der übrigen und der Grófsen r‘, 
r'....auszudrücken; denn wäre es Wido so würde e die einfachere Gestalt 


n‘' 


ABC op LSU a a cleat 


n‘ n‘’ 


haben, wo die Zahl der Grófsen Y p', y^p" ...... ven um eine Einheit 
geringer ware wie oben. Reducirte man nun, wenn es angeht, diesen Ausdruck 
von e eben so noch weiter, so müfste man zuletzt nothwendig entweder auf 
einen irreductibeln Ausdruck, oder auf einen Ausdruck von der Form 

pP ma A cab IRRE TR 
kommen. Diese Function wäre aber blos von der x — 1t Ordnung, während 
e von der ut Ordnung sein sollte; welches sich Ke iad ane 


n'* 


Ist in dem Ausdruck von e die Zahl der Grölsen ype pvYp'...-.glexch 
zn, so wollen wir die Function e von der gt Ordnung und vom irn Grade 
nennen. Auf diese Weise ist eine Function von der g** Ordnung und vom 0" 
Grade das nemliche, wie eine Function von der g — 1! Ordnung, und eine 
Function von der 0 Ordnung ist das nämliche wie eine rationale Function. 

Daraus folgt, dafs man setzen kann | 

n 
Qm p „7 NNER wee 
wo p eine Function von der # — 1**? Ordnung ist, 7^, r^... . aber Functionen 
von der #* Ordnung und höchstens vom m — 1% Grade und yon der Art 


n 
sind, dafs es unmöglich ist, Y p durch eine rationale Function. dieser Grüfsen 
auszudrücken. 
Da eine rationale Function mehrer Grófsen, wie wir vorhin sahen, immer 


auf die Form 
Ss 


—— 


t 
gebracht werden kann, wo s und ¢ ganze Functionen der nemlichen veránder- 


lichen Grófsen sind, so kann e immer durch 
n 
4 4 

MH op (7 , r . . . e * e e e Y p) 

oe 42.112200 6% 

ej Cr y * * e . ° . * e Y p) 
ausgedrückt werden, wo q und 7 zwei ganze Functionen der Grófsen r*, r^ ..... 

n 

und y p bezeichnen. Vermége dessen, was wir oben fanden, kann aber eine 


ganze Function mehrer Grófsen 5, 7‘, 7^...... immer durch 


Le TuS e £s ae tis 
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ausgedrückt werden, wenn £,, £o... tm ganze Functionen von r^, r^, r^^... , 


ohne s bedeuten. Man kann also 
m . 
Mes u 
a 3 m —J 
BO phu e, ph eu iem p" 
setzen, Wo Z,, £,...... fa und &,, D, + e ganze Functionen von 7^, r", 


1 g 
JU S CR oca! JE ale DOR 
1 2 





e = 


44 etc. sind. 


Nun mögen V,, EF, ...... F,., die n — 1 Werthe von V sein, welche 


1 1 1 1 1 
= = a a. tx Er - 
man findet, wenn man @.p", apr, a’p®...... a p^ statt pr setzt: a bedeu- 


tet eine der Wurzeln der Gleichung a — 1 — 0, die nicht 1 ist. Alsdann er- 


hält man, wenn man den Bruch — oben und unten mit 


F 
quU. Ca Se Si Pa, multiplicirt, 
Des EK ce Kudos IO Fauni 


Das Pioduct V.F,.....F,.,kann aber, wie bekannt, durch eine ganze 
Function von p und yon den Grófsen r', r^... .. . ausgedrückt werden, und 
das Product 7'.V',.V,...... F,.,ist, wie man sieht, eine ganze Function 


n 
von y p und von r^, r^ ...... Setzt man also dieses Pr ‘oduct gleich 
jc Sp be sh ir, Eh SPP 
so findet man 
1 2 k 
ars, PAKS PMO. Sx p? 
iO vlr ser Mime S551 
oder j Su | 
» wenn man Qo» g,» g, hass . statt =, a ni etc. schreibt, 


1 2 k 
CS To gu ph bed, ph eb GP? 
WO Py, Q, ++. +» Qu rationale Functionen der Grófsen p, r^, r^ etc. sind. 
Welche nun auch die ganze Zahl w sein mag, so kann man setzen 
p=an-Hta, 
wo a und « zwei ganze Zahlen sind und a < n ist. Daraus folgt, dafs 
AL an ta 


pap libr epp 





e B e oe 
Setzt man daher in den Ausdruck von v, statt p diesen Ausdruck, so erhält man 


eq, E g, ph qp GP 


WO Q,, Q,, 9, etc., wie vorhin, rationale Functionen von p, r^, r“ .. und 


70 Abel, von. der Auflösung. höherer Gleichungen. 


folglich Functionen, von der gten RER und höchstens, yom zn. — 1!" Grade 
1 


und von der Art sind, dafs sich p® nicht dits rationale Functionen dieser 


Grófsen ausdrücken làfst . 


In dem ohigen Ausdrucf- von e s man immer 


en din | 

setzen. Denn wenn 7, nicht Null uc so erhält man, wenn man p, =p.g," 

A . , QM 
setzt, p= = Ps ‚und pn = ter DE 1 | also 

2 Gs 3 
1 4. 2 i^. g hth E 
domu Hp pe =p” IE wiesen, . gar: 
T. qu ey gi 


welcher Ausdruck von der nemlichen Gestalt ist, wie der vorige, nur ar dafs 0. m4: 
Ist g, — 0, so sei g, eine yon den Grölsen 7 di ze Veh Seas welche nicht 
abs 
Null ist und qup. em — p,. Dieses giebt d, | D. NES E: pu "Nimmt man daher zwei 
ganze Z Zahlen « und £, welche der ne a YS “35 n= "  genugthun, wo u' 
eine ganze Zahl ist, so erhält man 
Bn us = Moe le rpioy Bp 


CE LE pe und p* 9, P Py eg 





n At 2 | 
Diesem zufolee und weil p» = gi ist, wird e die Form 
1 2 n—1 


p= 9, FPE GNU a.p 
haben. 


Aus allem diesen folgt Nachstehendes: 


Wenn ¢ eine Ken Function von der Ordnung & und vom ne m 
ist, so kann man immer setzen: 


4 | 2 3 | i2 
=9,+p*+ 4q, p*-- 9, DW SR qdu-ip ™ 3 
nistene Primzahl, 7.70. a yes In-ı sind algebraische Functionen von der 


Ordnung # und hóchstens vom Grade m — 1 und p. ist eine algebraische Fünc- 


1 
tion von der Ordnung # — 1 und von da Art, dafs dh p hr durch eine ra- 
tionale Function. von 9,59, : 44 «4 «Q4 ausdrücken läfst se: 


11. 


Eigenschaften der crea pei clic Functionen, welche einer 
gegebenen Gleichung genugthun Lg 
Es sei 


e; E o sping Ponit Ego lppoi y Tad 20 a; 
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eine beliebige Gleichung vom Grade r, wo €» €, ++ + „rationale Functionen 


d dd ^ NS E é A . be . ; ee . of 
vn i ee "sn. grise Cee sind beliebige. unabhängige Grófsen. 


1 * 


Man nehme an, es lasse sich derselben genugthun, wenn man statt y irgend eine 
algebraische Function von a’, æ“,. . . setzt. Diese Function sel 


1 2 n-r 
Uam ge c cb Je PM ee à + TE Gan 12. 
Substituirt man diesen Ausdruck von y in die gegebene Gleichung, so erhilt 
man, dem Obigen zufolge, emen Ausdruck-yon der Form 


1 2 n-: 

Ebr DER pee es E ra ee mA m 
WO r,, r,, T, ++++Tn-1 rationale Functionen der Grölsen p, QU BOSE FF sind. 
Nun behaupte ich, dafs die Gleichung (3) nicht Statt finden kann, wenn 


nicht einzeln wee 
DE 0, M0... lé, pes 0 
ist. Denn es sei nicht so, so müfsten, wenn man z. D. pi durch z bezeichnet, 
die beiden Gleichungen | 
2 —p-0und. 
| Roh". E SERI nns Tacs = 0 
eine oder mehrere gem einschaftliche Wurzeln haben. , Es sei & die Zahl 
dieser Wurzeln, so lälst sich, wie bekannt, eine Gleichung finden, welche diese £ 
Wurzeln hat und deren Coefficienten rationale Functionen der Grófsen DOT. 
EC Eu suid. | 
Die Gleichung sei 
a ks as co Sb ae ae PS shake ES eG 
und 
Alk ur zd d£ ees ete, NE EN 
ein Factor ihres ersten Gliedes, wo £,. 7,.etc. rationale Functionen von p,, r,; 
rM Fe, Sind, so ist auch 
t Hé 2-+t,2...... te," + m0, 
und es ist klar, dafs man es als unmóglich annehmen kann, eine Gleichung von 
niedrigerem Grade von der nemlichen Form zu finden. Diese Gleichung hat nun 
ihre ^ Wurzeln mit der Gleichung FER p gemein. Nun aber sind die Wurzeln 
der Gleichung 2° — p alle von der Form az, wo œtirgend eine Wurzel der 
Einheit ist. Erwägt man also, dafs # nicht kleiner sein kann als 2, weil es un- 
möglich sein soll, z durch eine rationale Function der Grófsen p, r,, r,...... 
r,., auszudrücken, so folgt, dafs zwei Gleichungen von der Form 
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£4 ze due ss tai be! — 0 und 
t, tatz tat ...... + a^^ ty 4z"7* 4- a"z^ = 0 
Statt finden müssen. Aus diesel Gleichungen folgt, wenn man z^" eliminirt, 
t (1—2a^) + t(a—a")z ...... te (a a) | 
Da nun aber die Gleichung z" + £4. .,z" TANT = 0 irreductibel ist, so mufs 
sie, weil sie vom g — {1 Grade ist, einzeln 
a mm m0; ÉTÉ IQUNANLE, | aft" — ga = 0 


geben; was nicht sein kann. 
Es muls also 


sein. 
- Finden nun aber diese Gleichungen Statt, so ist klar, dafs der gegebenen 
Gleichung durch alle die Werthe von y genug gethan werden muls, welche man 


1 1 1 1 
findet, wenn man der Grófse p" alle die Werthe ap", à^p9,....... œ pr 
beilegt. 

Man sieht leicht, dafs alle diese Werthe von y yon einander verschieden 
sein müssen ; denn sonst würde man eine Gleichung von derselben Gestalt wie 


(3) erhalten, und eine solche Gleichung würde, wie wir sahen, gi? WV ider- 
spriiche fiihren. 


Bezeichnet man also durch y,, y,...... Vn n verschiedene Wurzeln’ der 
Gleichung (1), so findet man 
n-1 
Sms E Pg, pi TUE ta + gp? 
nt 
Ve = 9, + aps + a” g,p* MOM ne v eS +a Quod n 
=, P^ PUR GI pu vere aaa PT 
Aus diesen n Gleichungen folet leicht 
QJ. cuu qi d HEHE TOR 22 Attis EN de + y,) 
= trs 1 n n-2 
p miu Gne ais Mn oi! lhe PPS + ay.) 
Tee Baars ces 
GP = (ya y," & Ja f + a wu) 
d Ä nl ad me M cu La era 
Qa-ip ® = (Yay, H+ay,....... +a ya) 


Man 
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Man sicht daraus, dafs alle die Grófsen P 9,59, - ini ‘durch ratio- 
nale Functionen der gegebenen Gleichung ausgedrückt LA kónnen. 
In der That ist 


2 -u on. ee 
q = pn^! TP hee y, AN UN SUN ee +a "A n 

L'ART * -1 PETE A mor YES Dar renee M pp LOU. 

(y, qa 7.4. a IG oO i a a + a ne 25) 
Man nehme nun eine o es Gleichung vom Grade m an, z. B. 

de Bi xdg, i.c IT S doc 
Nid setze, sie sci isa eie aut tis Es sei 
2 m—1 


| TES, RE a EN RE oe 
so lassen sich dem Obigen zu Folge die Grölsen ¢, s,, s, etc. durch rationale 
Functionen von æ,, æ,......%, ausdrücken, wenn man durch a das t etie 
die Wurzeln der Ms AA NGA: bezeichnet. 

Nun untersuche man irgend eine der Grüfsen e, s,, s, etc., zum Beispiel v. 
Man bezeichne durch e, e,, . ..... ©, die verschiedenen Werthe von e, welche 
man findet, wenn man die Wurzeln »,, 7,...... 2, auf alle mögliche Weise 
untereinander verwechselt, so làfst sich eine Gleichung vom Grade 7‘ aufstellen, 
deren Coefficienten rationale Functionen von a, @,, ......4a,_, und deren 
Wurzeln die Grófsen e,, 9;...... e, sind, welche rationale Functionen der 
Grófsen +,,æ,......x, sind. Setzt man also 


?7-1 


1 2 
e-—iü-durd-iu»...... iiu v 
1 


so sind alle die Grölsen u», £,, 2, .. .... t;-1 rationale Functionen von ¢,, ¢,, 
yin En, also auch von æ,,æ,,......æ  Verfáhrt man eben so mit den 


Gröfsen u, ¢,, t, etc., so folgt Nachstehendes: 


Wenn eine Gleichung algebraisch auflösbar ist, so kann man der Wurzel 
allezeit eins solche Form geben, dafs sich alle algebraische Functionen, aus 
welchen sie zusammengesetzt ist, durch ralionale Functionen der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen. 


S. ril. 


Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, welche eine 
Function mehrerer Grófsen haben kann, wenn man die Grófsen, 
von welchen sie abhüngt, unter einander vertauscht. 

Es sei ¢ eine rationale Function mehrerer von einander unabhängiger Grós- 
sen $,, Messe 2m Die Zahl der verschiedenen Werthe, deren diese Func- 
I. 10 
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tion durch Vertauschung der Grófsen, von welchen sie abhängt, fahig ist, kann 
nicht grófser sein als das Product 4.2 . 3... . 2. Dieses Product sei gleich g. 


Nun sei 


der Werth, welchen eine beliebige Function ¢ bekommt, wenn man darin Las 
By, Le Ta etc. statt v, , Ts, x, aX etc. setzt, so ist klar, dafs wenn man durch 
A,, A,....Ay die verschiedenen Formen bezeichnet, deren 1, 2, 3, 4... .. 
durch Verwechselung der Zeiger 1, 2, 3 ...... n fähig ist, die verschiedenen 


Werthe von e durch | 
A, A A, A, 
(4) Cr) (eG) 
ausgedrückt werden können. Man setze, die Zahl der verschiedenen Werthe 
welche e hat sei kleiner als 4, so müssen mehrere Werthe von ¢ einander 
gleich sein. Es sei also 


nn open te 


1 


Unterwirft man diese Grófsen der durch (4 ) bezeichneten Verwandlung, 


so bekommt man die neue Reihe gleicher Werthe : 
A A AN: 
€ ee) Ee € iyi oU ST oa S mb; 


welche Grófsen von den vorigen verschieden, aber an Zahl ihnen gleich sind. 
Verwandelt man diese Grófsen von Neuem, wie es durch ( a, ) ausgedrückt 
2m +4 
wird, so erhält man ein neues System von gleichen Gröfsen, die'sämmtlich von 
den vorigen verschieden sind. Fährt man auf diese Weise fort, bis die möglichen 
Verwandlungen erschöpft sind, so werden die # Werthe von e in eine gewisse 
Zahl von Systemen, jedes von m gleichen Werthen, zerlegt sein. Es folgt also, 
dafs wenn die Zahl der verschiedenen Werthe von e gleich @ ist, welche Zahl 
der Zahl der Systeme gleich kommt, dafs dann 
Qm-—2.3.4........n 

sein mufs, das heifst: 

Die Zahl der verschiedenen Werthe, welche eine Function von n Grófsen 
durch die möglichen Vertauschungen dieser Grófsen erhalten kann, ist nothwen- 
dig ein Submultiplum des Products 1 .2.3......7; wie bekannt. 
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Es sei nunmehr ( "^ eine beliebige Verwandlung. Dieselbe werde mit e 


m 


mehreremal vorgenommen, so entsteht eine Reihe von Werthen 
Pr Por PPP 0524270; ; | 
und es ist klar, dafs e nothwendig wiederholt vorkommen mufs. Kehrt ¢ nach 


p Verwandlungen wieder, so nennt man (7) wiederkehrende Verwand- 


lung von der pt Ordnung. Man hat alsdann die periodische Reihe 
‘ ©; PT "n oe @ 6 + * 9 8 Vp-1, e, 9.» và e.» © 6 9 9.5 9 , 


oder wenn man durch e p: ) den Werth von e bezeichnet, welcher entsteht, 


m 


nachdem die durch ( A, ) bezeichnete Verwandlung r mal wiederholt worden, 
die Reihe 


C9. Os s 


Hieraus folgt, dafs 
(nes 


A)" -0)- 


Nun setze man, p sei die grôfste in n enthaltene Primzahl, und die Zahl der 


m 


verschiedenen Werthe von e sei kleiner als p, so müssen unter p beliebigen 
Werthen von e nothwendig zwei einander gleich sein. 


Es müssen also zwei von den p Werthen 
A, À 7 AI Nas? 
(29. °C), CO 0 
gleich sein. Es sei z. B. | 
CG) = (Gy 
d xp VELLE 
2) -) 
Dieses giebt, weil e Gy = p, wenn man r statt r + p — r setzt, 


^ (A), 


so folet daraus 


10 * 
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wo r offenbar kein Vielfaches yon p ist. Der Werth von e wird also durch die 


Substitution "m nicht mehr verwandelt, folglich anch nicht durch die Wie- 
derholung derselben. Es ist'also . 


em. 


Wenn nun p eine Primzahl ist, so läfst sich offenbar immer eine ganze 
Zahl (9 finden, vou der Art, dafs 
roa -—p B + 1. 


Dr (feos 
=) 


A 
Der Werth von ¢ wird also durch die wiederkehrende Verwandlung ( 7) 


wo a eine ganze Zahl bedeutet. 


Also ist 


: pB 
oder wel ve — € ( ie war, 


vom Grade p nicht verandert. 
Nun ist klar, dafs _ 
m ON ira Of . iin na 

( "i m) eng GE hPa 2.) 
zwei wiederkehrende Verwandlungen vom Grade p sind, wenn die Zahl der 
Zeiger 0409409. RER 7 gleich p ist. Der Werth von e wird also auch durch 
die Verbindung dieser beiden Verwandlungen nicht verándert. Die beiden Ver- 
wandlungen sind aber offenbar gleich bedeutend mit der einen 

wel 
yo 


und diese eine mit den beiden nach einander vorgenommenen 


(Ge ) und ul a) 


Der Werth von e wird also durch diese beiden mit einander verbundenen Ver- 
wandlungen nicht verándert. Also ist 


_ „(aß (BY 
di VUA 


EROS 


und eben so 
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dori (ad + 
folgt. 


Man sieht hieraus, dafs die Function e durch zwei aufeinander folgende 


woraus 


Verwandlungen yon der Form di ) wenn a und 9 zwei beliebige Zeiger sind, 


nicht verändert wird. Nennt man daher, eine solche Verwandlung, Ver- 
setzung (Transposition), so folgt, dals ein beliebiger Werth von ¢ durch eine 
grade Zahl von Versetzungen nicht verändert wird, und dals folglich alle Werthe 
von ¢, welche eine ungrade Zahl von Versetzungen geben, gleich sind. Jede 
beliebige Vertauschung der Elemente einer Function kann aber durch eine ge- 
wisse Zahl von Versetzungen geschehen: Die Function ¢ kann also nicht mehr 
als zwei verschiedene Werthe haben. Dieses giebt folgenden Lehrsatz: 

Die Zahl der verschiedenen Werthe einer Function von n Grófsen kann 

entweder gar nicht bis unter die grölste Primzahl, die sich unter den Fac- 

toren von zz befindet, vermindert werden, oder nur bis auf 2 oder 1. 

Es ist also unmöglich, eine Function von fünf Grölsen zu finden, welehe 3 

oder 4 verschiedene Werthe hätte. | 

Der Beweis dieses Lehrsatzes ist aus einem Mémoire von Cauch y genom- 
men, welches sich in dem 17ten Hefte des Journal de l'école polytechnique 
pag. 1 etc. befindet. | 

Es mögen nun e und e' zwei Functionen sein, welche jede zwei ver- 
schiedene Werthe haben, so ist dem Vorigen zufolge klar, dafs wenn man 
durch e, , e, und ¢,', e," jene doppelten Werthe bezeichnet, dafs alsdann die ber- 
den Ausdrücke 

v, +e, und e, e,^ + e, ¢,/ 
symmetrische Functionen sind. Es sei 
e, +, — t und e, e, +e, e, — 4, 

so findet man 


I Jun.) 
Man setze nunmehr die Zahl der Grófsen o, w,...... Xm sei fünf, so ist 
das Product | 
Q— (x, —x)(x,—x)(x, —x)(x,—«,)(t,—x,) (x, —x,) (x, — x} 
(@, d.) (p. ae ER) 


offenbar eine Function, welche zwei verschiedene Werthe hat; der zweite 
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Werth ist die nemliche Function mit entgegengesetztem Zeichen. Setzt man 


also e,/ — e, so ist e, = — ¢ Der Ausdruck von v, ist also 
b/Zeset, 


RETURN oder 
e — 1} not + 
MES 2 59 
2 2e 


wo 1£, eine symmetrische Function ist. € hat zwei Werthe, die nur dem Zei- 


, í t ER ; 
chen nach verschieden sind, so dafs also ae ebenfalls eine symmetrische Func- 


tion ist. Setzt man also 57, =p und > = 9, so folgt 


dafs jede Function von. fünf mad oe welche zwei verschiedene Werthe 
hat, durch p + q. e ausgedrückt werden kann, wo p und q zwei symme- 
trische Functionen sind und 

| = (mmm, (a, mme rnt (ar = m) 

1st. 

Für unsern Zweck ist noch die allgemeine Form der Functionen von fünf 
Grófsen nóthig, welche fünf verschiedene Werthe haben. Man kann dieselben, 
wie folet, finden. | | 

Es sei e eine rationale Function der Grôfsen x,, æ,, &,, æ,, æ,, welche 
die Eigenschaft hat, unveränderlich zu sein, wenn man beliebige vier von den 
fünf Grafsen 2. D. z,, &,, w,, x, untereinander vertauscht. Unter dieser Be- 
dingung ist e N ER A o cas symmetrisch. Man kann also e 
durch eine rationale Function yon x, und o. Functionen von 2,, &,, 
x,, æ, ausdrücken. Jede symmetrische Function dieser Grófse kann aber durch 
eine rationale Function der Coefficienten einer Gleichung vom vierten Grade 
ausgedrückt werden, deren Wurzeln Tr Ts D, x, sind. Setzt man also 

(x — x) (x — x) (v —x)(»v—2v)-—a' — pax qa —rx- s, 
so kann die Function ¢ durch eine rationale Function von z, » P g, T, S ausge- 
drückt werden. Setzt man aber % 

(x — 2.) (z —2,) (v—m,) (y —2,) (xn — 2,)=a’— ax’ + ba’ — cx’ + dx —e, 
so erhält man 

(x — «,) a — pa? + qa? — ra +s) = a — aa + ba? — ea? + dx — e 

=æ—(p+x,) ad (q+ po) a —(r + qv) a^ - (sao rv) e — sm, 
woraus 
p=a—x, 
g=b—ax,+ x, 
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r=c—bx,+ax —x) 
= d—cx, + ba? — av, + x) | 
folet. Es läfst sich also durch eine rationale Function yon x,, 2, 6,¢, d und 
e ausdriicken. 
Daraus folgt, dafs man e auf folgende Gestalt bringen kann: 
dur aiiud 
(09 (@,) 
wo £ und q (#,) zwei ganze Functionen von x, a, b, c, d und e sind. Multi- 
plicirt man: diesen Bruch oben und unten mit (vj), p(w,), p(x,), $(v,), so 


findet man 


S 


pp lux spat Gn ptet | 
9 (x)-9(v,)- p(w). PR.) 9G) 

Nun ist p(a,) . (v). p(x,).p(x,), wie man sieht, eine ganze und symme- 
irische Function yon #,, &,, 4;, »,. Man kann also dieses Product durch eine 
ganze Function von p, 9,7, $ ausdrücken, also auch durch eine ganze Function 
von æ,, 2,0, c, d. Der Zähler des obigen Bruchs ist also eine ganze Function 
der nemlichen Grófse; der Nenner ist eine symmetrische Function von &,, $,; 
æ,, #,,%, und kann also durch eine rationale Function von a, 5, c, d, e ausge- 
drückt werden. Daraus folgt, dafs man 

ad Ana obla Bobo ode «db dea E ex 
setzen kann. Multplicirt man die Gleichung. 
a, = ax, — bx, coy — da, +e 
mitæ,, 94, ........ 4, , so ist klar, dafs man zm — 4 Gleichungen erhält, 
aus welchen sich der Reihe nach 2;*, 2,5 ........x, finden lassen, und zwar 
durch Gröfsen von der Form | 
a+ Bx, bye? + x —ex", 

in welchen a, B, y, d, e rationale Functionen yon a, 6, c, d, e sind. 

Man kann also e auf die Form 

ver tra +r a re bra (a) 

bringen, wo 7, , r,, 7, etc. rationale Functionen von a, b, c, d, e sind, das heilst 
symmetrische Functionen von z, , 4, , $,, $,, c,. | 

Dieses ist die allgemeine Form der Functionen, welche sich nicht verándern, 


wenn man die Grófsen æ,, «,, æ,, x, vertauscht. Sie haben entweder fünf 


4 ? 
verschiedene Werthe, oder sie sind symmetrisch. 
Es sei: nunmehr » irgend eine rationale Function von æ,,æ,, æ,,&,, «,, 


. oe . . m 4 
welche die fünf Werthe e,, ¢,, ¢,, ¢,, e, hat. Man nehme die Function x, ©. 
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Verwechselt man in derselben diesvier Grófsen æ,, &,, æ,, x, auf alle mögliche 
Art, so wird a, e jedesmal einen der Werthe 

ao vire Teg hemes, Sar,” eL an er 
bekommen. 

Nun behaupte ich, dafs die Zahl der durch diese Vertauschung entstehen- 
den Werthe von »,"e kleiner als fünf ist. Denn nimmt man alle fünf 
Werihe an, so entstehen durch die Vertauschung von x, mit 3,, ©, Ip À, 
aus diesen Werthen z wanzig andere, die nothwendig unter sich und von den 
vorigen verschieden sind. Die Function würde also überhaupt 25 verschiedene 
Werthe haben, welches nicht möglich ist; denn 25 ist kein Divisor des Pro- 
ducts 1.2.3.4.5. Bezeichnet man also durch p die Zahl der Werthe, welche 
¢ bekommt, wenn man die Grófsen æ,, æ,, æ&,, æ, unter einander vertauscht, 
so mufs # einen der vier Werthe 1, 2, 3, 4 haben. 

1. Es sei u — 1, so ist e, vermóge des Obigen, von der Form (a). 

2. Es sel 4 — 4, so ist e, 4- v, + ¢, + v, eme Function von der Form (a). 
Es ist aber 

jas (yl proue aig jy Biere Fa 
= einer symmetrischen Function, weniger (e, + e, + e, + ¢,); also ist e, 
von der Form (a). | | 

3. Es si k = 2, so ist v, ++, eine Tampon von der Form (a). Es sei also 

e, T e, — ry bra, HEU rp Er ESQ 
Vertauscht man is pue Sach x, mit z,, ©, v,, T,, so erhält man 
e; be, = p (x) 
Pen cnp Ge ) 
acte ro 2) 
n +9, = 9 (x,), 
wo m eine der Zahlen, 2, 3, 4, 5 ist. Für m —2istg (v) = 9 (æ,), welches 
nicht möglich ist, weil die Zahl der Werthe von  (®,) fünf sein soll. Für 
ml 35ist 
9, te, = 9 (m), e, Ho, = 9 (2,), 6, He, — 9 (x.), 
welches Ur 
2°, = (x,) — 9 (r,) +9 (a) 
giebt. Das zweite Glied dieser Gleichung hat aber mehr als fünf Werthe, nem- 


lich 30, Auf dieselbe Weise läfst sich zeigen, dafs auch m nicht gleich 4 sein 
kann. 4 kann also nicht gleich zwei sein. 


4. Es 
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4. Es sei u — 3. Alsdann hat e, + e, + e,, folglich auch e, 4- e, = 
e +06, +0, +o, Ho.) — (e, +e, + e), fünf Werthe Wir sahen aber, 
dafs diese Voraussetzung nicht Statt findet. Also kann auch nicht # = 3 sein. 
Zusammengenommen also findet man folgenden Lehrsatz: 
Jede rationale Function von fünf Grófsen, welche fünf verschiedene 
VVerthe hat, ist notwendig von der Form 
TT brie dra rax 
wo r,, r,, 7, etc. symmetrische Functionen sind, und & eine von den 
fünf Grófsen ist. 
" Aus 
rr, erie r.a dra =e 
findet man leicht, wenn man, von der gegebenen Gleichung Gebrauch macht, 
den Werth von 2, wie folet, ausgedrückt 
q —s5,-5,9-- 5,9 + so + sc 
WO 5,, $,, 5, elc. eben wie r,, r,, r,, etc., symmetrische Functionen sind. 
Es sci e irgend eine rationale Function, welche m verschiedene Werthe ¢,, 
Eu e, hat. Setzt man 


(e—e9)(e—e)9(o—0)....... (o — e.) 
—49,- qq. +g, ot 4 p™ = 0, 
so sind bekanntlich 9,, 9,, 9, .... symmetrische Functionen, und die m Wur- 
zeln der Gleichung sind ¢,, »,...... Pme Nun behaupte ich, dafs es unmöglich 


ist, den Werth von e als Wurzel einer Gleichung von derselben Form, aber von 
einem niedrigeren Grade auszudrücken. Denn es sei 


t, dede Qin MA deo o 7! Lo — 0 
eine solche Gleichung, wo £,, £, etc. symmetrische Functionen sind, und », sei 
ein Werth von e, der der Gleichung genug thut, so ist 
oft pet o Efi te ia — (o — 0.) P.. 
Verwechselt man nun unter einander die Elemente der Function, so findet man 
folgende Reïhe von Gleichungen : 


hs, Al M rre —(e—e).P,, 
-1 AL 
ite ETE stai CM =(o+ 6). P, 
iir. LUMINE a M = (0 — 9»). Pa: 
Daraus folet, dafs e — e,, e —e,,e—? ...... 8 — e, sámmtlich Factoren 


1. | 11 
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von #4 + Et Dr . sind, und dafs folglich & nothwendig gleich m sein 
mufs. Min "erhält daher folgenden Lehrsatz: | 
Wenn eine rationale Function mehrerer Grölsen m Ver Werthe 
hat, so läfst sich allezeit eine Gleichung vom Grade m finden, deren Coef- 
ficienten symmetrische Functionen sind, und welche jene Werthe zu VVur- 
zeln haben; aber es ist nicht móglich eme Gleichung von der namlichen 
Form von niedrigerem Grade aufzustellen, welche einen oder mehrere jener 
Werthe zu Wurzeln hat. 
STW 
Beweis der Unmóglichkeit der allgemeinen Auflósung der 
Gleichungen vom fünften Grade. 
i Vermöge der oben gefundenen Sätze zusammengenommen läfst sich be- 
haupten: 
dafs es unmöglich ist, Gleichungen vom fünften Grade allgemein aufzulösen. 
Nach (8. II.) nämlich können alle algebraische Functionen, aus welchen ein 
algebraischer Ausdruck der Wurzeln zusammengesetzt sein mag, durch rationale 
Functionen der Wurzeln der Gleichung ausgedrückt werden. 
Da es nun unmöglich ist, die Wurzel einer Gleichung allgemein durch eine 


rationale Function der Cocfficienten auszudrücken, so muls 
^ 1 


BR =o 
sein, wo m eine Primzahl und À eine rationale Function der Oseiklzbnten der 
gegebenen Gleichung, das heilst, eine symmetrische Function der Wurzeln ist; 
? ist eine rationale Function der Wurzeln. Daraus folgt: 

o = R= 0. 

und da es zufolge (S. II.) unmöglich ist, den Grad dieser Gleichung zu erniedri- 
gen, so wird die Function e, zufolge des letzten Lehrsatzes im. vorigen Paragraph, 
m verschiedene Werthe haben. Da nun m ein Divisor von 1.2.3.4. 5 sein 
mufs, so kann m gleich 2, 3 oder 5 sein. Nun existirt aber zufolge (S. I.) 
keine Function von fünf Grófsen, welche 3 Werthe hat: es mufs also m = 5 
oder m = 2 sein. Es sei m = 5: so erhält man, zufolge des vorigen Paragraphs, 

KR =F, Lx + r,X HT TX + pOX 

und hieraus 
LES - 5, RP +s, R +s, R5 +s, R*. 
Nach (8. II.) ret daraus 
=e, cox, +o a, + o^ d, 4- at, 
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wo a — 1. Diese Gleichung ist unmöglich, weil das zweite Glied 120 Werthe 
hat, und gleichwohl die Wurzel einer Gleichung vom fünften Grade z — s,* ft — 0 
PC ji 

Es mufs also zn = 2 sein. 


Alsdann ist nach (S. II.) 


V f=p+qs, 
wo p und g symmetrische Functionen sind, und 
dre RET (x, — 2, 
ist. Also ist, wenn man +, mit a, vertauscht, 
—VR=p— 95, 


woraus p = 0 und Y^. — gs folgt. Man sieht daraus, dafs alle algebraische 
Functionen vom ersten Grade, welche sich in dem Ausdruck der Wurzeln be- 
finden, von der Form a + f. V^ s* = « + fs sein müssen, wo à und B sym- 
metrische Functionen sind. Da es nun unmöglich ist, die Wurzeln durch eine 
Function von der Form a + 8 y R auszudrücken, so mufs eine Gleichung von 
der Form 
Y (ar By s) me 

Statt finden, wo a und f? nicht gleich Null sind, m eine Primzahl ist, & und B 
symmetrische Functionen sind, und e eine rationale Function der Wurzeln ist. 
Dieses giebt 

tn m 

V (a+ B.s) — e, und Y (a — Bs) — e,, 
‘wo e, und e, rationale Functionen sind. Multiplicirt man e, mit e, so erhält man 
e e = Y (a — Bs) 

Nun ist a^ — ß°s” eine symmetrische Function. Wenn also " (a^ — 8? s?) 
nicht eine symmetrische Function wäre, so müfste, dem Obigen zufolge, m = 2 
sein. Alsdann aber ist e = y^ (a+ BY s^), und e hat folglich vier verschiedene 

m 


Werthe; welches nicht möglich ist. Es mufs also V (a^ — (85 s^) eine symmetri- 
sche Function sein. Eine solche Function sei y, so ist 


B3 panty 
op — y und e, = o 
I 


Nun nehme man den Ausdruck 


6, be — Y^ (a+ By s) += 


=P 
Y (a+ BY s 
=yR+,- =Re+ lH, 





iR: 


84 Abel, von der Auflösung höherer Gleichungen. 


1 
Man bezeichne die Werthe, welche p bekommen kann, ‘wenn man odit: a, Rx, 


z 
a R»..... E up statt Re setzt, wo 
| Meu DECUS 
ist, durch pi, p, 308 . ++, und mache das Product 


(p—pOo(p—pQ---(p—p)-p—-p FA pi HY, 

so ist leicht zu sehen, dafs A, A, etc. rationale Functionen der Coefficienten 
der gegebenen Gleichung, also symmetrische Functionen der Wurzeln sein wer- 

den. Diese Gleichung ist aber offenbar irreductibel. Also mufs p, zufolge des 

letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, als Function der Wurzeln betrachtet, 

m verschiedene Werthe haben. Folglich ist m = 5. "Alsdann aber ist p von 

der Form (a) im vorigen Paragraph. Also wird 


5 
Er RE dua GE d- r.a =p, 
folelich —sd-s psp -s,p +s, p', 
4 ixi e 
das heifst, es wird, wenn man A? + 5 IU statt p setzt, 


= ft, +i, FR + tS + t, + CR BR’ 
sein, wo £,, Z,, £, etc. rationale Functionen von Zt und yon den Coefficienten 
der gegebenen Gleichung sind. Daraus folgt, vermöge ( S. IL) 
t Ri = x. +a'2, +a x, d- a a, +ax, =p, 
wo + a + a + a+ 1—=0 
JS Aus OD sea R folet aber p' = £,^ R, und weil ¢,°A von der Form 
u--u wy sit, p =u-+u'y s’, welches 
Du) c S 
giebt. Diese Gleichung giebt, wie man sieht, p durch eine Gleichung vom 10*" Gra- 
de, deren Coefficienten simmtlich symmetrische Functionen sind, welches aber 
zufolge des letzten Lehrsatzes im vorigen Paragraph, nicht möglich ist; denn da 
P=X+au az +u x, tax, ta, 
ist, so würde p, 120 verschiedene Werthe haben; welches ein Widerspruch ist. 
Wir schliefsen aus diesem Allen: 
dafs es unmöglich ist, Gleichungen vom fünften Grade alo did alge- 
braisch aufzulósen. 
Daraus folgt unmittelbar weiter, dafs es ebenfalls unmöglich ist, Gleichun- 
gen von höheren als dem fünften Grade allgemein aufzulösen. Mithin sind die 


Gleichungen, welche sich algebraisch allgemein auflösen lassen, nur die von 
den vier ersten Graden. 
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ME 
Ueber die Schwung-Pumpe. 


' (Vom Herausgeber.) 





LE kommt häufig vor, dafs man das Wasser über seine Oberfläche auf gröfsere 
oder geringere Hóhen empor zu heben wünscht, z. B. wenn man niedrige Marsch- 
Gegenden yom Wasser befreien will, wenn man unter Wasser bauen will, bei 
Wasserleitungen, denen es an Gefälle fehlt, bei Salinen, wenn die Soole gradirt 
werden soll, bei Brunnen, und in vielen andern Fallen. Die VVerkzeuge, deren 
man sich dazu bedient, sind sehr mannichfach. Wo es an Raum fehlt, zieht man 
mit Recht die Pumpen vor, und wenn die Hóhen anselinlich sind, die Paterno- 
ster-Werke, die durch die Verbesserung des Herrn Leideritz in der That eine 
grofse Vervollkommenung erhalten haben. Wenn die Höhe gering ist, und viel 
Wasser gehoben werden soll, bedient man sich der Wurfschaufeln. Aber 
Pumpen, Paternosterwerke und dergleichen sind immer sehr zusammengesetzte 
Maschinen, und sie lassen, wie das Schaufelwerk, viel an Kraft verloren gehen. 
Es ist bekannt, dafs der Kraftverlust der Pumpen ein Drittheil bis zur Halfte, 
ja bei schlechten hólzernen Pumpen, drei Viertheile bis fünf Sechstheile der ange- 
wendeten Kraft beträgt. Und jemehr bewegliche Theile eine Maschine hat, 
überhaupt je zusammengesetzter sie ist, je vergänglicher ist sie auch. Unter- 
brechungen der Wirkung aber sind gewöhnlich für den Zweck der Maschine 
besonders nachtheilig. Man glaubt wohl zuweilen, durch die Künstlichkeit einer 
Maschine noch einen Theil des nutzbaren Effects zu gewinnen, allein selten ge- 
lingt dieses, und wenn auch der Gewinn, so lange die Maschine im Gange ist, 
Statt findet, so geht wieder desto mehr durch mögliche Unterbrechungen verlo- 
ren. Die besten Maschinen sind in den meisten Fällen die einfachsten. Ist den 
Dampfmaschinen, die in neuern Zeiten fast das Wunderbare leisten, noch etwas 
zu, wünschen, so ist es eine grölsere Einfachheit. 

In vielen Fällen làíst sich nun mit.grofsem Vortheil von jener Maschine 
Gebrauch machen, welche die Ueberschrift dieses Aufsatzes nennt, und welche 
wohl die einfachste von allen möglichen ist, weil sie gar keine gegen einander 
bewegliche Theile hat. Man kann sie Sehwung-Pumpe nemen, weil ihre 
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Wirkung auf der Schw ungkraft beruht. Man stelle sich eine Röhre BMC 
Fig. 10. vor, die unten und oben offen und an eine senkrechte Axe AC befe- 
stigt ist. Die Röhre sei um die Tiefe H C unter das Wasser GH getaucht. 
Wird nun das Werkzeug mit hinreichender Geschwindigkeit um die Axe AC 
herumgedreht, so wird das Wasser, welches sich in GC befindet, vermóge der 
Schwungkraft in die Röhre hinaufgetrieben, und es wird oben bei B ausfliefsen. 
Die Idee dieses Werkzeuges ist zu einfach, als dafs sie neu sein könnte. 
Es kommt nur auf die beste Benutzung derselben an. Herr Langsdorf in 
Heidelberg hat schon vor längerer Zeit eine Maschine angegeben und in seinen 
Schriften beschrieben, die er Saug-Schwungmaschine nennt, und die auf 
der Benutzung der Schwungkraft beruht. Die dort umher geschwungenen Róh- 
ren tauchen aber nicht bis ins Wasser, sondern dasselbe mufs erst durch eine, 
den unteren Theil der Axe bildende senkrechte Rohre von dem Uebergewicht 
der Luft hinaufgedrückt, oder wie man sagt, aufgesogen werden, welches die 
Wirkung vermindert. In der Abhandlung über Maschinen yon Hachette be- 
findet sich die Zeichnung einer ähnlichen Maschine, deren Röhren auch in's 
Wasser tauchen. Die Röhren sind aber gradlinig, welches die Wirkung 
wiederum schwächt. In der Schrift von Lanz und Betancourt kommt, wie 
ich mich zu erinnern glaube, ebenfalls eine solche Maschine vor. Ferner erin- 
nere ich mich, irgendwo gelesen zu haben, dafs eine solche Maschine in der 
Schweiz, von einem Landmanne, im Grofsen mit gutem Erfolge benutzt worden 
ist, um Wiesen zu entwässern. Auch glaube ich, vor mehreren Jahren im fran- 
zösischen Moniteur von der Ausführung einer solchen Maschine in Frankreich, 
nach der Angabe eines Hydraulikers, Namens Mannouri-Dectot, gelesen zu 
haben, des nemlichen, der dem Institut im Jahre 1813 mehrere von demselben 
beifállig beurtheilte, auf dem Heber der Hydreole und dem wogenartigen Schwan- 
ken des Wassers beruhenden Maschinen vorgelegt hat. Endlich befindet sich in 
der neuen Ausgabe der Hydraulik von Dubuat eine Abhandlung über diese 
Art von Maschinen, wo auch die richtige Gestalt des Weges, welchen man: dem 
aufsteigenden Wasser vorzeichnen mufs, gefunden wird. Auch mag leicht noch 
an andern Orten von dieser Maschine die Rede gewesen sein. Bei dem Allen 
aber ist das Werkzeug wenig bekannt, und noch weniger davon bis jetzt ein all- 
gemeinerer Gebrauch gemacht worden. Gleichwohl gehört es unstreitig zu den 
vollkommensten in: seiner Art. Sein grófster Vorzug besteht darin, dafs es, wie 
gesagt, ganz fest gebaut werden kann und am wenigsten vergänglich ist; denn es 
hat gar keine Klappen, Kolben oder andere beweglichen Theile. Ferner kann 
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damit sogar mit Sand und Schlamm angefülltes Wasser geschöpft werden, wel- 
ches durch Pumpen oder andere Werkzeuge mit Klappen, nicht wohl angeht. 
Auch ist es nicht: einmal nöthig, dafs die Maschine aus einzelnen Röhren, die 
schon von Metall sein mülsten, bestehe. Sie kann sogar ganz aus Holz gemacht 
werden, wenn man ihr z. B. die Form einer sphäroïdischen Schale giebt, die sich 
. um ihre Axe dreht, und in dieser Schale, in verticalen, durch die Axe gehenden 
Ebenen einige Diaphragmen oder Scheidewinde anbringt, so dafs das Ganze etwa 
die Gestalt eines senkrecht auf die lange Axe in der Mitte durchschnittenen Kür- 
bis bekommt. Alsdann können sich selbst kaum mehr die Röhren verstopfen, 
und man kann mit dem Werkzeuge eben so wohl Sand und andere kleine Kör- 
per als Wasser in die Hohe treiben. 

"Wegen dieser bedeutenden Vorzüge ist es wohl nicht unnütz, auf das 
Werkzeug von Neuem aufmerksam zu machen. Wir wollen, weil hier von dem 
mathematischen Theile des Gegenstandes insbesondere die Rede sein mufs, die 
Gestalt untersuchen, die die Röhren der Schwung-Pumpe haben müssen, damit 
sie am meisten wirken, desgleichen die Kraft, die zu ihrer Bewegung nóthig ist, 
sammt dem Effect- Verlust. So wenig sonst häufig in der Ausübung den Theilen 
einer Maschine genau die Gestalt, welche eine mathematische Untersuchung 
findet, gegeben werden kann und auch gegeben werden darf, weil selten die 
Vordersätze der mathematischen Berechnung ganz sicher sind, so ist doch bei 
diesem Werkzeuge wirklich die Gestalt der Röhren wichtig. Denn giebt man 
denselben nicht grade die Form, welche sie haben müssen, damit das Wasser 
überall ein gleiches Bestreben hat, aufzusteigen, so wird entweder ein Theil 
dem anderen voreilen oder zurückbleiben, welches einen bedeutenden Kraftver- 
lust nach sich ziehen, und ein Grund sein kann, weshalb sich das Werkzeug 
nicht so wirksam zeigt, als es wirklich sein kann. 

Um aber nicht bei Feinheiten zu verweilen, die für die Ausübung doch 
keinen Nutzen haben, wollen wir den Widerstand an den Wänden der Röhre 
bei Seite setzen, die Röhre gleich weit annehmen und auch blofs auf das Gleich- 
gewicht und den Beharrungsstand Rücksicht nehmen. Um aber zugleich für die 
mathematische Meth od e aus der Aufgabe einigen Nutzen zu ziehen, werde ich 
sie auf die Weise auflósen, über welche ich in einer kleinen Schrift: , Ueber die 
Anwendung der Rechnung mit veränderlichen Grófsen auf Geometrie und Me- 
chanik, Berlin 1821, in der Maurerschen Buchhandlung” geredet habe, und auch 
an diesem Beispicle zeigen, dafs das Unendlich- Kleine nirgend nothwendig ist, 
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sondern dafs auch zu den Anwendungen der sogenannten Infinitesimal- 
Rechnung die blofse Algebra zureicht. 

Es sei AC die Axe, BC die centrische Linie der Röhre, die sich um die 
Axe herumdrehen soll. Die Röhre sei mit Wasser gefüllt, so wird dieses Was- 
ser durch den Schwung ein Bestreben bekommen, sich von der Axe zu entfer- 
nen, z. B. das Wasser in M wird sich bestreben, nach PM fortzugehen. Da 
aber die Festigkeit der Röhre diese Bewegung hindert, so wird das Wasser 
nach der Länge der Röhre ausweichen, und folglich nach M.E hinaufgetrie- 
ben werden. | 

Ausser der Schwungkraft wirkt aber zugleich die Schwere auf das Was- 
ser, und treibt z. B. das Wasser in /M nach der senkrechten Richtung MF nach 
unten. Da dieser Bewegung wiederum die Festigkeit der Röhre entgegensteht, 
so wird das Wasser wiederum nach der Länge der Röhre ausweichen und folglich 
nach WG hinabgetrieben werden. Die Schwere treibt also das Wasser hinab, die 
Schwungkraft hinauf. Sind nun die beiden, aus der Schwere und der Schwung- 
kraft entstehenden Kráfte gleich grofs, so wird das Wasser ruhen und in der 
Röhre durch den Schwung gleichsam sch werlos gemacht werden. Taucht man 
daher die untere Oeffnung C unter das Wasser, so wird das Wasser, wenn man 
die Róhre hinreichend schnell umdreht, bei B mit einer Geschwindigkeit ausflie- 
fsen, die der Druckhöhe des Wassers über der untern Oeffnung bei C zukommt. 
Die Röhre mufs also, wenn die Bewegung in. derselben ohne Hindernifs gleich- 
fórmig vor sich gehen soll, diejenige Gestalt haben, für welche der aus der 
Schwungkraft entstehende Trieb nach oben, und der Trieb nach unten, den die 
Schwere hervorbringt, überall gleich grofs sind. Diese Gestalt ist offenbar nicht 
geradlinig, weil zwar die Schwere überall gleich grofs ist, nicht aber die Schwung- 
kraft, die vielmehr von der Geschwindigkeit abhángt, welche, weil die Winkel- 
Geschwindigkeit dieselbe ist, im Verháltnifs der verschiedenen Entferntngen der 
Röhre von der Axe verschieden ist. 

Es sei 

CP.= x; Pies 9; 

die Geschwindigkeit des Punctes M gleich ».; 

die Schwungkraft desselben nach der Richtung P M gleich u; die Schwere 

gleich 1 : 
so ist nach bekannten mechanischen Regeln 


2 
e 


uU — _—— 


bY 


? 


wo 
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wo 2g gleich 301 rheinländische Fufse ist. Die aus dieser Kraft entstehende 


beschleunigende Kraft, nach der Richtung der Tangente MN, ist u. T die 
aus der Schwere — 1 entstehende beschleunigende Kraft, gleichfalls nach 


der Richtung der Tangente, aber der vorigen entgengesetzt, nach MG ist 


1 u Also muls überall u. RUE LR sein, woraus 
"MN MN MN ; 
| DM 
— ND 
folgt. Da nun VM die Tangente an M ist, so ist, wie bekannt, 
DM-- »:4 
xD 


wo dy die erste Ableitung (den sogenannten Differential - Coefficienten, 
nicht das Differential, nicht etwas Unendlich-Kleines) bedeutet. (Wenn man 
nämlich 

y = fx und x + À statt æ setzt, so ist 





k° 2 k’ 3 
y+äy-ytkdytzdy-tz 3d Ye ; 

woraus die Bedeutung von dy zu ersehen). Es muls also sein u = Fr oder 
udy = 1. 

Nun war u = unc also mufs sein: 

28Y 
e dy —2gy. 

Die Umlaufszeit um die Axe ist für alle y gleich grofs. Sie sei 7 Secunden, so ist 

2my 7e, 





AS - 
woraus e^ = D folet. Also muls sein: 
Am y^ 





dy — 2gy, oder 


d 
2ydy —g Te 








2 
woraus y^ — ENT , oder da y = 0 für æ = 0 sein soll, also Const. 
Sow 


zz 0 ist, 





folgt, welches die Gleichung der Röhren-Linie ist. Diese Gleichung kommt 
einer Parabel zweiter Ordnung zu; also mufs die centrische Linie der 
I. 12 
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Röhre eine solche Parabel sein. | Thr Scheitel liegt in C. Macht man statt 
der Röhre eine offene Schale, mit verticalen Scheidewänden, ‚so muls die 
Schale ein Sphiroid sein, welches durch die Umdrehung der Parabel um die 


Axe entsteht. 
Die Geschwindigkeit, mit welcher die Rôhre umgedreht werden mufs, da- 


mit das Wasser durch den Schwung schwerlos wird, und die verlangte Wirkung 
erfolgt, ist, weil oben 2x y = ze war, e = 227, und weil zufolge der Gleichung 


der Linie 


Ss 2y (STE) E 





= TV (ga) oder x 
e—2 d 


Bezeichnet man die Geschwindigkeit des obersten Punctes B durch « c, und die 
Hóhe AC durch a, so ist y T 
c —2 y (ga). 

Diese Geschwindigkeit ist die des freien Falles von der Höhe a: also mufs die 
Ausflufs-Oeffnung B mit der Geschwindigkeit umlaufen, die ein Kórper durch 
den freien Fall von der Höhe AC, auf welche das Wasser gehoben werden 
soll; erlangen würde. Alsdann fliefst das Wasser bei B mit einer Geschwindig- 
keit aus, die ein Kórper durch den freien Fall von der Hóhe HC er 
würde, die der Tiefe der Eintauchung gleich ist. 


Die Kraft, welche nóthig 1st, die Maschine zu bewenes und folglich dids 
Wasser in die Hóhe zu treiben, làfst sich , mit Beiseitsetzung der Rébund und 
anderer Hindernisse, wie folet, finden: 

Das VVasser fliefst, nachdem es in der Róhre durch den TR schwer- 
los geworden, in derselben mit einer Uu d die der Druckhóhe HC 
zukommt. Es sei 

HC = h. 

Zum Hinauftreiben des Wassers ist also, wenn man will, keine Kraft 
nóthig. Dagegen nimmt die Geschwindigkeit horizontal um die Axe von unten 
nach oben zu. Sie ist z. B. in M, für MP — y, gleich e, in E hingegen, für 
EQ=y+%y, gleich ¢ + Ae und hat also von M bis E um Ac zugenom- 
men. Diese Vermehrung der Geschwindigkeit mufs durch die Kraft, welche die 
Maschine in Bewegung setzt, hery E RCM werden. 

Der Querschnitt der Röhre sei m, 
der Bogen CM = s, also EM — As. 
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Das Wasser in der Röhre bewegt sich nach der Richtung ihrer centrischen 
Lime, vermöge der Druckhöhe HC = h, mit der Geschwindigkeit 2y (gh), 
welche à sein mag, so dafs | 

b=2Y (gh) 
ist, gleichfórmig. Also ist die Zeit, welche das Wasser braucht, um von M 
nach Æ zu gelangen, und welche Az sein mag, 


ME ns 
ÉTAT BOUT pp: 


Während nun das Wasser von M nach E gelangt, soll seine horizontale Ge- 
schwindigkeit e, die an sich im Beharrungsstande ist, um Ze vermehrt werden, 
und zwar die Geschwindigkeit der Wassermasse, die in der Zeit A £ durch die 
Röhre strömt, also der Masse 


mb 4d um. S. 











Also soll die Masse m As in der Zeit At = ee die Geschwindigkeit Ar erlan- 
J 
gen. Dazu ist nach mechanischen Regeln eine bewegende Kraft 
b 
Ae bier ede Ne ER A sate 
2g At. 9 n 2g 
67b. 


nóthig. Wollte man diese Kraft mit der Geschwindigkeit e multipliciren, so 
würde das Moment, welches man findet, kleiner sein als das wirkliche Moment 
der Masse M^ s. Multiplicirte man sie mit der Geschwindigkeit e + Av, so 
würde das Moment gró fser sein, weil die Geschwindigkeit von M nach E zu- 
nimmt. Also wird es irgend eine mittlere Geschwindigkeit e, , zwischen e und 





p + Av geben, deren Product mit der Kraft Boe genau das Moment der 
} A b i 
Masse m As giebt. Dieses Moment also läfst sich durch 2^ 5.5 ausdrücken, 


und es ist, wenn man durch M das Moment dar ganzen Maschine bezeichnet, 
mbe. De 
AN M — MORI 


Da M und ¢ beide nothwendig von æ abhängen, so ist, wenn man 
PO-K 
und in M und e, « +k statt x setzt: ‘ 
AM = kdM+ UM... 


Ne = kde +7 QUNM TIU. 


92 | Crelle, über die Schwung - Pumpe. 


Die mittlere Geschwindigkeit e, liegt, wie gesagt, nothwendig zwischen 
e und e + A e, und ist also irgend ein Werth von o, der zwischen denen 
liegt, die zu æ und zu & 4- k gehören. Bezeichnet man daher durch « eine 
Grófse, die zwischen 0 und k liegt, so läfst sieh e, durch 


e, = e + «de + "ror oan ots te 
ausdrücken. 
Setzt man diese Ausdrücke von ^M, Ar und e, in die obige Gleichung 
PAL io meg ^e. so y man 
28 
* | T 
kdM + LM. ead =F + «do + T de edo Ed es luy, 
oder wenn man mit k dudit. * 
dM+ EM TY Bas a foe )(de + are ) 
7 RU EDI 5 A. - RT D 


Da diese Gleichung für jeden beliebigen Werth yon & Statt findet, so fin- 
det sie auch Statt für k=.0. Dann aber ist auch 2» — 0, weil » nothwendig 
zwischen 0 und & liegt; also giebt die Gleichung, wenn man k = 0 setzt, 








dM — mbedo R 
28 
woraus M = T + Const. folet. Da das Moment M gleich Null ist, für 
e — 0, soist Const. = 0, also blofs 
M = m be 1 
Ag 
pe ar (ga) sein mufste, so ist auch 
M = mb.Ag® Sy, 
4g 
Für die ganze Maschine ist x = AC — a, also das gesammte Moment 
M = mba. 


Durch dieses Kraft- Moment wird das Wasser auf die Hóhe 4H = a — A 
gehoben. Die Masse des in einer Secunde gehobenen Wassers ist, weil es sich 
mit der Geschwindigkeit 5 bewegt, md. Also ist der nutzbare Effect gleich 

mb (a — h). 

Das Moment der angewendéten Kraft war m6 a. Also ist das Moment der 

Kraft, welche verloren geht, mba — mó(a — Ah), gleich 
mb A. 
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Der verloren gehende Effeet mbh verhält sich also zu den übrig bleiben- 
den Effect mb (a — h), wie die Tiefe der Eintauchung der Röhre 4 zu der Höhe 
a — h, auf welche das Wasser gehoben wird. Dieser Verlust ist nur gering, 
denn eine unbedeutende Tiefe der Eintauchung giebt schon eine bedeutende 
Geschwindigkeit des Ausflusses à, weil à die Geschwindigkeit ist, die der Tiefe 
der Eintauchung, als Fallhóhe, entspricht. Z. B., wenn man die Röhre einen 
Fuls tief eintaucht, fliefst das Wasser oben schon mit 2y (g 1) = 2 155 — 
beinahe 8 Fufs Geschwindigkeit aus. 

Man sieht, dafs bei dieser Rechnung nirgend eine Spur vom Unendlich- 
Kleinen vorkommt, sondern dafs sich alles durch die blofse Algebra finden läfst. 

Die Form der Röhre richtet sich nach der Voraussetzung, dafs die Geschwin- 
digkeit der Umdrehung des obersten Punctes B genau c = 2 y (ga) ist. Ist die 
Geschwindigkeit kleiner, so fhefst kein Wasser aus; ist sie grölser, so sind die 
Schwere und die Schwungkraft nicht im Gleichgewicht, sondern die letztere ber 
steigt jene. Alsdann wird die Bewegung des Wassers nach oben beschleu- 
nigt, und die Biegung der Röhre mufs entweder eine andere sein, oder ihr 
Querschnitt mufs von unten nach oben abnehmen. Die Biegung der Röhre zu 
ändern, ist für die Ausübung nicht rathsam, weil man ihr in jedem Falle keine 
veränderliche Form geben kann, wie es für eine veränderliche Geschwindig- 
keit der Umdrehung nöthig sein würde. Da auch der Querschnitt nur unverán- 
derlick sem kann, so: mufs man die Röhre an der einen Seite durchlóchern, da- 
mit bei veränderlicher Geswindigkeit die Luft entweichen könne, oder man muls 
die Röhre an der innern Seite ganz offen lassen, wie in dem Falle der sphiroidi- 
schen Schale mit Scheidewänden. | 

Es lassen sich über diese Maschine, wenn man die Geschwindigkeit grölser 
oder kleiner annimmt, als sie nach den obigen Voraussetzungen sein muls, oder 
wenn man den Widerstand an: den Wänden und andere Hindernisse in Betracht 
zieht, noch mehrere mechanische Rechnungen anstellen, die wir aber, um die- 
sen Aufsatz nicht über die Gebühr zu verlängern, und da sie für die Ausübung, 
keinen besondern Nutzen haben, übergehen. 

Die Art, wie die Maschine in Bewegung gesetzt wird, richtet sich nach 
den Umständen. Man kann. dazu, wie gewöhnlich, jede bewegende Kraft be- 
nutzen, als Wind, Wasser, Dampf, Thierkräfte u.s.w. Das Gerüst der Ma- 
schine mufs natürlich so grofs sein, dafs sich die Röhre, oder die sphäroïdische 
Schale darin frei umdrehen kann, Oben. bei B mufs eine ringförmige Rinne 
umherlaufen, die das Wasser auffängt, und die Röhre mufs umgebogen sein, 
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damit kein Wasser verspritzt wird, ungefähr wie es in der Figur bei B angedeu- 
tet ist. Da die Axe senkrecht steht, so lassen sich vorzüglich zu Bewegung die- 
ser Pumpe, wo es sonst den Umständen nach thunlich, horizontale Windfliigel 
benutzen, was besonders da angehen wird, wo es auf Austrocknung niedriger, 
flacher Ländereien ankommt. Die Flügel können alsdann sogar unmittelbar an 
die Pumpen-Axe befestigt werden, in welchem Falle die Maschine, auch selbst 
bis zur bewegenden Kraft hin, gar keine Räder oder beweglichen Theile hat. 
Ueberhaupt ist die vorzüglichste Anwendung dieser Pumpe, wohl die in dem 
eben genannten Fall zur Abtrocknung von Ländereien, wo es nicht an Raum 
fehlt, die Förderungshöhe gewöhnlich nicht sehr grofs ist, und öfters schlammi- 
ges Wasser gehoben werden mufs. Beim Bauen unter Wasser, oder um Was- 
ser aus Brunnen zu heben, ist sie weniger geschickt, jedoch nicht unanwendbar, 
weil der Parameter der Parabel, nach welcher die Röhre gekrümmt sein mufs, 
willkürlich ist, und die Linie auch sehr flach sein kann, indem es nur -darauf 
ankommt, dafs der obere Punct der Röhre hinreichend geschwind umge- 
dreht wird, und also nur die Winkelgeschwindigkeit hinreichend ver- 
gröfsert werden darf. Ist die Hubhöhe grofs, so mufs man das Wasser Absatz- 
weise heben. 

Das Werkzeug verdient in jedem Falle Aufmerksamkeit, wegen seiner 
Einfachheit, geringen Kostbarkeit, Festigkeit und Dauer. Selbst geringere 


Schäden machen es noch nicht ungangbar, wie Pumpen und andere zusammen- 
gesetztere Maschinen. 
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Einige Nachrichten von Büchern. 


AM der neueren Deutschen mathematischen Literatur wollen wir diesesmal fol- 
gende zwei Werke nennen: | 
4. Eytelwein Grundlehren der hóhern Analysis. Berlin bei Reimer. 2 Binde 
in Quarto, zusammen 1166 Seiten. 


Dieses Werk verbreitet sich mit Klarheit über mehrere wichtige Gegenstände 
der Analysis, namentlich über die hóheren Gleichungen, über die Facultäten, 
über die Reihen, sowohl im Allgemeinen, als über die rücklaufenden, über die Ent- 
wickelung der Reihen, über das Gesetz der Coelficienten, über die Convergenz, Ver- 
bindung, Verwandlung und Summirung der Reihen; ferner über die Kettenbrüche, 
über die Zerlegung der Brüche, über die Differenzen und arithmetischen Reihen 
höherer Ordnung, über die Differenz- Gleichungen. und ihre Zurückleitung, über 
die inexplicabeln Functionen, über die Grölsten und Kleinsten, über das Einschalten 
und über die combinatorische Methode. Es enthält eine reiche Sammlung von in- 
teressanten Resultaten, und unter denselben vieles Neue, oder neue Ansichten: Er- 
läuterungen und Aufklärungen. Es hat für den gegenwärtigen Standpunct der Ana- 
lysis ungefähr die nemlichen Zwecke, wie Eulers znirod. in anal. inf. für den da- 
maligen. Der der Combinatorik gewidmete Theil des Werkes wird ohne Zweifel dazu 
beitragen, diese Methode näher aufzuklären und ihr ihren richtigen Standpunct ın 
der Analysis anzuweisen. Das Werk ist für die mathematische Literatur wichtig, 
und in jedem Betracht des Scharfsinns des hochverdienten Verfassers würdig. 


2. Dirksen Variations-Rechnung. Berlin, bei Schlesinger. 1823. in Quarto. 


In diesem Werke findet man diesen abstractesten Theil der Analysis in seinem 
ganzen Umfange mit grofsem analytischen Scharfsinn abgehandelt. 

Aus Pflicht gegen seinen Herrn Verleger glaubt der Herausgeber seine eigenen 
neueren Árbeiten an diesem Orte nicht verschweigen zu dürfen. 

Es ist im Anfange dieses Jahres in der Reimerschen Buchhandlung zu Berlin 
ershienen: Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, und so eben erschien 
die erste Abtheilung eines Lehrbuches der Geometrie, welche die Plani- 
metrie, die ebene Trigonometrie und Polygonometrie enthält. Beide Lehrbücher sind 
sowohl für Diejenigen, welche sich der Mathematik ganz widmen wollen, als für 
Alle, die ihrer als Hülfswissenschaft bedürfen, vorzüglich aber zum Selbstunterricht 
bestimmt. In der Arithmetik und Algebra ist der Verfasser häufig von dem Ge- 

wóhnlichen abgewichen, und hat diesen Theil der Elemente in dasjenige System zu 
bringen gesucht, welches nach seiner Ueberzeugung der Natur des Gegenstandes an- 
BARRE ist. Obgleich der Umfang des Lehrbegriffs nur wenig den gewóhnlichen Um- 
ang eines Elementarbuchs übersteigt, geht der Inhalt doch bei weitem über die ersten 
Elemente hinaus, Es enthalt z. B. eine schon ausgedehnte Theorie der hóheren Glei- 
chungen, mehreres von den Reihen, und selbst Manches aus der sogenannten Dilfe- 
 rential- und Integral-Rechnung, die nach der Ueberzeugung des Verfassers blofse Al- 
 gebra ist. Das Buch ist in dem Sinne entwickelt, welchen der Verfasser früher in 
seinem „Versuch über die analytischen Facultäten, Berlin bei Reimer, 1823,” angedeutet 
hat, und in welchem er ferner die gesammte Analysis zu entwickeln gedenket. Er 
bereitet einen umfassenden Lehrbegriff der gesammten Analysis vor, dessen Verlag 
die hiesige Schlesingersche Buchhandlung übernommen hat. Dadie gesammte Ana- 
lysis im Zusammenhange noch nie von einem und demselben Verfasser systematisch 
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und nach gleichen Ansichten. abgehandelt worden ist, so hofft der Unternehmer, dafs 
seine Arbeit auch schon deshalb nützlich sein werde. | 

Der Lehrbegriff der Geometrie, von welchem die erste Abtheilung erschien, ent- 
halt ebenfalls viel mehr, als die gewóhnlichen Lehrbücher, z. B. Näheres über die 
Vielecke, das Nóthigste über die Transversalen, die Anfange der analytischen Unter- 
suchung der Lage der Linien und Ebenen, das Nóthigste über die Puncte der mittlern 
und kleinsten Entfernung, eine etwas weitere Ausführung der Trigonometrie und 
eine in gewissem Betracht vollstándige Ausführung der Polygonometrie. Dabei hat sich 
der Verfasser der gröfsten Strenge, so wie der grölsten Einfachheit und überall einer sy- 
stematischen Zusammenstellung befleifsigt. Der zweite Theil dieses Buches, welcher de 
Stereometrie und sphärische T'rigonometrie enthalten soll, wird in Kurzem nachfolgen. 

Von den neueren Producten der mathematischen Literatur in anderen Sprachen 
nennen wir diesesmal nur: 


Poncelet traité des proprietés projectives des figures, Paris, chez Ba- 
chelier. 4. 1822. | 


weil dieses Werk mit einer Abhandlung in dem gegenwürtigen ersten Heft dieses 
Journals, nemlich mit der Abhandlung des Herrn Steiner S. 38 etc. in einer ge- 
wissen Verbindung steht. Der Inhalt des Werkes ist für die Geometrie von dem 
höchsten Interesse, denn es enthält des Neuen, sowohl in der Methode als an Ge- 
genständen, viel. Unter Projection der Figuren wird ihr perspectivisches Bild 
verstanden, das heifst, die Figur, welche auf einer beliebigen Ebene oder auch auf 
einer Fläche entsteht, wenn man mit derselben die geraden Linien aus dem Auge 
nach den verschiedenen Puncten der gegebenen Figur schneidet, Und vermittelst der 
Kigenschaften des perspectivischen Bildes, welches häufig einfachere Gesetze hat, als 
die gegebene Figur, wırd diese letzte untersucht. Wie fruchtbar diese Methode sein 
müsse, kann man aus folgendem. einfachen Falle abnehmen. Man stelle sich zwei 
gerade Linien in einer Ebene vor, die in eimen Punct zusammen laufen, und mehrere 
andere gerade Linien in der nemlichen Ebene, die ebenfalls alle in einen anderen Punct 
zusammen laufen und jene beiden schneiden. Die Durchschnitte der Linien werden 
eine Reihe aneinander liegender Vierecke bilden, die ganz unregelmäfsig sein können. 
Zieht man nun in jedem dieser Vierecke die beiden Diagonalen, so liegen die Durch- 
schnittspuncte der Diagonalen in einer und derselben geraden Linie. Wenn man die- 
sen Satz auf die gewöhnliche Weise durch ‘Transversalen oder aus der Aehnlichkeit 
der Figuren in der Fbene beweiset, so ist der Beweis ziemlich weitläufig. Durch 
eine perspectivische Projection hingegen ist er ungemein leicht. Man lege nemlich 
eine andere Ebene gegen die gegebene so, dafs sowohl die geschnittenen zwei Linien, 
als die sie schneidenden unter einander parallel sind, welches allemal angeht, so sind 
die Bilder der schiefen Vierecke der gegebenen Figur auf der neuen Ebene offenbar 
lauter Rechtecke; und dafs die Durchschnittspuncte solche aneinander liegende Recht- 
ecke in eine und dieselbe grade Linie fallen, ist fast an sich selbst klar. Das Werk 
des Herrn Poncelet entwickelt eine Menge interessanter und neuer Sätze, sowohl 
von der geraden Linie ın der Ebene und den damit umschlossenen Figuren, als von 
den sogenannten Kegelschnitten. Mit der obigen Abhandlung steht das Werk deshalb 
in Beziehung, weil der Verfasser der Abhandlung, Herr Steiner, und Herr Poncelet, 
beide, ohne von einander zu wissen, an dem nemlichen Gegenstande gearbeitet und 
mehrere gleiche Resultate gefunden haben. Herr Poneelet hat, wie er in der Vorrede 
seines Buchs erzählt, seine Untersuchungen als Kriegsgefangener zu Saratow in Rufs- 
land, entfernt von aller literarischer Gemeinschaft, Eniesellt, und Herr Steiner hat, 
wie der Herausgeber von ihm vernommen, ohne Herrn Poncelets Arbeiten zu ken- 
nen, mehrere Resultate desselben ebenfalls gefunden, ist aber zum Theil noch wei- 
ter gegangen. Herr Steiner ist im Begriff, seine Resultate zusammenzustellen, wovon 
ein gröfseres, interessantes Werk zu erwarten ist, 
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Bemerkungen über. die Form der Wurzeln algebraischer 
| dona Gleichungen. 


(Von Herrn. Louis Olivier.) 


x 
Diewasen einer en un: z. B. der Gleichung 
| BD, % pv "+p,® De dor Tp,=0 , 
sind nothwendig Functionen der Coefficienten p,, p,, p, ...... p, wie 
| mg —f(pospoPoÓe "PE 


wo f ein Functionszeichen ist. Die Zahl der Wurzeln ist 7. 
Entwickelt man den Ausdruck von a nach den Potenzen und Producten der 
Grófsen p opos py sss «pa, nemlich wie 
q — a + Bp, +dp,' etc 
TYP, F EPP 
sets ih ce POLE +p, 


so sind die Codffidtenten a, B, y, Ó etc. von p,, p,» Rap e p, unabhängig 
und nur aus absoluten Zahlen zusammengesetzt. ‚Aber die Grófsen p,, p,, p, 
; Lig e LN p, haben sámmilich nur einen Werth, während x, 7 verschiedene 
Werthe haben kann. ' Daraus folgt, dafs die Coefficienten a, 6, y, ó etc. 
Wurzel-Gröfsen enthalten kónnen. Dergleichen Wurzel-Gröfsen können 
allemal auf die Wurzeln ‘von Eins gebracht werden, und ihr Exponent kann 
nicht gröfser und nicht kleiner sein, als 2: denn sonst würden, unabhängig von 
jeder besonderen Bedingung, mehr oder weniger als 7. verschiedene Werthe von 
x Statt finden kónnen; welches nicht der Fall ist. | 

Es mufs also umgekehrt æ nothwendig eine Function, nicht allein von den 
Coefficienten Pas Peet Dass t? p' der gegebenen Gleichung, ‚sondern auch 
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à | 
von der Wurzelgrüfse y/ 1 sein. Der allgemeine Ausdruck der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung vom z'*? Grade ist also: 


d e pu Pis uidens piu. ji 


n 
Dieser Ausdruck kann z verschiedene Werthe haben, weil Y°1 so viele ver- 
schiedene Werthe hat; aber nicht mehrere. 


2. 


Entwickelt man diesen Ausdruck von zc, statt nach den Potenzen und Pro- 
ducten der Coefficienten p,, p,; p, --..-. p,, vielmehr in eine nach den Po- 


tenzen und Producten der Wurzelgröfse Y4 fortschreitende Reihe, so ist leicht 
zu sehen, dafs diese Reihe nie mehr als 2 Glieder haben kann, welchen von den 
n Werthen der Wurzelgrölse y/1 man derselben auch beilegen mag: denn alle 


Potenzen der verschiedenen Werthe von ¥ 1, von höheren Exponenten als 7, 
sind immer anderen Potenzen dieser Wurzelgrüfse gleich, deren Exponenten klei- 
ner sind als 7. Die entwickelte Reihe wird also immer folgende Gestalt haben: 


a=e,Vite(¥1) +e, (Wash ee usse (Vi) REED 
3. | 


Giebt man in diesem Ausdrucke von + der Wurzel-Grölse V 4 der Reihe 
nach ihre 2 Werthe, die sich pets der bekannten Eigenschaften der Wur- 


Bot 


zeln der Einheit durch ia, ya 22... 0172, 1 ausdrücken lassen, so findet 
man folgenden Adr Ee n "d der EE Gleichung: 
x n—1 
zw =e, iR "If te M- e, tees ni, x MEN OC n 
2 à £n—2 
qd, =e, 1 4o; de: acer 422 Dit. a gon EOD Ui 
J s dxb»eagre TET 
S or m an ee Es Am ie ne gy tons SS 
. 9* 5» * + + o0 n ? + + + ee 9 Le E oe... 9 © „said . * * * + * + 9? © € EN n +. + ? 
Cros Te deno H- Pole, Lanask notsBleo A Bol 
Qa =e, +o, HP, 2 ete 070, oF my 
AN 


Wenn 7 eine Primzahl ist, so werden die Coefficienten einer und der- 
selben Grófse ¢,, e,, e, etc. in den Ausdrücken von Ds U a. 
immer unter einander verschieden sein. Ist 7 eine zusammengesetzte Zahl, 


so können die Coefficienten von ¢,, ¢,, e, etc. in mehreren Werthen von a wie- 
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derkehren: In allen Fällen aber wird die Summe der Coefficienten jeder Gröfse 
0,5 €;, €, etc. gleich Null sein; denn diese Summe ist immer die Summe aller 
Wurzeln der Einheit, deren Exponent n oder ein Theiler von 7 ist. 
Dieses giebt 
a deorum la a Toc, =ne 

. Nun kann man jede Gleichung in eine andere verwandeln, die kein z wei- 
tes Glied hat, oder in welcher die Summe der Wurzeln Null ist. Also kann 
man immer machen, dafs | 
| ne = 0 oder 6, =0 
ist. Dadurch reduciren sich die obigen allgemeinen Ausdrücke der WVurzeln 
einer Gleichung vom nt Grade auf 


| Ha K: 3 taal 

ire =. 3i 
x, =», ie Wr kee den "gi Coe EMER de pum 

2 ni 6 en? 
9,1" +e, in A ESS inis vs SLR NE 

3 6 9 3n —3 
mov cR um Pera E P Tus, QUE, “oe EH US 

n-1 2n-2 3n-3 (n-1)* 
2 wees diy rts pads nre 1 Bg md UNT AE: 
X. =, ey f PE nn 5H MP 


Alan sieht daraus, dafs die Ausdrücke der Wurzeln immer auf Summen 
von n — 1 integrirenden Theilen reducirt werden kónnen. 


5. 

Die Grófsen ¢,, ¢,, €,,...... €, ,, Welche in den Ausdrücken von æ vor- 
kommen, sind in m der Reihe du mit alien Wurzeln von 4 multipli- 
cirt, deren Exponent n oder ein Theiler von z ist, und jede Grölse e,, &,, €; .... 
kann nur einen Werth haben, weil nur n verschiedene VVerthe von x Statt 


finden. -Daraus folgt, dafs e,, e,, e, ... ... e _, nothwendig die Zahlenwer- 
the (ohne Rücksicht auf da Zeichen AD) der Wurzeln, mit n oder 
einem Theiler von 7 zum Exponenten, von anderen Grölsen u,, u,, u, +++ -- 


sein müssen, welche Functionen der Coefficienten der gegebenen Gleichung sind. 
Also kónnen die VVurzeln der gegebenen Gleichung, wenn n eine Primzahl 
ist, auch auf folgende Weise ausgedriickt werden: 


n n n » 
BV uo Yu Ru eee + Vus 
und wenn z z. B. m zum Theiler hat, durch 
m m m 9 
v-—yuc-yu,-yu, T SENI BS zul uu 
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Dieser allgemeine Ausdruck von & giebt: die: 2 verschiedenen Wurzeln der 
arene Medicis wenn: man die Zahlenwerthe der VVurzel- Grölsen 


V 3 v. u, etc. und Y hs, Y u, etc., den Ausdrücken von (S. 4) gemäfs, der 
Reihe nach mit den Wurzeln von 1 multiplicirt. 
| | | ne | 

Da beliebige Grófsen immer als Wurzeln einer algebraischen Gleichung be- 
trachtet werden können, deren Exponent der Zahl der Grófsen gleich ist, so kann 
man dien — 1 Grófsen ¢,, ¢,, 6, .... €, ,, oder auch die Grófsen u, u,, 
Us. tt, als die Wur An einer Gleichung vom Grade n — 4 ansehen, z. B. 
als die Wurzeln der Gleichung 


n-—1 


u Qu "du Mos il. 
Die 2 — 1 Coefficienten g,, 955 q, «e q,.., dieser Gleichung sind noth- 
wendig Functionen der z; — 1 Coefficienten der gegebenen Gleichung p,, p, . 

-+ Pa-ı (p, ist gleich Null angenommen), weil die integrirenden Theile D y U}, 
TAI Ue u,_, der Wurzeln der gegebenen Gleichung, welche die Wurzeln der 
auflösenden Gleichung in u sind, nur von diesen Coefficienten abhängen. 

Findet man also, dafs die integrirenden Theile u,, u,, u, ...... uU, ,der 
Wurzeln. der gegebenen Gleichung in den Ausdrücken dieser Wurzeln nach 
Belieben untereinander verwechselt werden kónnen, so werden sie nothwendig 
die Form der Wurzeln einer Gleichung vom Grade 7 — 1 haben. : 

Gelingt es, die Coefficienten g,, gs qs dedu gJ,,_, der auflösenden Glei- 
chung in u durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung auszudrücken, so 
làfst sich die gegebene Gleichung vom Grade 7, Mi: iol einer Gleichung vom 
Grade ek auflösen. | MI 


rd 
Multiplicirt man in den Ausdriicken (S. 4.) v mit 15, m, mit f5, c, mit 


ia n etc., so gehen die Coefficienten der Glieder, ‚welche e, enthalten, in diejeni- 

gen mit o,, die Coefficienten der Glieder, welche v, áthisdtonl in diejenigen mit 

p,, U. S.-W. ran die Coefficienten der letzten der sind sämmtlich gleich 1. 
Nimmt man also die Summe aller Producte, so findet man : 


1 2 3 1l 
ty 10 modnm dme JS mirae, 
g "T 6 
Multiplicirt man a, mit 1", æ, mit 1», &, mit 1™ etc., so gehen die Coef- 


ficienten der Glieder, welche e, enthalten, in-diejenigen mit e,, diejenigen mit 
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e, in diejenigen mit »,, u. s. w. über. Die Coefficienten der Glieder mit e, sind 
sammtlich gleich 1. Die Summe aller Producte ist also alsdann 


A Ban an 2n 
2/17 qp M E : mE {a —né, LA. 
Fahrt man auf me Weise fort, so findet man 
2 3 
T, TEES 1? + a, I Ur Dp. 


Pa 


e, 1 + a, 12 +b m, in. sé ha, — ne 


1-22 
.$ 


À ix sos m X asi E IM^ sue, V Citi nm quen 
Qoid PA lc lob ona nest ds v 

Diese Ausdrücke stimmen mit denen cine von welchen Lagrange in 
seinen Untersuchungen über die algebraischen Gleichungen ausgeht. (Man sehe 
Not. XIII. seines Werks: Traité de la resolution des équations numériques.) 
Die gegenwärtigen Grölsen u,, u 
durch 7°, 7^, z^ etc. bezeichnet. | 
Die Voraussetzungen yon Van dermonde in seinen Untersuchungen über 


u, sind die nemlichen, welche Lagrange 


2? 


die Auflósung der algebraischen Gleichungen stimmen ebenfalls mit unseren Aus- 
drücken. Vandermonde setzt im Wesentlichen: 


1 
[LR à (v, Ae m Rm, 


n d = 
+i Y (m, b la, +1 2, TU E enm 


n 2 E. 
V (2, + 1*2, 4-10, Lu. ce + a) 
etc. Das heifst | 


=, (up e Mila a io aucti we): 


welches mit Boa set Ausdrücken (S. 5.) übereinstimmt. 


8. 


Da sich die Auflósung einer gegebenen Gleichung vom Grade z auf die Un- 
tersuchung einer auflósenden Gleichung vom Grade n — 1 zurückführen 
lafst (S. 6.), so kommt es darauf an, die Coefficienten der auflósenden Gleichung 


OG. DER OAD gi durch die nm — 1 Coefficienten (ey Ti 


p, der ge- 


gebenen Gleichung auszudrücken. Hierbei giebt es drei Fälle: 
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Erster Fall Die Grofsen ¢,, e,, e... 5.2. 6,:,, welche-in den Aus- 
drücken der Wurzeln der —! Gleichung (S. 4.) vorkommen, kónnen auf 


n-1 


gleiche Weise mit den Wurzeln der Einheit, re n Tt d : .17 ver- 
bunden sein, so dafs sie sich untereinander nach Belieben vera lassen, 
ohne dafs man andere Ausdrücke, als die von x, findet. 


Setzt man in diesem Falle die obigen Ausdrücke von æ,, æ,. 
jenigen der Coefficienten der gegebenen Gleichung p,, p,... +++ p,, nemlich in 


v, m, x, D, eb mL aee mp 
I, Me TT OUT ES PRIOR A ONE 
x, T, X. ot [pity me p, 


oder auch in die Ausdriicke anderer behebiger symmetrischer F unctionen der 
Wurzeln der gegebenen Gleichung, z. B. in die Ausdrücke der Summen der 
Potenzen der Wurzeln bis zur nt™, welche sich bekanntlich rational durch die 
Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen, so werden die Aus- 
drücke mit 9,, &,, €, ...... ®,.,, Welche man findet, nothwendig die Grófsen 
7, is erg poU symmetrisch enthalten. Und weil umgekehrt. belie- 
bige symmetrische Functionen der Wurzeln einer Gleichung durch die Coeffi- 
cienten der Gleichung selbst ausgedrückt werden kónnen, so lassen ‘sich die 
Cofficienten 9, fg, i... q,-, der. auflósenden Gleichung finden. Die Gröfsen 


0,5 0,++.+0,_, sind alsdann die ntea Wurzeln ihrer Wurzeln u,, U,.... U,_,- 


Man mufs übrigens die Coefficienten der Gleichung in u, und nicht diejeni- 
gen der Gleichung in e berechnen; denn der erste Coefficient dieser letztern 
würde e, +6, -e,......+he,_,, das heifst, gleich einer der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung selbst sein, und man würde nichts gewonnen haben, weil 
die Gleichung, aus welcher dieser Coefficient sefunden werden mülste, von dem 


nemlichen Grade sein würde, wie die gegebene Gleichung selbst. 


Es ist leicht zu sehen, dafs die pes etrische Verbindung dnd n — 1 in- 


tegrirenden Theile ¢,, e,.... Ur pilae der gegebenen Gleichung 
2 not ply 
mit den n — 1 Wurzeln der Reber: st 4, {ee Bear 2n "^. nur bei den 


Gleichungen vom zweiten und dritten Grade Stat findet. ; Denn die, Zahl 


der Verbindungen der n — 1. Grölsen O15 Pres 
ch 2 3 


TR Las und der n — 1 
1-1 


Wurzeln 1", 1n, 4n Late dr 1 n jist (n — 1) (n — 2) "n 8) 4 - td Die 
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gegebene Gleichung hat aber nur n — 1 zusammengesetzte Wurzeln, denn 
die letzte ist blos e, + e, + e, + Pant Also muls 

(nn NO pete EAN, se P 1=n—1 
sein, und dieses ist nur fürn = 2 und' n = 3 der Fall. | Also findet der gegen- 
wärtige erste Fall der Berechnung der Coefficienten der auflösenden Glei- 
chung nur fiir die Gleichungen vom zweiten und dritten Grade Statt. 


Zweiter Fall. Wenn die n — 1 integrirenden Theile v, "i an AR 


, der Wurzeln der gegebenen Gleichung mit den n — 1 "Wurzeln ate 
q 2 n-1 
Einheit 12, 42.,..... 1». nicht symmetrisch verbunden sind, welches für 


höhere Grade als den dritten immer der Fall ist, so kann man andere symme- 
trische Ausdrücke der gesuchten Wurzeln willkürlich annehmen. Dieses ist im- 
mer erlaubt, weil die Form der allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln der gege- 
benen Gleichung line ir ist. 


Die Bedingungen, welche dergleichen, für die VVurzeln der gegebenen Glei- 
chung willkürlich angenommene symmetrische Ausdrücke erfüllen müssen, beste- 
hen blos darin, dafs sich die a — 1 integrirenden Theile, aus welchen sie zu- 
sammengesetzt sind, nach Belieben müssen. verwechseln lassen, ohne dafs man da- 
durch aus den Ausdrücken der n Wurzeln +, æ,, x, .. a, hinausschreitet, 
und dafs die Summe der Ausdrücke der 2 Wurzeln immer sc diete Null ist. 


Es ist leicht zu sehen, dafs diese Bedingungen erfüllt werden, wenn man 
in den Ausdrücken der 2 — 1 ersten Wurzeln, der Reihe nach, je einen der 
n.— 1 integrirenden Theile mit einem willkürlichen Zahlen - Coefficienten. multi- 
plicirt, die letzte n° Wurzel aber der Summe: der n — 1 vorhergehenden, ne- 


gativ genommen, gleich setzt, das heifst, wenn man setzt: 


DZ, Ar € E Se à: di ay he à + kz,_, 
gez A. tr zu +kz,,+2., 
m. —— 2, +2 TOU APER. EO LEM 


ML EUG, ad 2: cor mabe A codices | 

a, =— We faci?) han: enitn 
In diesen Ausdrücken kónnen die Grófsen z,, 2,, 2, :*....2,_,, Wie man 
sieht, untereinander nach Belieben vertauscht werden, ohne dafs man aus den 


Ausdrüchen der Wurzeln herauskömmt, und die Summe der Wurzeln «,, &,, 
2,229... 2, ist gleich Null. Den Coefficienten & kann man willkürlich anneh- 


3 
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men, ausgenommen gleich 0 und. 1, weil 0 und 1, 

und z, = (n — 1) x, oder 3 "vo 
2, =, dA EG. rg 

pm, 13 CEP e nr Plus 20 

etc. geben. 2s m auch leicht einzusehen, dafs nur einer der integrirenden 

Theile der Wurzeln mit einem willkürlichen Coefficienten multipheirt werden 

kann. Denn verbände man mehrere Theile mit willkürlichen Coefficienten, so 

entstinden mehr als n verschiedene Ausdrücke von x; wegen der möglichen Ver- 


m TA. TAL 


tauschungen der Coefficienten und der Grófsen, mit welchen sie mulüplicirt sind. 


Substituirt man nun diese Ausdrücke von x in beliebige symmetrische Func- 
tionen der Wurzeln »,, $,, 2, ........ $4, deren Werthe aus den Coefficien- 


n? 


ten der gegebenen Gidichund defäliden werden können, und es gelingt, ‘aus die- 


. . . nt X n 
sen Functionen andere symmetrische T'étietiotien! vont 279 725; PIR -—! 


aus 
welchen sich die Coefficienten einer auflösenden Gleichung | a 


(y x4) + AUN NN Ao u 


abnehmen lassen, zu finden, so lassen sich die Werthe der für x angenomme- 
nen integrirenden Theile z,, 2, ..... . z, berechnen. 

Uebrigens lälst sich dieses Verfahren auch auf die Gleichungen vom zwei- 
ten und dritten Grade anwenden. 


Dritter Fall. Hat das Verfahren des zweiten Falles keinen Erfolg, weil 
man vielleicht, indem man die Coefficienten der au flós enden Gleichung sucht, 
auf Gleichungen von höheren Graden, als die gegebene Gleichung selbst, stilst; so 
mufs man die Coefficienten der auflósenden Gleichung 

2 0 u, FU US VU uiv oU ote ust | 
4Gg,-—uu, "cuu..... "Puul.i sl... 
—6G,-u, ven vida nn 


E ni FU U Uy eo ee ee eo où ee a note ot o Us 
vermitielst der reciproken Ausdrücke von u durch « (S. 7.) berechnen. Diese 
Coeflicienten werden aus symmetrischen Functionen yon a, 2, ..... æ, zu- 
sammengesetzt sein, und die Aufgabe ist: diese Functionen aus den. Coefficienten 
der gegebenen Gleichung zu finden: | Dieses ist das Verfahren von Lagrange, 
am Schlusse von Note XIIL seiner oben erwähnten Abhandlung über die Glei- 
chungen. (Man sehe Nr. 22. und 58. dieser Note. ) 


Auch 
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Auch kann man umgekehrt die Coefficienten der gegebenen Gleichung 


Tp,-—ac,mx,d- 2,2, X Ass RE +2, cm, S VIA, 
"mp = LT, x, x, sta tale TO + TZ, x, x, HUE le 
Ep, = 4,0, x, t, NEE a PAR SE x 


durch Substitution der allgemeinen Kusfhrücke VOD sm, Vans TENERA 


MM. 9423 (S. 4.) berechnen. Dieses giebt n — 4 Gleichungen zwischen den 
noit Golson) he el. £,.,, aus welchen dann diese 7 — 1 unbekannten 
Grölsen entwickelt werden müssen. 


d 


Wir wollen diese Bemerkungen auf die Gleichungen vom zweiten, dritten, 
vierten Grade u. s. w. anwenden. 


I. Es sei die Gleichung vom zweite n Grade 
x + p,-—0 
gegeben. Die Wurzeln dieser Gleichung werden nur 2 — 1 — 1 Glieder haben, 
und, den allgemeinen Ausdrücken der Vypizen (S. 4.) zu Folge, yon der Form 


T, =U, 4 FEM ai u, 


Bi p 


ch tol 


xv, =u, Q1 =+u, 


sein. Nun ist x, v, = Po also ist —u,”. 4- u,* = p,, woraus — u, = p,, also 
= y — p, folgt. Dieses giebt 

| HE YTT Y P. und 

ur e d re Pa: 


tol= 


welches bekannt ist. 
IL Es sei die Gleichung vom dritten Grade 
4 + p, & +p, 0 


gegeben. Die Wurzeln dieser Gleichung werden 3—1=2 Glieder haben 
und von folgender Form sein: 


4 2 gs id ics 
q,-0,1?*-4-,. 45 3 .1?^-4-u..1 
£ t Ft à E $ 
d gx LT Eg Lum? FOUT 
ta 1 
T,=P?, +e, À té ml: er 


A. Die Gleiche vom dritten ‘Grads ist in dem ersten Falle (S. 8.); denn, 
wie man sieht, sind i in den Ausdrücken yon x,, æ,, %, die Grófsen e, und e, 
oder u,' Ed u, * auf jede mögliche Weise mit den Wurzeln von 1 MN. 

Substituirt! man die Ausdrücke von æ,, ,, 


ten der gegebenen Gleichung, nemlich in 
I. 14 


x, in diejenigen der Coefficien- 


106 Olivier, über die Form der Wurzeln algebr. Gleichungen. 


+p7,=2,0, +8,02, + ©,%,, und 
er er st Mis 
so findet man, nachdem reducirt worden, 
No 
p,— — (ej + e), oder 
p, = 20u/u, 
Ps lins (u, "B u, ). 


Dieses giebt 


2 4 B 
p. =u,’ +2u,u,+u und Fp, ——4u,u,, 
3 
2 4 "A sise 
also V (p, c APs) Sum Uy 


Daraus folgt 
— p, - Y (pj + d; pj) = 2u, und 


AURIS LA Y (p + à p;) — 2. 
Die Grófsen u, uud u, haben, wie man sieht, in der That die Form der 
Wurzeln einer Gleichung vom zweiten Grade; dem (S. 6.) gemäfs. 


Substituirt man die Werthe von u,, u, in die obigen Ausdrücke von z,, x,, 


&,, so findet man 


so IS pty nt) | e v [mm 0] 
2, — PY] — Eat A ps) | i| m (ie bP | 
x, ;- Ip, V p d p? )] + "E ipt zo 


Dieses ist die Cardanische Regel. 


B. Wenn man statt der Coefficienten der gegebenen Gleichung, z. B. 
die Summe beliebiger Potenzen ihrer Wurzeln berechnen will, so 
findet man nach der nóthigen Reduction: 

v, +2, +x, =0 | 
mi Ti ra be) Ge lii Uy, | 
S, +2, +a, —=3(0 +e))=3(u, + u,). 
Nun ist die Summe der Quadrate der Wurzeln, wie bekannt, gleich 
— 2p,, und die Summe ihrer Würfel gleich — 3 p, , also ist 


1 
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d dh ee 
p,——3uj uj, 
p,—— (u, + N wie oben. 
C. Wollte man auf die Gleichungen vom dritten Grade das Date (Zwei- 
ter Fall S. 8.) anwenden, so müfste man 
Go. "Let Lk, 
Gee hee z, 
&, a. + qr. 1) (z, + 2,) 
setzen. In lesen AusdeBelcdni lassen sich z, und z, ich Belieben unter einander 
vertauschen, ohne dafs man aus den Ausdétiééli Hebatialloiinve Sie geben 
p,- — (I rhGH) — (KAR 1) z, z, und 
p, — ( -F 1) [EG +) HR Her N) 22 Gs e 2). 
^ man die beiden unbekannten Grófsen z, und z, als die VVurzeln 
einer Gleichung vom z weiten Grade, so mufs man 4 einen Les Werth ge- 
ben, dafs die Glieder, welche z, + z, enthalten, verschwinden; denn weil 2, +2, 
multiplicirt mit — (k + 1), einer von den Werthen von x selbst ist, so würde 
man, wenn man einen andern Werth von k annähme, bei der Berechnung der 
Coefficienten der auflósenden Gleichung vom zweiten Grade, auf eine Gleichung 
vom dritten Grade stofsen. Man mufs also 
ke +k+1=0 
setzen. Dieses giebt nach der nóthigen Reduction wieder die Cardanische Regel. 
III. Es sei die Gleichung vom vierten Grade 
vp d-p, 2 --p,—0 
gegeben. 
A. Die Wurzeln dieser gchons werden 4 — 1 = 3 Glieder haben. Sie 
werden von der Form 


| pf de 1* +o, 1" 


a. if 
xv, =e DEDE E 
M = 0; 1* + e, ^ elt 
que "Pup. M sero. 


Tus 
4 


1 2 
= zpoy — 14, 1° =— fund t* — -E V — 1 ist, von der Form 
x = + v —1 PP, Tri 


X 


sein, oder weil 1 


$ 


æ, = — Eger geli mee 393 
a,=—- ¥—1.6, otf —1.e, 
Ue d- PEST th « "P 


13: 
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B. Die Gleichung vom vierten Grade ist in dem Falle II (S. 8.). Denn 
die Grófsen e,, ¢,, ¢,, sind nicht symmetrisch mit den vierten Wurzeln von 1 
verbunden, indem diese Wurzeln zweiten Wurzeln von 1 gleich sind... Um 
daher symmetrische Ausdrücke der VVurzeln zu bekommen, setze man 


dices z,+ 2, + kz, 
gi, = gcn Lc n Z, 
mus kz, + z,-- z, 
x, = c (2-2) (2, 2, His). 


In diesen Ausdrücken lassen sich z,, z, und z, nach Belieben verwechseln, 
ohne aus den Ausdrücken herauszugehen. 
Setzt man die Ausdrücke in diejenigen der Coeffitienten der po 
Gleichung, nemlich in 
+p, 6,0, TA 4, FL m, FALL HAL, a, x, 
—p, = 4, 2,0, FALL, Ua, LA HT, TE, 
"FP, "ub Mi rs xd 
so findet man 


p.—— I = 11 - 2| bee + ze d- 1 
—(k+ D [+ 1 + 4l [^ z, «2,2; E, z, |. 
p, 2(k +1)’, Mz +2 
+(k+1) | (4-1) Ee 2 He, °2,4+2, "2,12, °2,-2, 2,2, ‘2, | 
+2] +1) + 341) + 4] 2, a; 
p. — (ka 2) k [= + 2, + z, | 
—(k+2)(k + 1)° [= Hs, 2,7 z, 2, 2, 2200 +2,°2,| 
—(k+2)(k-+ 1) (AH — (+ 1) + D PERS 22-2, 2,2, 42, 2,2, | 
—2((k + 1)’ — x) DX + 2,72," ats]. 
wo man den Coefficienten & nach Gefallen annehmen kann. 
Setzt man k + 1 — 0 oder 
k=—1, 
so reduciren sich die Werthe von p,, p, und p, auf 
Pa = — 2," +2, zy) 
Pp, = + 82, 2, Z, 
D2, hz, +2 — 2(2,% zu! + n! 2,52, 2), 
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und die Ausdrücke von æ,, æ,, &,, a, auf 
I, riding oz, 
Pyrite uh. 
Beret Ete 


X 7%, Sa “7&5. 


Daraus lassen sich z,, z, und z, finden. Denn die obigen Ausdriicke von 
P,» p, und p, geben jetzt 
= @ +4, i) 
—4p,7— 2, z, 2, und 
1 Gp, — p Sr Zi £i La Dye 2, zn PAM 
und z,*, z,* und z,” lassen sich als die drei Wurzeln der Gleichung vom drit- 
ten Grade 
3 2 
(2°) - ap, (2) FIG PIE) ap = 0 
betrachten. 
"Diese Auflösung der Gleichungen yom vierten Grade kommt, wie man sieht, 
mit der Eulerschen überein. 
€. Wollte man die Ausdrücke (4) von z,, »,, æ, und x, beibehalten, so 
würde 
Pp, =— 2(ej + 2o, ,) 
By is ERN ee) 
MET (0, " e,) P Zn (e, E. 4, 0.) 


sein. 
Die unbekannten Grófsen e,, ¢,, e, kommen in diesen Ausdrücken nicht 


symmetrisch vor. Aber wenn man daraus durch Elimination e, nimmt, so findet 
man genau die nemliche Gleichung vom dritten Grade, welche oben z^ gab. 
In der That kommen die Grófsen z, und z, in den Ausdrücken von z,, æ,, v, 
und x, (A und B) gleichförmig vor. 

Man kénnte auch beliebige andere symmetrische Functionen der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung, z. B. die Summen ihrer Potenzen berechnen. Aber 


das Resultat würde nothwendig das nemliche sein. 


IV. Es sei die Gleichung vom fünften Grade 
apa) dpa pvp; 
gegeben. 
A. Die Wurzeln dieser Gleichung werden 5 — di — 4 Glieder haben. 
werden von der Form - 


Sie 
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o — e, +o, to, 15 Ho, 43 
v, = 0, Pe 1? He e, 45 4e e, 4 
Xx, =, 15 4-0, 15 +o, 1? +0, 15 
m, — e, bo 15 +o 15 2- v, 13 
D, = "For er, HP, sein. 
B. Die Gleichungen vom fünften Grade sind in dem Falle II. (S. 8. ). Die 
Gröfsen ¢,, e,, ©, e, sind mit den fünften Wurzeln von 1 nicht symmetrisch 
verbunden. Man mufs also, um symmetrische Ausdrücke zu bekommen, 


T, = + Z + LÉ 2 + kz, 
i + 2, + 2, EXE + z, 
T, = + Lir un zd 2 
qp, = -- kz,-d- 2,+ 2,+ 2, 
x, == —(k+3) (2, + 2, + z,-- z,) setzen. 


C. Wenn man diese Ausdrücke in diejenigen der Coefficienten der. gege- 
benen Gleichung setzt, so findet man nothwendig Ausdrücke, die nach ; z sym- 
metrisch sind. yos 

Wir wollen der Kürze wegen die NS von MOMS wie z,, 2, , etc. 
durch s, z, die Summe von Grölsen wie z,*. £s zb. DOS n ANS C i 
durch s,,,2 u. s. w. bezeichnen, so dafs die Aen s der gegebenen 
Gleichung 

HD, = 51,12 
— Pa Si; 1,1 
T m Po TT “91, 4,4,40 
— p, = — $1,1,1,1,10 
sind, so findet man, nach den nóthigen Réductionen, 
p=— (Er 3k + 6) 52 
— (K+ 8k +11) s,, uz 
p,=t GE + 9k + 8) 52 
+ (kh + 8k’ + 26k +25) $,, iz 
+2 k + OK + 24k + 26) 5,1,12 
Pp, = — 3 ke + 3k + 1) 5,2 
— (2h + 13k? + 28k +17) 53,42 
— (kh + OR 438k +73k +59) 524,42 
— (Al? + 20k + 38k +28) 5 22 " jii 
— (3k* + 24k + 66k? + 144k + 123) 51, 1,1,12 
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Py = AKA + 3) yz 

+ (k+3) (kK 4+3k+ 1) 5, uz 

+ (k+3)(k + AE, + 9k + 6) 5 5,12 

+ (k+ 3) (3k + 4k +3) 55.2 

+ 2(k + 3) (I? + 3k? + 6k + 5) 5, 5,12 

+ (k+ 3) (k + 3k 412k + 23k + 21) s,, 1,1,12- 

Nachdem man der willkürlichen Grófse k irgend einen Werth gegeben hat, 

würde man aus diesen vier Gleichungen die Coefficienten der auflósenden Glei- 
chung in z entwickeln müssen. Aber diese Entwickelung führt auf Gleichungen 
von hóheren Graden als den der gegebenen. 


D. Aus den Ausdrücken (B) lassen sich auch leicht die Ausdrücke der Sum- 
men der Potenzen von 2,, 2,, 2;, 2, finden; aber die Anwendung derselben auf 
die auflósende Gleichung hat die nemlichen Schwierigkeiten. 


E. Setzt man die ersten Ausdrücke der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
(.4) in die Coefficienten dieser Gleichung, so findet man: 
p.79 —)5(e, €, +e, rs.) 
p,7 — 5(e, e, tere, H- e, e, Fe,’ e.) 
p, —5(ei e, +e, e, be, re, +e e.) 
+ 5(¢," e +e, os) 
ie, v0, | 
P,=— tete, te). 
+ 56 e, e, M- e, e, e, tee, v, tee, ®,) 
— 5  e,* e, +0, 0, 0, H- e, o, o, FO, 0, 05): 
F. Diese Ausdrücke lassen sich auch in folgende verwandeln: 
p, =— b(e 0, #2, 0,) 
p, = 5b’, e, 0, +e, e, Fe, e.) 
Peo 3 B (e, e, d- e, e, Fe. e, +e, RR Fe Pa e.) 
P Pus SPP: Sr (¢,” "E e, +e," 2.3 °,”) 
— 106" e,* e, -- e, e^ e, te, 0,7 e, tee, e) 


G. Wir wollen noch die Ausdrücke der zweiten, dritten, vierten und fünf- 
ten Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung hersetzen, deren Wer- 
ihe man durch die Coefficienten p,, p,, p, und p, berechnen kann. Sie sind 


folgende: 
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speed 0p: se; e.) | 
2 Z 2 2 
v up m 15 (e, P, + € Pi + 6, pb a; e,) 
9 3 3 
Sc + 206 8 cite e, + 0,19, te, 0.) 


+ 30(e el +e el) 
+ 12050, Qu f, Ge 


sx= b(e,-4- e, be, +5) c 
+ 100 (e, Py Cathey Vas ue sain icr 
+ 150(6," 0," e, He e, 0,7 0, He ey e o Hee, 0, 5): 


H. Zufolge (8. 6.) müssen did Grófsen e,, ed P. bey e, , nothywendig die 
Form der Wurzeln einer Gleichung vom vierten Coach emen Man kann sol- 


ches für den gegenwärtigen Fall, mit Hülfe der Ausdrücke (4 > noch tigiitiers 


nachweisen. 


In diesen Ausdrücken kónnen die Grófsen e 


, €, und e,, e, (nicht e,,:e 
und e,, 


v.) beliebig verwechselt werden, ohne dafs man aus den Ausdrücken der 


fünf Wurzeln æ,, æ,, &,, æ,, v, herauskäme. Also können ¢,, e, und e,, v, 


als die Wurzeln zweier Mord vom zweiten Grade, die zu gleich Statt 
finden, betrachtet werden. Folglich werden ¢,, e,, e,, e, die Wurzeln des 
Products dieser beiden Gleichungen, also die Wurzeln einer Gleichung von 


der Form. 
(v^ + do + B) (°° + Ce + D) = 0 

sein, Wo 

4 — — (e, + 0.) 

Bo=+ 0, 9, 

C — — (e, +e.) 
D=+ 6, ¢, 
1st. 


Aber die Gleichung (07 + Ae + B) (0° + Ce + D) = 0 ist so viel als 
e+ (A+C) € + (B+ D+ 4C) &* +(AD+ BC) e + BD = 0, 

und man findet, wenn man die Coefficienten dieser Gleichung durch K, L 
M, N bezeichnet, und die obigen Ausdrücke von A, B, C, D substituirt, 

K =— (e, +o, +o, H- 0) 

L H+ (0, op 0,0, +0, 0,40, 0, Hé, be, 6, 

M = — (0, 0, e, H- v, 0, €, H- 0, 0, 0, ee, 6, 0.) 

N =+ 9, 0,30, 
woraus folgt, dafs die Coste der Gleichung (v^ +46 nS (+ Co-+-D)=0 
genau die nemlichen symmetrischen Functionen sind, wie die Coefficienten einer 


lets 
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Gleichung vom vierten Grade, deren Wurzeln e,, e,, e;, e, waren: Also sind 
die vier Grölsen e,, e,, e,; e, nothwendig die Wurzeln einer Gleichung: vom 
vierten Grade, obgleich sich in den allgemeinen Ausdrücken der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung nur ¢,, e, und e,, e, verwechseln lassen. 

F. Es kommt darauf an, die vier Grófsen v,, e,, e, , e, oder z,, z;, 25) 1 zu 
finden. Sie müssen aus den obigen Ausdrücken (C, D, E, F oder G) entwickelt 
werden. Will man die Elimination vermeiden, so kann man die Coefficienten 
der auflósenden Gleichung 

u, ru, Lu, ru, 

uutruutruu ruu ruu tu u, 

uuutuu.u ruu u tu, u,u, 

uuu,u, 
mit Hülfe ‚der reciproken Ausdrücke von e,, e, etc. durch &,, x, etc. suchen. 
Diese Coefficienten werden aus symmetrischen Functionen der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung z,, x, etc. zusammengesetzt sein. Sie werden also Fuctionen 
der bekannten Coefficienten der gegebenen Gleichung sein. Man stôfst aber bei 
dieser Rechnung auf Gleichungen vom sechsten Grade, welche sich noch weni- 
ger als die vom fünften Grade auflösen lassen. (Man sehe Lagrange érailé 
de la resolution des équations numériques, Note XIII. Nr. 22 u. 38.) 

| 10. 

Wir ine die Anwendung der allgemeinen Ausdrücke der Wurzeln alge- 
braischer Gleichungen nicht weiter auf Gleichungen vom sechsten und von hó- 
heren Graden fortsetzen. Der Gang der Rechnung würde immer der nemliche 
sein, aber auch die Schwierigkeiten der Entwickelung der integrirenden Theile 
der Wurzeln würde bleiben und immerfort zunehmen. 

Auch wollen wir nicht neue Versuche machen, diese Schwierigkeiten zu 
heben, weil unser Zweck nicht die Auflösung der Gleichungen selbst war, son- 
dern nur eine Untersuchung der allgemeinen Form der Wurzeln. 

Wir wollen mit einigen Bemerkungen etc. über die Möglichkeit der Auflö- 
sung algebraischer Gilihamge! überhaupt, schliefsen. 


11. 

Bekanntlich haben die Analysten Beweise der Unmöglichkeit der Auflósung 
der Gleichungen gegeben, deren Grad den vierten übersteigt. (Man sche unter 
andern die Abhandlungen von Ruffini.) In der That findet man dafs die Coeffi- 
cienten der auflósenden Gleichung, welche für eine gegebene Gleichung vom n*** 
Grade, vom n— 1*** Grade ist, von Gleichungen des (n —2) (n—3) ...... pom 

I. 15 
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Grades abhingen, (man sche Lagrange am angeführten Orte), und das Pro- 
duct. (n— 2) (n—3)...::. 1 ist immer grófser als 2, wenn nr grófser als 4 
ist. Allein hier ist Folgendes zu bemerken: bé 
Die Coefficienten der wirklichen auflósenden Gleichung kónnen keine anderen 
als rationale und ‚einzige Werthe haben, weil die Coefficienten emer Gleichung 
immer reelle und rationale Functionen der Wurzeln sind. Wenn also die Glei- 
chungen, welche die Coefficienten der auflósenden Gleichung zu Wurzeln haben, 
mehrere W erthe für diese Coefficienten geben, so mufs nothwendig die wahre auf- 
lösende Gleichung, welche man die allgemeine nennen könnte, das Product 
aller jener auflösenden Gleichungen sein, die jene verschiedenen Wurzeln zu 
Coefficienten haben. Die Gleichungen vom vierten: Grade geben ein Beispiel. 
Obgleich ihre Wurzeln nur aus drei integrirenden Theilen zusammengesetzt sind, 
ist dennoch ihre auflósende Gleichung nicht vom dritten, sondern vom sech- 
sten Grade. ‘Welches nun aber auch der Grad der allgemeinen auflósenden 
Gleichung sein mag, me kann diese Gleichung mehr als a — 1 von einander 
verschiedene Wurzeln haben, weil. nur n — 1 integrirende Theile der W ur- 
zeln der gegebenen Gleichung existiren, und die auflósende Gleichung einzig und 
allem von der gegebenen Gleichung abhängt. Die: allgemeine auflösende Glei- 
chung mufs also gleiche. Wurzeln haben. Nun aber kann man allezeit die 
gleichen Wurzeln einer Gleichung von einem beliebigen Grade finden. Also 
kann man diese gleichen. Wurzeln der allgemeinen auflösenden Gleichung aus 
derselben ab son d ern, und die Gleichung, welche übrig bleibt, mufs nothwen- 
dig vom m — {ten Grade sein, und die 2 — 1 integrirenden Theile der Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung zu Wurzeln haben, welche Gleichung sich als- 
dann auflösen läfst. | 
Vielleicht gelangt man zu einem solchen Resultat, wenn man einfacher 
Weise n—2 Gröfsen zwischen den n— 1 Gleichungen, die zwischen den n— 4 
integrirenden Theilen der Wurzeln der gegebenen Gleichung Statt finden, elimi- 
nirt, und gehörig die Factoren, welche die Elimination herbeiführen kann, 
wegschafft; zum Beispiel, wenn man in dem Falle von Gleichungen des fünf- 
ten Grades, drei von den vier Grófsen 0, €,, Ps % oder u, u 
schen den vier Gleichungen (9. IF. F.) zu eliminiren sucht. 
12. | 
Gelingt aber wirklich keine Auflósung von Gleichungen. von hóheren Gra- 
den, oder lälst sich die Unmöglichkeit einer solchen Auflösung a priori beweisen, 
so mufs. man auf dieselbe freilich auf diesem Wege verzichten. Aber auch 


2? U,, U, ZWI- 
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selbst dann darf man noch keinesweges an der Auflósung der Gleichungen von 
hóheren Graden überhaupt verzweifeln; denn man ist alsdann noch von nichts 
weiter überzeugt worden, als dafs der Ausdruck der Wurzeln von hóheren Glei- 
chungen, als denen des vierten Grades, durch Wurzelgröfsen unmöglich 
ei, keinesweges überhaupt. Im Allgemeinen heifst eine Gleichung auflö- 
sen; offenbar nichts anderes, als endliche Ausdrücke der Wurzeln durch 
beliebige Functionen angeben, deren Eigenschaften und Gesetze 
man kennt, und es ist keinesweges unmóglich, dafs dergleichen Functionen 
existiren, und dafs man sie nicht sollte finden kónnen. 

Im Gegentheil müssen solche Functionen noth wen dig existiren, weil die 
Wurzeln einer Gleichung unter allen Umständen wirklich Functionen ihrer Coef- 
ficienten sind, und es nur darauf ankommt, sie zu suchen. Die Gleichungen 
vom dritten und vierten Grade deuten schon an, dafs Wurzelgröfsen keineswe- 
ges in allen Fällen geeignet sind, die Wurzeln algebraischer Gleichungen auszu- 
drücken; denn in dem Falle, welchen man den irreductibeln nennt, geben 
die WVurzelgröfsen nur noch blos das Bild der Wurzeln; nicht mehr ihren Werth. 
Man kommt in diesem Falle bekanntlich auf trigonometrische Functionen. Es 
sei z. B. die Gleichung yom dritten Grade | 

Notre xp, or p,=0 
gegeben, so darf man. nur | 
| q-—ycosq 
seszen. Dieses giebt 
x. cos p + p, y cos p + p,=0 oder 





) 
4 cos Q^ + SRE cos gt whe = 0. 


Nun ist a 
| cos dp = 4cos gy — 3 cos p. 
Setzt man also : | 


ris oder y =2y—%, 
so findet man | 
| cosa | he = 0 oder 
NME Re i» | Tubp ue 


T CON ah y USp,V—p, 
Daraus kann man cos q berechnen, und weil 
cos 39 = cos (3p + 27) = cos (3 + Ar), 
so findet man 
157 
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2 cos q y — Ps 


i 


a 
1 


2 


x, = 2cos (p + ir) v-& 


x, = 2cos (g 4- 27) xd 


Diese Ausdrücke. geben die. drei Wurzeln der gegebenen. Gleichung: in 
allen Fallen, wenn man unmógliche Bogen zu Hilfe nimmt. Die Wur- 
zeln der Gleichungen. yom vierten Grade beziehen sich auf die vom dritten. 

Auch die trigonometrischen Functionen reichen zwar für Gleichungen vom 
fünften. und höheren Graden nicht zu ; denn wollte.man z. B. für den fünften 
Grad & = y cos q setzen, so würde man nur zwei willkürliche Grófsen y und 
g haben, während die aufzulósende Gleichung deren n — 1 = 4 hat, nämlich 
vier verschiedene Coefficienten. Aber die trigonometrischen Functionen. sind 
auch im Grunde noch nichts anderes als VVurzelgrófsen, unter einer anderen Form. 
Potenzen, Logarithmen und trigonometrische Functionen kommen | von einer 
und derselben Art von Grófsen her und sind ahnlichen Gesetzen unterworfen. 

Die Auflósung der Gleichungen hóherer Grade erfordert also Functionen 
mit mehreren willkürlichen Grófsen. | Functionen dieser Art sind in 
der That noch wenig untersucht, aber ohne Zweifel existiren dergleichen. Fac- 
toriellen mit beliebigen Exponenten und ellyptische Functionen, die 
sich die einen auf die anderen beziehen, sind Beispiele davon. Vielleicht gelingt 
die allgemeine Auflösung der algebraischen Gleichungen, wenn man Functionen 
von hóheren Graden als die Potenzen, welche man Functionen vom zwei: 
ten Grade nennen kónnte, naher untersucht haben wird. Alle endlichen Func- 
tionen der Analysis reduciren sich im Grunde bis jetzt auf die Potenzen. 

Uebrigens würde ein Beweis der Unmöglichkeit der Auflösung höherer alge- 
braischer Gleichungen durch Wurzelgrölsen, wenn ein solcher gelänge, keines- 
weges den Resultaten der obigen Untersuchungen über die Form der Wurzeln, 
deren Allgemeinheit behauptet wurde, widersprechen. Denn wir gingen bei 
diesen Untersuchungen von der Voraussetzung aus, dafs sich die Vielfach- 
heit der Wurzeln einer Gleichung durch Wurzelgröfsen ausdrücken lasse. Fin- 
det diese Voraussetzung in diesem oder jenem Falle nicht Statt, so fallen auch 
die Entwickelungen weg, welche darauf gegründet sind. Aber sie gelten, so 
lange die Voraussetzung Statt findet. L 
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12. 


Bemerkungen über die Abhandlung Nr. 4, Seite 37. 
ım ersten Heft dieses Journals. 


(1. Von Herrn N. H. Abel.) 


L| 


DS Zweck der Abhandlung ist, die Wirkung einer Kraft auf drei gegebene 
Puncte zu finden. Die Resultate des Verfassers sind vollkommen richtig, so 
lange die drei Puncte nicht in einer und derselben geraden Linie liegen; sonst 
aber nicht. 
Die drei Gleichungen nemlich, aus welchen die drei unbekannten Grölsen 
0, Q', Q" gefunden werden, sind 
p-Q- Qa 0" 
1. 1 Q'ó sin a 2 -F Q"c sn ß 
n Q a sin o, — — Q"csin (a -t- B). 
Dieselben finden für beliebige Werthe von P, a, 6, c und a und ß Statt. All- 
gemein geben sie, wie auch der Verfasser findet, 
Q anu C sin (a +f) p 
(Gi Ar o DP dO 


r9 ER EP 


ee. 
aK 
wo 
r = ab sina -r ac sin B — óc sin (a+ f). 
Aber die Gleichungen hóren auf bestimmt zu sein, sobald der Ausdruck einer 
oder der anderen yon den Gróísen Q, Q', Q” die Gestalt; bekommt, welches 
wie leicht zu sehen, für 
a= p= 180? 
geschieht. In diesem Falle mufs man auf die Grund-Gleichungen (1) zu- 
rückgehen. Dieselben geben alsdann 
D Q ÿ Q' + Q" 
Q' b sin 180? = + Q"'c sin 180° 
Qa sin 180° = — Q“c sin 360°. 
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Die beiden letzteren Gleichungen sind aber identisch, weil 
sin 180° = sin 360? = 0 ist. 
Also findet in dem Fall 
di 25460! 
nur eine Gleichung | 
P=Q + Q' + n^ 
Statt, und folglich lassen sich alsdann aus den von dem Verfasser aufgestellten 
Gleichungen die Werthe von Q, Q', Q" nicht finden. 
N. H. Abel. i: 


(2. Vom Herausg geber.) 


Dafs der Druck, welchen eine Kraft P, z. B. ein Gewicht P (Taf. 2. Fig. u, 
welches auf eine gerade, unbiegsame Linie ABC wirkt, in drei beliebigen Punc- 
ten derselben, A, B, C hervorbringt, in den einzelnen Puncten keine bestimmte 
Gröfse hat, sondern unendlich verschieden sein kann: _davon kann man sich, wie 
folgt, überzeugen. 

Es sei | ue à | pus 
AP zd chav. E 
Die Linie ABC sei erst in A und C allein unterstützt, so i 





der Punct A mit einer Kraft Q =P. 
re (7 me Ga 





ee a 
der Punct C mit einer Kraft Q^" = P. 
a+c 
gedrückt. Die Linie sei ferner in A und B allein unterstützt, so wird 
b 


der Punct A mit einer Kraft BR ER 
2. a-45 


"fer Ponet E put einer Kraft Q' ES CELL 
un ay a 
gedriickt. | 


Nun stelle man sich vor, in der ersten Voraussetzung Gin ) er Abe. 
Kraft Q' senkrecht yon unten, nach. oben zu wirken an; so muls für das Gleich- 
gewicht, was auch Q*' sein mag, | 

2. Q ax =O PX + Q"c 
sein. 

Aufserdem ist immer 
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4. OQ-r-Q'a- Q"—P.. 
Es karin also, wenn Q' nice Null : ist, nicht mehr, wiein(1.), Q— P 





a+ cC 
sein. Von der Glisthune (3.) nebst (4.) hängen vielmehr, 





d Q"^zp.—£ 
un | Q Tis 
wenn man 0° willkürlich annimmt, die beiden anderen Kräfte Q und Q ab. 

Man findet, wenn man in (3.) Ds Q — Q statt Q" ns P— Q’— 0" 


statt Q setzt, | 
Qa-Q'ó--(P-— DE Q^) c, und 
Cp iL. Of =; ua, a = Q'b + Q"c, 


woraus 
PIN) 2 Jaca: sio dad ed 
arc 
a gone E Q' (a+b) 
arc 
folgt. 


Die Kräfte Q, Q’, Q" hängen also von einander ab, haben aber keine ein- 
zelnen bestimmten, Werthe, sondern zwei werden gefunden, wenn man die dritte 
willkürlich annimmt. Es giebt nur die zwei bestimmten Gleichungen (3.) und 
(4.), aus welchen sich die drei Gröfsen Q, Q^, Q" nicht unbedingt finden lassen. 

Die Kräfte Q. QO! und Q" sind übrigens zwischen Grenzen eingeschlossen, 
nemlich 








! ru Pb 
7. © zwischen den Grenzen EL amd sa 
a+c a+ 6 
ph | Pa 
8. OQ" zwischen den Grenzen 0 und ——,, 
| a+ b 
gp Sire Pa 
9. QO” zwischen den Grenzen und o; 
a+c 


denn da c > 6: so ist z. B. Q am grófsesten, wenn die Linie A.BC blos in A 





und C unterstützt wird, oder wenn Q' — 0 und Q^" = I Alsdann ist 
Q = = = (f .). Es ist am kleinsten, wenn die Linie A.BC blos in A und B 
unterstützt wird, oder wenn Q/ = IL ; Q) und Q^ — o; welches zugleich die 


Grenzen für die beiden andern "Erg M d 
Auch auf folgende Weise kann man sich noch EDS überzeugen, dals 
es sich, wie eben gesagt, verhält. Man stelle sich vor, an der geraden unbiegsa- 
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men Linie ABC (Fig. 2., Taf. 2.) hänge em Gewicht P, und in den Entfernun- 
gen 4 P. — a, B P — b, CP = c vom Aufhängepunct waren Seile befestiget, 
die über Rollen gingen, an deren anderen Ende Schalen befestiget waren, um Ge- 
wichte Q, Q’, Q darauf zu legen. Die Reibung, die Steifigkeit der Seile und 
das Gewicht der Schalen wird natürlich bei Seite gesetzt. Alsdann ist es klar, 
dafs das Ganze im Gleichgewicht sein wird, wenn 

10. Q4- Q' -- Q" — P und 

11. QazQ'b-r- Q"c. 
Es wird also z. B. eben sow ein Gleichgewicht Statt mt, wenn Q' — 0, und 
folglich blos 


Q + Q'4— P und Qa & Qc. 
n. A » = a , oder wenn )" = 0 und folglich 
Q + Q' — P und Qa = 0%, 


t Pb 3 Maa. no d 
mithin Or. j^ Q' pes ist; oder auch, wenn Q" irgend ein ande- 


© 
& 














res Gewicht ist, welches zwischen 0 und 7 fall. Man wird die Ge- 


wichte theilweise aus der einen VVagschale wegnehmen und in die andere legen 
können, wenn man sie nur so vertheilt, dafs die Gleichungen (10. und 44.) Statt 
finden. Die Gewichte Q, Q’ und Q” haben also keine einzelne bestimmte 
Grófse, sondern können sein, was man will, in sofern sie nur zwischen den obi- 
gen Grenzen (7. 8. 9.) bleiben, und gegen einander in demjenigen Verhältnisse 
stehen, welches die beiden Gleichungen (10. und 11.) oder (4. und 3.) bestimmen. 

Die Beantwortung der Frage, wie grofs die Drucke sind, die ein Gewicht 
P (Fig. 1. Taf. 2.), das auf eine unbiegsame gerade Linie wirkt, auf drei Unter- 
stützungspuncte A, B, C hervorbringt, ist also folgende: 

Die Gröfse der Drucke ist zwischen den Grenzen (7. 8. 9.) eingeschlos- 
sen, und wenn man die Grôüfse des einen Druckes, z. D. = Gröfse con Q’, 
willkürlich angenommen hat, so werden die beiden anderen durch die. Glei- 
chungen (5. und 6.) bestimmt. 


2. 


Es ware nun zuförderst die Frage, ob die Werthe von ©, Q', Q", welche 
im ersten Hefte (S. 37.) gefunden wurden, unter den verschiedenen Grôfsen, 


welche Q, Q', Q" haben können, mit begriffen sind. 
Man setze 


12. 
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1% -6 -imalcié na; 


so sind die Grenzen (7. 8. 9.) 


13. für Q gleich P. EL -, und 6 er 


44. für Q" gleich 0. 


15. für Q" gleich E IE 


(7.) 





T E 
1 
ats (8.) 
= und 0 (9.) ; 


desgleichen sind die (Seite 37.) ri Ausdrücke von ©, Q’, Q" folgende: 


16. Q =P. 
17. Q' —P. 


Q" = 


18. 


2mn 


2mnm+n 


n 





2mn --m--n 


m 


'"Zmn--m---n 


Sind nun (16. 17. 18.) zwischen den Grenzen ( 13. 14. 15.) eingeschlossen, 


so müssen die Differenzen 








n 2mn p 2mn m 
1+n "2mn+m-+n ‘2mn+m+n 1+m 
bal? 9 bon 0 ded gp ibn Spa BO © 
2mn+m+n 1--m 2mn mn 
4 m n 
u a undP.—— 0 
P 1+n 2mn+m+n T 2mn--m--n 


gleiche Zeichen haben. 
p 2mn! 4- mn4- n? —2mn — 2mn* 
J (1-- n) (2mn+m+n) 
2mn-r- 2m^n — Zm’n— m! —mn 
© ({+m) (2mn 4- m 4 n) 
n 
2mn--m--n 
2mmn --n--n——n-—mn 
(4 27 mn) (2mn 4- m +7) 
2mn --m--n-— m —mn 
'" (+n) mn +m+n) 
m 
2imnn -- m --n 





SIN iu de * 





LAB 


Die Differenzen sind, wenn man reducirt, folgende: 


n (n — m) 

(1 4- n) (2mn -- m + n). 
m(n— m) 
(1-+-m) (2mn -- m 4- n) 
(1-+m)n 
(1 4- m) (2mn + m +n) 
(1--n)m 
(1+m)(2mn+m+n) 
(1+m)n 
(1+n) (2mn 4- m 4- n) 
(1--n)m 
(1-- n) (2mn--m4-n) 


= Pp, und 


=P. und 
Fr: 
und 


=P. 


== 


. Diese Ausdrücke haben wirklich einerlei Zeichen, weil m und n gleiche Zei- 


16 
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chen haben. Die Werthe von Q, 0°, Q" (S. 37.) sind also in den Grenzen 
von Q, Q', Q" eingeschlossen, und folglich, obgleich sie nicht die: ‚einzigen sind, 
und es noch unzahlieg ot andere giebt, je richtig. 


3 

Warum durch das Verfahren (S. 37.) die Ausdrücke yon Q, Q^, Q" nicht 
vollständig gefunden werden, hat schon hier oben Herr Abel angedeutet. 
Es bleibt aber noch die Frage, wie auf dem Wege (S. 37.) die vollständi- 
gen Ausdrücke gefunden werden können. Dieses ist zu beantworten nóthig, weil 
gegen das Verfahren (S. 37.) an sich selbst nichts einzuwenden ist, und also, 
wenn durch dasselbe der Ausdruck nicht gefunden würde, auch hier der Irrihum 
entstehen könnte, dafs die Schuld an der Analysis liege. 


Man kann die Ausdrücke von Q, Q', Q" auf dem Wege (S. 37.), wie 
folet, finden: 


1. Man bezeichne | 
19. a durch 20 — x und 
B durch 20 — x, 
wo @ einen rechten Winkel bedeutet, so sind die allgemeinen Ausdrücke von 


Q, Q', Q" (S. 37), nemlich diejenigen für beliebige a und £, Welche ohne 
allen Zweifel richtig sind, folgende: 


20. O= hc sin (x + A) 
ei ~ be sin (x-EX) + ab sin x-F dc sin À 
di prm QC .sin à 

(07-58 be sin (a HA) + ab ade 
Pri. Ql ab. sin % 


bc sin (x + À) + ab sin «+ ac sin À 


IT. Man setze 
DB: PAT AL) X 
wo 4L eine beliebige ganze oder gebrochene, positive Zahl Be und um red 
die Ausdrücke (20. 21. 22.) zugleich oben und unten durch sin «: so. verwan- 
deln sich dieselben in folgende: 
pot sn (1 + a) x x 
23. fy mn n mp 


$ 
sin (1 + a) x sin ux 
po +) x c abc ac — 
Sin X sin % 
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| 4, SD ene 
dt —— 
sin (1 + AM 
be in ra) "Fab + ac Be 
sin X sin % 
Qu n 0, ab DP 
1 ^ | | . * + 
AC ador) nab + ac ee 
sin x . SIN « 


Desgleichen setze man = ~ À statt x, und dividire oben und unten durch sin x: so 
findet man | 








" sin (+ + DX 
he sin À 
26. à — 
9 n sin (2+ 1) X | sin À de 
Pape Pru + dc 
21. ^ ae oe ES IG ot oy l7 P 
9 sin Cz 4-1) X sin — À ge 
bc ——————— + ab — Ce ac 
sin À sm‘ | 
ab sin y E 
8. ea eee e zo T ce ut 4 : 
r i sin (+ + 1) sin + X u 
be 2074 in man ab + ac 
sin À sin À 


IM. Nun fallen die ER A, D, C (Fig. 11. 'Taf. 1.) offenbar in eine 

und dieselbe gerade Linie, sobald 
x — 0 und À = o0. 

Setzt man in den Ausibidcón (23. 24. 25.) « — 0: so ist in denselben zugleich 
ly. oder «x gleich Null, für jeden beliebigen Werth von 4, Null eingeschlossen, 
Unendlich ausgenommen. Setzt man in den Ausdrücken (26. 27. 28.) À = 0: 
so ist in denselben zugleich x oder X gleich Null, für jeden beliebigen Werth 
von &, ‚Unendlich eingeschlossen, Null aber ausgenommen. Es kommt also nur 
auf die Werthe von Q, Q', Q" in (23. 24. 25.) für x = 0 und in (26. 27. 28.) 
für À — 0 an. Man findet auf die bekannte Weise, durch Ableitungen: 


sin (£4). d.sin (14-2). (IH à) cose qu) _ 1-+ u, für «—0, 





sin % d.sin x COS «X. 
sin we d.sm ux COS 4L *. > 
- sm Zn Band An = pati babe a Or = uw, für x = 0; 
sin % d.sın x cos X 


10° 
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sin (c+ 1)%  d.sin (z--1) X +1) cos (4-1) 


sin À STU oe iii | soc ER für À = 0; 
sin am ae d. sine À | "T - cos ah E 4 ad 
sni + X dH X S CASAS = D 
folglich geben die Ausdrücke (23. 24. 25.) für x = 0, OS 
i het kag en u) be 
ja 9 (+4) bc+ab+uac 4 
GO: HQE pots eS Ae a MEME 
_Gæ+wbc + ab + mac ^ 
31. «Qi ab 


|. (ew) óc2d- ab 4- sac. 
und die Ausdrücke (26. 27. 28.) für À = 0, 


G + 1)6c 
32. © ——  P. 
e de + 1) bc+ t ab+ ac | 
33» QE TP, 
9 x3-1)56c--La6-4-ac. 
34. Q" = ai 


(+1) bc+iab+ac | 
wo ju ganz willkürlich ist. 

IV. Für verschiedene Werthe von 4 haben, wie man sieht, Q, OC 
verschiedene Werthe. Die grófsten oder die kleinsten unter ihnen, oder die 
Grenzen von Q, Q', Q" findet man, wie folgt: 

Man seize erstlich in den Ausdruck von Q (29.)  -- 7 statt 42, wo 7 irgend 
eine positive, ganze oder gebrochene Zahl ist, und ziehe von dem auf diese 
Weise entstehenden Werth Q + QQ von Q, für u + 7, den ursprünglichen 
Werth Q, für 41, wieder ab, so findet man nach der nóthigen Reduction: 

ud BALE s rabc(b — c) ds 
| Grae 25e ab e Ca) ac] [U+mbe+as+ naeh 
Diese Grófse ist nothwendig negativ für jedes beliebige x und r, weil à kleiner 
vorausgesetzt wird, als c. Also nimmt Q immerfort ab, wenn « wächst, und 
ist folglich am gröfsten, wenn «= O0 ist, denn kleiner kann & nicht werden. 
Also ist der grófste Werth von Q für u = 0, aus (29.) 
35. ge Er 


rm ab | akc 
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Dafs zweitens Q' (30.) mit y zugleich immerfort wächst, ist leicht unmit- 
telbar zu sehen, wenn man den Ausdruck (30.), wie folet, schreibt: 
! | | ac ( 


Qr T pe pie . P: 
(1+ 7) be he per de 


he der ‚Zähler dieses Briches bleibt unverändert, der Nenner nimmt a wenn 
(^ wächst; also wächst der Bruch mit 44 zugleich. Das kleinste Q^ findet daher 
für das kleinste xu Statt. Das kleinste yu ist aber Null, und für «== 0 ist Q'—0, 
wie aus (30.) zu sehen. Also ist der kleinste Werth yon Q*: 

? 36. Q'-0. 

Drittens wächst die Grifse Q^, wenn «u abnimmt, wie aus (31.) zu sehen, 
denn der Zähler des Ausdrucks (31.) bleibt unverändert, der Nenner wachst mit 
+ zugleich. Also findet der grófste Werth von Q für u = 0 Statt, und ist 
folglich: 





ab p Pa 


Ax BUT — ÉL 
37. C= sera. are 


V. Dieses sind die Grenzen der drei Grôfsen Q, Q^, Q" auf der einen 
Seite ihres Umfanges. Sie fanden simmtlich für 4 = 0 Statt. Da die Gröfsen 
regelmäfsig mit & zugleich entweder wachsen oder abnehmen: so folgt, dafs die 
. Grenzen auf der andern Seite für uw = co Statt finden. Es darf oben in 
den Ausdrücken (29.30. 31.) nicht mit Sicherheit u = © gesetzt werden, weil 
für 4 = ©, wenn % = wx (23.), nicht unbezweifelt À mit x zugleich Null ist, 
weshalb dann auch die Ausdrücke (29. 30. 31.) nur für jeden beliebigen Werth 
von 44, Unendlich ausgeschlossen, gelten (IIL). 

Die Ausdrücke (32. 33. 34.) hingegen gelten für jeden Werth yon at, Un- 
endlich eingeschlossen und Null ausgeschlossen (III.). Man kann also in 
denselben mit Sicherheit u = % setzen. Und da nun die Ausdrücke (32. 33. 
34.), wie leicht aus der Vergleichung zu sehen, identisch dieselben sind, 
wie (29. 30. 31.), indem die letzteren blos oben und unten mit & dividirt sind: 
so folgt, dafs man die andere Grenze von Q, Q', Q" findet, wenn man in 
. (32. 33. 34.) w= © setzt. Q ist daher am kleinsten für 

be P a. ; 
| 38. M EE 
Q' ist am grüfsten für 


j ac 
Nu an i caes 8.) 
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Q" ist am kleinsten für pe 3. N 
40. (QU =S:0ulia(t TET 
VI. Da « willkürlich ist, so kann man statt dessen in den allgemeinen Aus- 
drücken von Q, Q', Q" (29. 30. 31.) oder, was das Nemliche ist, in (32. 33. 34.) 
eine von den drei Grófsen Q, Q', Q willkürlich annehmen. Es sei z.B. Q' 
willkürlich, so darf man nur « zwischen (30. und 29.) und (30. und 31) elimi- 
niren, das heilst, das willkürliche Q^ statt des willkürlichen m einführen. Man 
findet, wenh man (29. und 31.) durch (30.) dividirt: 
1 op b dd | 
41. a MS Edd * a ur da =; e 
Nun giebt (30.) SW : 
(1 + à) bcQ"+ a6 Q' + uacQ' — uacP; oder 

b(a+c) Q' | 
rs V oe ud 
acP — acQ' — bcQ" + abQ" + bcQ' à 

acP — acQ' — bc Q' 
| acP — acQ' + ab Q' 
43. 1+u— EAT dpi aos ra TER ee. 
Setzt man dieses in (41.): so findet man 


Q | acP. — acQ' + ab Q' eC LERNTE 


42. 


1+u— 





Le sont 0 ura veri Lun Gil at bis 
| 44, Qu Per Ole). 
QAO lr 
Q" ae P — ac c br Q' QE dy o 
Q' b(a+ ce) Q'. (2€... . (a4- c) Q' oder 
jo Quas E T. (aor 
atc 


welches die meam: von Q und Q" durch Q*' sind. 
VILI Die Resultate sind also zusammengenommen folgende: 
1) Die allgemeinen Ausdrücke von Q, Q^; Q" sind: 
(1 ++) be 
40. = — 
nu (90 EEE c 


470 OO = Se ee NIMM 
Q  A+te)betab+eac P (30. 33), 
48." QV = 


EP (20. 22 19 








ab 


(+e) bc +ab+eac P. (31. 34), 
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wo # jede beliebige, ganze oder gebrochene Zahl sein Min Null und Unend- 
lich mit eingeschlossen. 


2) Will man eine der drei Kräfte Q, Q', Q" statt # willkürlich annehmen, 
50 1st: 


nag ge pe nin a eae Tg 








ate 
Pa— Q'(a + 6) 
"ES 
"a BU EE ES Steiner (45.), 
3) Die Grenzen yon Q, Q’, Q" sind folgende: 
| iis N Pc b 
51. Q liegt zwischen den Grenzen pau und = ups (35. 38.), 


52. "Q" heet zwischen den Grenzen 0 und Du 7 (36. 39.), 





53. Q" liegt zwischen den Grenzen I und 0 (37. 40.) 


VIIL Diese Resultate stimmen mit den obigen, auf anderem Wege gefun- 
denen ($. 1.) genau überein; nemlich (49. 50.) mit (5. 6.) und (51. 52. 53.) mit 
(7. 8. 9.), so dafs sich also die Aufgabe allerdings auch auf dem Wege (S. 37.) 
vollständig und genau auflösen läfst. | 


4. | 
Es ist jetzt leicht zu sehen, warum durch die Rechnung (S. 37.) die 
Ausdrücke von Q, Q/,; Q^ nicht vollständig gefunden wurden. Die voll- 
ständigen Ausdrücke (46. 47. 48.) gehen nemlich in diejenigen (S. 37.) über» 
wenn man 
(74 
setzt, weshalb auch die (S. 37. ) gefundenen einzelnen Werthe von Q, Q', Q^, 
wie ($. 2.) besonders gezeigt, richtig, und unter den unendlich vielen Werthen, 
welche Q, Q^, Q" haben können, mitbegriffen sind. In der That ist (S. 37.) 
a — ß, das heilt 20 — x — 20 — À oder À =» anstatt À = px, also u — 1 
gesetzt worden. Nun kann aber ^ nicht allein gleich 1, sondern jede andere, belie- 
bige, positive, ganze oder gebrochene Zahl sein. Also sind in (S. 37.) die Werthe 
von Q, Q', Q" deshalb nicht vollstandig gefunden worden, weil im Voraus 
nur auf einen einzelnen besonderen Fall gerechnet wurde, statt auf 
alle mögliche Fälle zugleich. | 
5; 
Ungeachtet die Aufgabe nunmehr auf zwei verschiedenen Wegen (§. 4. und 3.) 
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oelöset worden, scheinen die Resultate doch immer noch paradox.» Es scheint, 
a könne eine bestimmte Antwort verlangen, wenn man fragt: wie stark wer- 
den von dem Gewicht P die drei Puncte A, B, C (Fig. 4. Tafel 2.) gedrückt? 
und zwar um so mehr, wel Q, Q’, Q" wirklich immer nur einen einzigen 
Werth haben, wenn die drei Stützpuncte 4, B, C nicht in gerader Linie 
liegen, so wenig ihre Lage auch davon verschieden sein mag. Es mülste also 
hier eine Unterbrechung der Stetigkeit Statt finden; denn so wie 4, B, 
C in eine gerade Linie fallen, hórt die Einheit der Werthe von Q, Q', Q" 
plótzlich auf, und Q, Q', Q^ können nun unzählig viele Werthe haben. 
Eine solche Unterbrechung der Stetigkeit findet aber wirklich Statt.. Die Abhän- 
gigkeit der Grófsen Q, Q’, Q" von a, 6, c, a, B und P ist wirklich disconti- 
nuirlich. Dergleichen ist nicht paradox und kommt öfter vor... Bei einer Py- 
ramide oder einem Kegel z. B. liegt der Schwerpunct bekanntlich, um 3 der Höhe 
des Kürpers von der Spitze entfernt, in der Axe. | Er bleibt immer an derselben 
Stelle, wenn die Höhe des Körpers bleibt, und die Grundfläche abnimmt, so 
klein dieselbe auch werden mag. Sobald aber die Grundfläche Null ist, so geht 
der Körper in eine gerade Linie über, und sem Schwerpunct liegt nun plötz- 
lich nicht mehr auf 2, sondern auf die Hälfte der Länge von dem einen End- 
punct. Da man aber auch die Linie als eine Pyramide oder als einen Kegel 
betrachten kann, dessen Grundfläche Null ist, so kann der Schwerpunct der Linie 
auch auf j der Länge vom Ende liegen. Die Abhängigkeit zwischen. der Ent- 
fernung des Schwerpuncts vom Ende und den Abmessungen des Körpers ist 
also nicht allein discontinuirlich, sondern es giebt auch für die Lage des 
Schwerpuncts einer geraden Linie keine bestimmte Antwort. Es sei, um ein an- 
_deres Beispiel zu geben, das Dreieck AB C (Taf. 2. Fig. 3.) gegeben, so bestim- 
men bekanntlich die beiden Winkel « und 8 die Lage des Punctes D in einer 
durch A, B, C gehenden Ebene gegen A, B, C, so lange «+ B -- y nicht 
gleich zweien rechten Winkeln ist. Es giebt immer nur eine einzige Lage von 
D gegen A, B, C, was auch &, B und y sein mögen; "und so nahe auch die 
Summe von «, ß und y zweien Rechten kommen mag. Sobald aber «+ 2 + y 
gleich 20 ist, kann D plötzlich, wo man will, in dem Umfange eines durch 
A, B und C gehenden Kreises liegen. Die Abhängigkeit der die Lage von D 
bestimmenden Linien und Winkel von den gegebenen Seiten und Winkeln des 
Dreiecks ABC ist also discontinuirlich, und wenn man fragt, wo D liegt, 
für « -- B 4- y — 20, so giebt es keine bestimmte Antwort, obgleich sie für 
jeden beliebigen anderen Werth von a + 8 + y Statt findet. Die unstetigen 


Gröfsen 
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Gróísen kommen in der Analysis und Geometrie häufig vor. : Selbst Tangenten, 
Cotangenten, Secanten und Cosecanten sind schon unstetige Grölsen, weil sie 
durch das Unendliche plótzlich vom Positiven zum Negativen, und umgekehrt, 
übergehen. Dergleichen Grüfsen sind Gegenstände, die wohl noch zu wenig un- 
tersucht sind, und eine eigene sorgfaltige Erforschung verdienten. Die Unstetig- 
keit ist für die Theorie der Reihen besonders wichtig. Sie hängt mit der Conver- 
genz und Divergenz derselben zusammen, und die nähere Untersuchung müfste 
eine Menge scheinbarer Paradoxen bei den Reihen mehr ins Klare bringen. 

Findet man etwa bei der gegenwárügen Aufgabe darin eine Schwierigkeit, 
dafs wenn man sich eine unbiegsame Linie ABC (Fig. 1. Taf. 2.) wirklich auf 
drei Puncten A , D, C ruhend vorstellt, die Drucke auf A, B, C doch noth- 
wendig irgend eine bestimmte Grófse haben müssen, und in einem und demsel- 
ben Augenblick nur eine Grófse haben kónnen, nach der also gefragt werden 
kann, so dafs die Antwort: die Drucke können, innerhalb der obigen Grenzen, 
sein, was man will, nicht passend zu sein scheint: so ist zu erwägen, dafs die 
Voraussetzung bei der Frage nicht richtig ist. Es giebt nemlich in der 
Wirklichkeit gar keine völlig unbiegsame Linie, und daher kann auch nach dem 
Druck einer solchen auf drei Puncte nicht gefragt werden. Alles, was man als 
Linie betrachten könnte, ist mehr oder weniger biegsam oder elastisch, und 
bringt man Biegsamkeit und Elasticitat in Anschlag, so. kann auch der Druck auf 
die drei, Puncte gefunden werden. (Man sehe Eytelwein, Statik, S. 341. und 
Anhang, siebenter Abschnitt). Die unbiegsame mathematische Linie ist nichts 
als ein Gegenstand der Embildungskraft, der nirgend existirt, so wenig als hier 
oben eine gerade, schwere Linie, die zugleich als Prisma und zugleich als Py- 
ramide betrachtet werden könnte, und von welcher in solchem Falle die Lage 
des Schwerpuncts zweifelhaft sein würde. In der gegenwärtigen idealen Auf- 
gabe von der unbiegsamen, mit emem Gewichte P belasteten geraden Linie feh- 
len Bestimmungsstücke, und darum ist die Aufgabe unbestimmt. Thut 
man irgend ein Bestimmungsstiick, z. B. die Biegsamkeit oder Elasticität hinzu, 
so hört die Unbestimmtheit auf, und man kann auch die bestimmte Grófse der 
Drucke auf die Unterstützungspuncte finden. 

Es giebt zwar freilich auch z. B. keine unbiegsame mathematische Ebene, und 
dennoch kann man den Druck eines, auf einer solchen ruhenden Gewichts auf 
drei beliebige, nicht in einer geraden Linie liegende Puncte finden. Allem in die- 
sem Fall ist die Zahl der Bestimmungsstücke zureichend, und wenn die Ebene 
aufserdem noch biegsam oder elastisch ist, kommt die Biegsamkeit oder Elasti- 

1. 17 


130 Abel und Crelle Bemerkungen über die Abh. Nr. 4. im 1. Heft. 


cität nur als Nebenumstand in Betracht. Bei der Linie ist sie bestimmend, 
oder entscheidend. 


6. 

Es hat auch keine Scliwierigkeit, den Druck eines Gewichts auf mehrere 
Unterstützungspuncte einer unbiegsamen Ebene zu finden, die Puncte mógen 
nicht in gerader Linie legen, oder zum Theil, oder alle in gerader Richtung 
sich befinden. 

Man kónnte ganz auf die Weise wie (S. 37.) im ersten Hefte verfahren, 
nemlich die Lage der Unterstützungspuncte durch Ordinaten aus einem 
Puncte ausdrücken. Die Rechnung ist aber fast noch einfacher, wenn man 
sich statt solcher Ordinaten der gewóhnlichen rechtwinkligen Coordinaten 
bedient. 


I. Es drücke ein Gewicht P (Fig. 4. Taf. 2.) auf eine unbiegsame Ebene, 
welche durch das Papier vorgestellt wird. Die Ebene sei durch beliebige feste 
Ponte ARP es ee A unterstützt. 

Der Druck auf A, sei = A, 
der Druck auf A, sei = A,, 


der Druck auf A, sei = A. 
XP X, und Y PY, sind zwei geradlinige, auf einander senkrechte Axen, die 
sich in dem Puncte P, wo das Gewicht P auf der Ebene ruhet, schneiden; 
e idet s indice hs c ov pip ci A_B, sind Perpendikel aus den Unterstützungspunc- 
Ten ZAG P pe A. aul QeAxe P PF ‚und A, U, 4. Coo. 1 PN 
Perpendikel aus den Unterstützungspuncten 4,, A, 4,.......- A auf die 
Axe XPX,. Diese Perpendikel zusammengenommen sind also die rechtwink- 
ligen Coordinaten der Unterstützungspuncte A ,4,........ A, auf die Axen 
XP X, und Y PY,. | Es sei 
PC 24 PB = a, 
PC,=a,, PB =, 
P C28. E. 
Werden diejenigen Abscissen, welche rechter Hand der Axe Y. m HP € 
und diejenigen Ordinaten, welche über die Axe XP X, fallen, als positiv be- 


trachtet, so sind die Abcissen linker Hand der Axe Y, P Y, und die Ordina- 
ten unter der Axe X P X, negativ. 
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I. Wenn man nun die Drucke 4,,.4,,........ A, als Kräfte betrach- 
tet, welche der Kraft P in parallelen Richtungen entgegenwirken, so ist bekannt- 
lich für den Fall, dafs alle Kräfte im Gleichgewicht sind, 


54. A er, HA iom ann. ie rs = P, 
55. p + d.a, + À,a, + Aza, H........ + Aa =0, 
poe Dora mp LI ort ey ee à 


Mehr Gleichungen oder Bedingungen für das Gleichgewicht finden nicht 
Statt; denn, wollte man etwa mehr Axen annehmen, die sich in P schneiden: 
so-würden die Coordinaten für diese Axen durch die Coordinaten Mis Oi ROM ARR a, 
und ASE... a, ausgedrückt werden können, und folglich m CE nna 
für die neuen Axen in den drei obigen schon mit enthalten sein. 

UI. Da sich aus den drei Gleichungen (54. 55. 56.) nur drei unbekannte 
Gröfsen, z. B. A, A,, A, finden lassen, so folet, dafs die übrigen unbekann- 
ten Grófsen willkürlich sind, jedoch werden sie, weil sie vermóge der Glei- 
chungen von jenen dreien abhängen, zwischen gewissen Grenzen eingeschlos- 
sen sein. Man kann also setzen: — 


4, — x, d, ob n, 4, - o, À, 
En 4, = 4%, A ripas Mp 
Aix A. +e A) +o A, 
wo die sämmtlichen Coefficienten NC od RO RT W (Ar PUR A Diese Steele, 
S CIV ides Eie RR e. wich sind. . Mit dieser Bezeichnung lassen sich alle 


Fälle ausdrücken. Es können nemlich die. drei Kräfte 4,, A,, A, zum Theil, 
und wenn sechs und mehr Unterstiitzungspuncte vorhanden sind, alle drei 
Null sein; es kann an ihre Stelle die Unterstützung durch andere Puncte treten, 
weil eine Ebene schon von drei Puncten vollständig gestützt wird. In solchem 
Falle darf man nur die Coefficienten derjenigen Kräfte 4,, 4,, A,, welche 
Null sind, gleich © setzen. Die durch A,, A,, A, ausgedrückten Kräfte 
a ee b A, sind alsdann nicht nothwendig Null, und werden also 
durch die Bezeichnung noch immer ausgedrückt.. Gesetzt, es sei 4, und A, Null, 
SO. ERIS MIA... ar Wahr ses un anis x. und &,, P,........0, unendlich grofs 
setzen. WVären dagegen einige von den Kräften 4,, 4,..... ad Null, so 
setzt man diejenigen unbesümmten Coefficienten, welche in dem Ausdruck der 
‚verschiedenen Kräfte durch A,, A,, A,, vorkommen, Null. Z. B. wenn A,=0 
wäre; so setzt man x, = 0, ^, — 0 und e, — 0. Es können auf diese Weise 
rd 
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alle unbestimmten Coefficienten Null sein, nemlich in dem Falle, wenn nur e" 
drei Unterstützungspuncte 4,, 4,, 44, vorhanden sind. 


IV. Substituirt man nun die Ausdrücke (57.) in die Bedingungs - Gleichun- 
gen des Gleichgewichts (54. 55. 56.), so verwandeln sich dieselben in: 


58. A (1 +e +x, Mord ce )+4,(1 +, HE, si. te, —p 
A eo fic dates +o, 

59. A (a, FX a, *,2, oe. +x,2,)-+4,(a, +#a, +#a,...% ka) es 
-- A (a, trat 0,8, cree + a) MIT 

60. A (o, x, rota, AIT ER +ra,)+ A (a, 8,0, ro IT io, A 


4- A (o, +00, ROG, core +e a,) 


oder wenn man der Kürze wegen 


C ot s ue ee te Ae +x, =K, 
Wiles ie de NS oni. ass eta + x_a,=K,, 
a FR H- X, ern +x a, = K,, 
1 +e Home a ee ux +e, =m, 
Di. (a; He ACER ae oe SÉDE RP al, 
Oy, A FO, HE, Oy. eus age + Bye she + 4 oa = Ma: 
1 4-*? m i LEE. el +o i à a 
a, Fra Oa 5. leere. +ea =VW,, 
COS 9,0, P 9,0, eee ees +, = Vy, 


fetzt, in: 
62. AK HAM + AN =P, 
63 A4,K, + 4,M, + AN, = 0, 
64. AK, + 4,M, + AN, = 0. 


V. Daraus folet, wenn man auf die gewöhnliche Weise eliminirt: 


Re MN — M, N, - 
| TAN IL) KON MV) K+ (M.N— MN) Be 
Naoki VK. 


uu Ge er E33. 2 EI ET RA TO LE 000000 0 
rd ET TE 


K, M, — KW, 


07. AZ KM, KM) NE RM K,M)N, AK, M—KM)N, ^: 
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Dieses sind die allgemeinen Ausdriicke der Drucke in den drei Stiitzpuncten 
A,, A,; A, für jeden beliebigen Fall. Der Nenner ist in allen drei Ausdrücken 
der nemliche. Sind .A,, A, A, gefunden, so geben die Ausdrücke (57.) die 
Drucke in den übrigen Puncten 4,, A,, ........ d. 


VI. Wenn man in (65.) oben und unten mit JM,, in (66.) oben und un- 
ten mit JV,, und in (67.) oben und unten mit X, dividirt, so findet man: 


m 
ee. 
(W,—M,. aD) K-e(M.-7 "—N)K, +(M.N—MN,)-7 j 
K, 2 N, 2 i. 
63. ( A, m — RR ————————————— . 
: KC. K, A, 
(K,—X,. x5) M+ (X. wee K) M,+(V,K—NK,) - 
MK" 
A E : ah y P 
3 MEN M, JV, Fr) 
(M,-K,. =) W+(K. x M. + (KM- KM, ye 
Man setze 
K, M, 
69 Mr ne 
so ist | 
Mais 
70. K, LII ed 
und folglich in (68.) 
Me Mi 
m (W,— M, .)& + (mM! — N) K, +(MN—MN,)e' i 
K, — IN, er 


4, TE — N, LET pert e, PR id 


M —kK. 


4, = Gr a (EE MN, (Ral (kar— km) 


oder 
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"N,:r—M, p 

4, TO 7—M,)K + (M— Nr)X +(M, NHN Je i 
K — N,.er 

P, 


DA RD QV er — E) Mz (V, E — NES 
M,.er— K,.7 
4, = Ores Kr) N+ (Ez aM NK EM, P: 
welches ebenfalls die allgemeinen Ausdrücke der Drucke in den drei Stützpunc- 
ten A,, A,, A, für jeden beliebigen Fall sind. - 
VII. Sind nur drei Stützpuncte vorhanden, so sind- alle-unbestimmten 
Coefficienten +, #, » Null (IIL). In diesem Falle also ist in (61.): 
Kit: K, =a, K, —a,. 


72. M—A, M = a,, M,, = «,, 


a 
N on 1, IV, = ds N, RR 
folglich ist in (65. 66. 67.) der Nenner gleich 
&,, à, — &,a, -- (a, — a,) a, + (a, —a,) a, 
= 0,8, — La, -l- 0,23, AA, “a à, — a, à, 
= (a, — aj) a, + (a, — a) a, + (a, — a,) a, 


und : 
4 a. a. à 
A —————————9—————————.p 
| (a, —a,) a, + (83, —a,)a, "H (aj —2a,)à, me 
Bones ek ice 
1 = ee ee ee 
T9 HIT Goa da aaa RL CO E 
aa —a. à 
A LT innt 11/2 aide S 
Ka a), Na, re Ja (a, a 


Legt man die Axen, deren Lage willkürlich ist, so, dafs die Axe X P X, durch 
den Punct A, gehet, so ist a, = 0. Also reduciren sich alsdann die Ausdrücke 


(13.) auf 


a, a, "Mila Dari 
A Zr or 
14, (A = mer Win 


(a, — a, Jo, + (a, —a,) a, 
—a, a 
A, = —————————————.P. 
> (a, a) a, rt (a, — a, )a, | 
Die gegenwartige Bezeichnung mit der, (S. 37.) verglichen, ist 
edu ey a, = — b cosa, a,=—c.cos D 


Q,— 0 , a,=+bsna, a, = — c sin f. 
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Setzt man dieses in (74.), so findet man: 
ut — c cos B . b sina, — b cos «&. € sin ß pis 
1 (—c cos Ba) 6sina+(—a+écosa).—csnB ^^ —— 
— bc.sin (a 4- f) 


76 —écsn(a+f)itacsn P+ absina ' 
sde: ac sin ß p 
2 —bcsn (a+ f) acsn P+ absna' ’ 
D 0 ab sin @ 


| ^ — bo sin (a+ B) + UR TU SUPER SRT TE AE 
welches mit den Resultaten (S. 37.) übereinstimmt. 


VIII. Will man die Ausdrücke von A, , A,, A, (71.) auf den Fall dreier 
Stützpuncte anwenden, so ist, zufolge (73.) und (69. 70.): 


& œ a 
T]. ext, r=—. und ez = 1, 
QU a 


sf: 
o, 3 


I 


also, wenn man die Axe durch den Punct 4, legt, so dafs a, = 0 ist: 
a 
EH laps KR und.ez = 0. 


3 
Dieses giebt in (71.), wenn man zugleich (75.) substituirt: 


M ande À 
- sic: Bs i” PAN i M APPS 3 ps i og 
Ve Ce) Cr wr fa 
AM A, má .P, 
1 
A 


— — 2 
aj a, + (a, a,) 








a, 
x | 
cn I 
i 
À, =. : P; 
m ad, 
3 3 
oder 
A= inus c METRICS n Lope que 
ay €, — 4, Gi à, €, 77 83,0, 1 
a. a 
80. = ris or. 
+ aagd—aakaa—a,a 
1 3 LAE | 3 2 X 2 
—a a 





— age, ra, Got 8, GER, % 
welches mit (74.) übereinstimmt. 
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IX. Ist eine beliebige Zahl von Stützpuncten vorhanden, die aber alle 
in eine und dieselbe gerade Linie, z. B. in die Axe X. PX, fallen, ‚so ist; 
81. 9,220, a =0,a,=—0,...... à =0, 
folelich ist in (61.): | 
82. ‘Ka = 0, Wa=0 und Ja - 0, 
mithin, zufolge (69. und 70.): 


bon 8, TS epider umo. 


Also sind alsdann in den Ausdrücken: (71.) die Coefficienten e und 7 unbe- 
stimmt und willkürlich. Auf diese Weise geben die Ausdrücke (71.) die 
Drucke auf die drei Puncte 4,, A, und A,, und, vermóge (57.), die Drucke auf 
die übrigen Puncte A „A, ........ 4, für den Fall, wenn sámmtliche Puncte 


in einer und derselben geraden Linie liegen. 


X. Sind blos drei Stützpuncte vorhanden, und man setzt, wie in (19.), 
a=20—x, [| — 20 — À, so ist; zufolge (75.): : 


























E (a, ——a, alli: DTOS À, di zb cosh, 
d 60012, am sine, qom mm. GSII ^, 
also in (79.): 
| b sn 
— € cos .—. 2—— — bcos « 
2 C SIDA | 
tima b sn« b- s xw ME 
— Cocos hi — es — b cos«—a-—ai-.- 
C sin C sin 
— à 
84. 2 W sin x? ,  % 6! sin.x T 
—ccosh.—. — — bcosx — a — a.—.—— 
ce sin ^ | c sm 
b sin x 
C sm 
A= e 1 7 . Nu 
3 b sin« b sin * 
—ccosN.—. ~~—bcosx—a—a.-. = 
c sin C sm 


Fallen nun die drei Stützpuncte in eine und dieselbe gerade Linie, so dafs 
x == 0, A =0, und man hat, wie (23.), À = ux gesetzt, so ist cos x = 1, 
sin * 
sin À 





cos, — 1 und —— = =. also in (84.): 


85. 
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welches mit (46. 47. 48.) übereinstimmt. | 
XL Wenn n Stützpuncte A,, Ay, siis weise idi NUM PR sind, die 
entweder zum Theil oder alle in gerader Linie liegen oder ilte so ist nur noch 
übrig, die Grenzen zu finden, zwischen welchen die Drucke 4, 4,, A, ... . . 
.. A, auf die Stützpuncte liegen, welches sich auch, ungefähr wie weiter oben 
bei drei; Puncten, thun lassen wird. 
Berlin, im Februar 1826. 
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Versuch über die Integration der Differential- Gleichungen. 
(Vom Herrn Prof Schmidten.) 





(Ausrag einer von dem Verfasser, in der Kóniglich - Danischen Academie der Wissenschaften 
.. zu Copenhagen, in Dänischer Sprache, vorgelesenen Abhandlung.) 


ba. eine RS Vorstellung von Functionen zu 'haben, die durch Differential. 
Gleichungen. gegeben sind, müssen die Functionen nicht allem entwickelt 
sein, sondern ihr Werth mufs auch für beliebige Werthe der unabhängig ver- 
änderlichen Grófsen angegeben werden können. Der zweite Theil der Aufgabe 
in's‘Besondere, ist noch so wenig vorgerückt, dafs fast alle Gleichungen, welche 
man gewöhnlich in der ersten Beziehung als integrirt Persien nur wenig be- 
friedigend’sind, sobald es auf bestimmte Werthe ankommt. 
I. 18 
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Allgemeine Verfahren scheinen hier fast nicht möglich, weil ‘man immer 
wieder ein anderes Verfahren für jeden besonderen Werth der unabhängig- ver- 
5nderlichen: Grôfse haben müfste; deren die gegebene Function öfter mehrere 
enthalten kann. So ist zuweilen in der Astronomie ein Ausdruck sehr nützlich, 
der keine Anwendung mehr findet, sobald eine einzeine Grölse nur ein wenig 
ihren Werth verändert, und Aufgaben, die man. auf Quadraturen gebracht hat, 
und die also als aufgelóset betrachtet werden, finden dennoch unübersteigliche 
Schwierigkeiten. Es scheint also, dafs die Verfahren, bestimmte Werthe der 
Integrale zu fnden (/es methodes d'évaluation), etwas Eigenthümliches haben, 
und dafs man bei denselben auf die besonderen: Bedingungen der Aufgabe Riick- 
sicht nehmen mufs. In jedem Falle kann man sie grölstentheils aus den Regeln 
für die allgemeine Form der Function ableiten, wenn man diejenigen 
nimmt, welche den’ Umständen am ‚besten entsprechen, co 9 00s 7 A 

‘Fir die hierzu ‘dienenden Sätze ‘ist in. der Analysis noch wenig geschehen. 
Es giebt einige dergleichen, aber sie ‘smd: sehr auf einzelne ‘Fälle beschränkt. 
Man könnte leicht durch Differentiation eine unendliche--Menge:vón inte- 
grablen Gleichungen aufstellen, aber sie würden immer nur Ausnahmen von de: 
nen sein, welche sich auf dem nemlichen Wege nicht integriren lassen. 104 

Auch verlangt man häufig Unmögliches, wenn man den endlichen Ausdruck 
eines Integrals sucht, das heifst, ein Integral, welches aus bekannten Functionen, 
durch eine begrenzte Menge von Operationen zusammengesetzt ist. Denn da 
die bekannten Functionen nur wenig zahlreieh und nur nach Willkür in die ana- 
lytische Sprache aufgenommen sind: so ist die Aufgabe, die unendliche Menge 
unbekannter Functionen, "welche ‘durch : Differential-Gleichungén: ausgedrückt 
werden, auf bekannte Functionen zu. bringen, fast.der von der Quadratur des 
Kreises gleich zu achten. Sucht man also durch die Integration von Differential- 
Gleichungen allgemeine Ausdrücke, so mufs man nothwendig unendliche Reihen 
zu Hülfe nehmen, und mit ihrer Hülfe die natürliche. Form der Functionén, das 
heifst diejenige zu entdecken suchen, welche ihre Eigenschaften auf die ein- 
fachste Weise ausdrückt. . Man darf sich aus. diesem Grunde. auch. nicht auf die 
gewöhnlichen Reihen, nemlich-auf:solche, welche S àmm enivon Gliedern sind, 
wie:z; B. die Taylor sche, beschränken ‚denn. besonders, wenn die Gleichungen 
nicht linear sind, würde.man bald. finden, dafs dergleichen ‚Reihen nur einen ent- 
stellten Ausdruck geben, in welchem das. Gesetz der Aufeinanderfolge: der Glie- 
der micht gut‘ sichtbar ist. : Die Schwierigkeit, Reihen zu summiren (d'évaluer); 
ist kein Grund, sie zu verwerfen ;: denn sonst. würden nur wenige, selbst gewohn- 
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liche; brauchbare ‚Reihen existiren; und sogar die Lagrang ische, für Umkeh- 
rung der Gleichungen, in welcher das: Gesetz der Glieder so elegant ansgerieiiokt 
ist, würde nur geringen Werth. haben. 

Ach glaube also, es sei nothwendig, die Form dor Integrale selbst dann zu 
untersuchen, wenn sie sich nicht darstellen lassen. Die Aufgabe bestehet alsdann 
darin, eine Regel aufzustellen, nach welcher sich einfach und klar die entwickelte 
Form der durch eine M Differential - -Gléichung diee Function fin- 
den làfst. - ita | | 
Eine solche Regel En natürlich auf die kibannich Resiltäte passen.! Es 
Kun für besondere Fälle indirecte Methoden geben, die leichter und kürzer zum 
Ziele führen. Sind blofs.einzelne Aufgaben aufzulösen, so können solche ein- 
zelne Verfahren oft den Vorzug, haben. | Kommt es aber auf Meth ode über- 
haupt an, so sind einzelne Resultate nicht hinreichend, sondern man mufs auch 
ihre Stelle i im System und die Ur sache der Vereinfachung in den einzelnen Fil 
len kennen. 

Wenn diese Betrachtungen einigermalsen gegründet sind, so werden die Un- 

tersuchungen, welche ich hier mittheilen will, vielleicht nicht ganz ohne Interesse 
sein. Ich werde kürzlich die oben érwähnte Regel abhandeln, sie aber nicht 
weiter entwickeln, als zu ihrer Verständlichkeit, und um daraus die nóthigen Fol- 
gerungen zu ziehen, erforderlich ist. Nachdem die allgemeine Regel für alle 
Differential - “Gleichungen gegeben worden, werde ich mich mit den lineären 
und nıcht-lineären Gleichungen vom ersten Grade ins Besondere beschäf- 
ügen, und dann die Anwendung auf Gleichungen mit mehreren yeranderli- 
Vn Grófsen andeuten. Auch wird sich zeigen, dafs die Ausdehnung auf Glei- 
chungen mit endlichen und vermifschten Diffipénzed keine Schwierigkeit hat. 


1: 
Es, dei irgend eine Gleichung zwischen. x, zwischen irgend einer. Function 
y von x und ihren n Differenual- Coefficienten, z. B. die Fagot dos f 


| (n) 
ais uot (x, y5 X Spies nove quentia y 
gegeben. Diesalhe wird integrirt sein, wenn man eine aod Gleichung von 
niedrigerer Ordnung, wie 


wr tod 95^ Lo Wb adalmioinsai ms: dos d AG 
aufstellen kann. . Eine solche läfst sich aber nur selten finden. Die gegebene 
Gleichung lafst.sich indessen vermittelst der-kleinen Zahl von Functionen, welche 
in die analytische Sprache aufgenommen sind, auf vielerlei Art in zwei Theile 
18 * | 
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theilen, so, dafs derjenige, welcher den Differential-Coéfficienten von ‘der höch- 
sten Ordnung enthält, oe ist. Dieses ist z. Bi der Fall; wenn man den 
Differential - Coefficienten y” allein auf eine Seite bringt * 


Man selze daher, aus der gegebenen Gleichung sei auf irgend € eine Weise 


eine andere von der Form 


WE a [PD LE Ai Deme soba id ia “ek ON 
gefunden, deren erster Theil ein vollstándiges Differential ist, de sedi bol 
ter Hand, die Differential - Coefficienten:von y alle, oder zum Theil, enthalten 
kann. | Alsdann findet man, wenn man integrirt: 


f. f. m yv d od m yt es =c, are wd BE d 9») | 


wo c, eine willkürliche Constante ist. Betrachtet man nun das zweite Glied als 
bekannt, so kann man wieder mit der gefundenen Gleichung, wie mit einer Glei- 
chung von der Ordnung n — 1, und wie vorhin, verfahren. Man kann sie auf 
die Weise theilen, dafs thr erstes Glied ein vollständiges Differential ist, und sie 
durch eine Function von der n — 2'*? Ordnung vervollständigen, u. S. W. Wie- 
derholt man das Verfahren, so wird man, nachdem man 72 mal integrirt, und n 
willkürliche Constanten eingeführt hat, zu einem Resultate von der Form 

fa @ y) m 6, tn by, 
gelangen, in welchem das erste Glied gar keinen Differential - Bee Ys 
zum n*?, unter dem 7 mal wiederholten Integrations-Zeichen enthalten. kann. 
Durch Umkehrung findet man 

yzP(z,c,- by), | 
wo P ein auf x und c, + ıby ‘sich beziehendes Functions-Zeichen ist. : Substi- 


tuirt man, so findet man: 


y= (ss +4 (P(e, c+ b Goin sey), 

und fährt man auf diese Weise ohne Ende fort, so kann man y aus dem zweiten 
Theile der Gleichung ganz wegschaffen, und also einen entwickelten Aus- 
druck von y finden. Dieser Ausdruck wird das vollstän dige Integral der ge- 
gebenen Gleichung sein; denn er enthält z willkürliche Constanten. Das Ver- 
fahren erfordert aber in seiner ganzen Allgemeinheit Operationen, die bei wei- 
tem die Kräfte der Analysis übersteigen. Ich will mich also nur mit’ einigen 
einzelnen Fällen beschäftigen ,* welche merkwürdige FRE" dpi 
und dazu dienen werden, das Obige zu erläutern. 


e 
FEE 0 
t ge e 5 z 
N ea age TE 
RE 


: ^ PRET" 
SEE > ? ? 2 n - 4 à 5 = > V r À Be irm ocior 
AA T. c a : 
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nc 2. 
‚Wir wollen z zuerst ET lineären Gletchüngeh vitreo, 


1, Es; sei die allgemeine linedre Gleichung yon der nten Ordnung: 
| Py + Oy ye, ne © tana ESS T , 
gegeben, wo dii der + 2 Functionen (P, O1 ue. 8, T) von a, durch 
die Division mit P, auf n+ 4 solcher’ Functionen bringen lassen. Eine Glei- 
chung yon der Ordnung n — 1 würde aber nur n Functionen enthalten. Es 
wird also allezeit möglich sein, eine Gleichung von der n — ten Ordnung zu fin- 
den, yon welcher die gegebene, bis auf ein Glied, das vollständige Differential 
ist, das heifst, man wird derselben die Form 


Pr RN NEE NT EP 
| geben können, woraus, wenn man integrirt, 
Be ? 4 Q, yo + UR NT +S, y =fT,dx + /fVydx 


folgt. _Könnte man also diese Gleichung von der n — 1**" Ordnung integriren, 
‘oder y durch eine Function des zweiten Gliedes ausdrücken, so würde man, wie 
oben, den entwickelten Werth yon y durch wiederholte Substitution det 
Man kann auf diese Weise das allgemeine Integral einer lineären Gleichung von 
der nt Ordnung, in Vergleich mit demjenigen einer Gleichung von niedrige- 
rer Ordnung, als eine transcendente Function betrachten. Dieses aber hindert 
nicht, dafs nicht die Function, welche eine Gleichung hóherer Ordnung integrirt, 
in einzelnen Fällen von Integralen niedrigerer Ordnung, in endlicher Functions- 
form, abhängig gemacht werden kénnte, auf dieselbe Weise, wie etwa die Sinus, 
die sich in einzelnen Fällen blofs auf irrationale Grófsen reduciren lassen. 

Man würde nun, nach dieser Methode, das Integral einer Gleichung zu 
finden, der Reihe nach, alle niedrigeren Ordnungen, von der gegebenen Glei- 
chung an, durchgehen müssen, welches sehr beschwerlich sein kann. Wir wol- 
len also unter den unendlich vielen Arten, die gegebene Gleichung zu integriren, 
oder, was. das Nemliche ist, sie auf die obige Weise zu zeriheilen, einige neh- 
men, deren Resultate weniger verwickelt sind. 


Man bringe z. B. die Gleichung auf die Form 
| 4N4 
m X QC nahe) um der 


wo X , X, u. s. w. bekannte Functionen von x sind, und py Differential - Coëf- 
en von y enthalten kann... Man integrine n mal, so wird man einen Aus- 


druck wie: 
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r=W+x fy f-... xj gyda 


finden, wo FF unter n. Integrations-Zeichen ct Function hu nebst n EL rte 
chen Constanten enthält und ‘7 -- 1 Glieder Bat. 'Substituirt man wiederholt y 


in das zweite Glied, so findet man, weil py’eine lineäre Function ist: 
| uf. 


y = VF x kf ee ef Or ae ie ow 


+ x at aes > x? (x fr. Sene X0 mi ) — | 
und wenn man den Werth von T Moby n 4- 1 bets von welchen 7 n, 
jede mit einer willkürlichen Constante multiplicirt sind. 

Man kónnte auch die gegebene Gleichung so zertheilen, dal dat erste Ghed 
nicht den Differential- Coefficienten yon der hóchsten Ordnung enthielte. Tn 
diesem Falle wiirden durch die Integration nicht n. willkürliche Co nstanten einge- 
führt werden, und das Integral würde nur par ticulair sein. Der einfachste 
Fall würde der ganz ohne Integration sein. Es wäre der Fall, wenn man x auf 
einer Seite allein liefse, welches 


giebt. Man würde daraus den entwickelten Ausdruck von y finden, wenn man 
y in das zweite Glied setzte, u. s. w. Ist das zweite Glied cin vollständiges Diffe- 
rential, so vereinfacht sich noch der entwickelte Werth yon T bedeutend. “Man 
hat also auf diese Weise zwei Extreme der Integration, das eine ganz ohne, das 
andere mit allen willkürlichen Constanten. Man kann zwischen ihnen mehr oder 
weniger allgemeine Ausdrücke aufstellen, je nachdem sie mehr oder weniger den 
Bedingungen der Aufgabe angemessen sind. | ; 


De | 

Man sieht, dafs selbst die lineären Gleichungen. Operationen :erfordern, 
welche bei weitem die Krafte der Analysis übersteigen. Man mufs sich also auf 
besondere, Vereinfachungen gewährende Fille beschränken. Ehe, ich indessen 
die Integration der Gleichungen für besondere Formen der Coéfficienten unter- 
suche, will ich noch einige Bemerkungen über die allgemeinen Gleichungen 
von der ersten und zweiten Ordnung machen. | 4 ^ 

Man verwandele Mint von der ersten Orduung, von der Fortti' 


y'a Py= Q, 
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so, dafs das erste Glied ein dong ig À Differential: ist. Man setze also... 
(X; y Mim Qiii 
welches X,’ y + X, y' = X,Q., ane wenn man Q = y' + Py substituirt, 
Kye X,y' = Xy +X Py, oder X,' —.P. X, =0 giebt. Diese Glei- 
ET ist der gegebenen ähnlich, wenn man in jéner das zweite Glied gleich 
Null setzt. Vermittelst der Exponential - Grófsen, deren Eigenschaften untersucht 
sind, kann man nun unmittelbar .X, durch æ ausdrücken. Wäre aber dieses 
Symbol nicht in die Sprache der Rechnung eingeführt, so würde sich der ent- 
wickelte Ausdruck von .X, nicht anders, als durch das obige Verfahren. finden 
lassen. Man würde also 
X, =e f PX, EPPA uve ALDER daz. | 

haben, welche Reihe sich bekanntlich auf, | 


|: op PA LR A 


b. 2. e 
reduciren lafst. Alsdann ist 
pee may y = | xx 94. 
Wo c eine » willktrliche Constante nds 


Len das obige Verfahren noch weiter zu erläutern, will ich auch das Haba] 
der allgemeinen Gleichungen zweiter Ordnung entwickeln. Es sei also 


T PU 4 Oy =R. 


Wollte man das erste Glied nn in em vollständiges Differential verwandeln, 


x 02). — 


so würde dieses zwar nicht gelingen, aber man würde, um .X, oder .X, zu finden, 
auf eine yon den beiden Gleichungen 


dafs man setzte 





d'a ^ Pdz dP bk itio 
Ede 2 dat bo oa) 159 de 

oda (Pda 

picis m + Qz —0 


kommen, woraus man. siehet, dafs sich die Integration auf die einer ähnlichen 
Gleichung ohne zweites Glied reducirt, Es ist leicht zu zeigen, dafs die lineären 
Ben allgemein diese Eigenschaft haben. ‘Um den entwickelten Werth 
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von y zu finden, mufs man sich hier begnügen, blos einen Theil des ersten Glie- 
- des in ein vollständiges Differential zu verwandeln. Ich setze alin 


d ay ROKS 44 A 

r0. £y: =R— o et NEN | 

wo X, vermittelst ¢ einer r Gleichung. der ersten Ontiian gefunden wird, y; und, nach 
der, angenommenen Bezeichnung, ; | 


P, AN rds | radi | M =: er f 


nad on 
nns A 


Jb > Ilo yi 


ist. Man findet nun 


ae | 37 f o f ac mast if 5 Fir Soylent 
bie Le (= fy fx Qda* v nei reno) 
+ T x j* a) "at RE ce) 4 drm 


+ fig f X, Rast — sek pe MB oe UN 4 


welche Ausdrücke sich nur dann in endlicher Form darstelle et warden, 

wenn man ein neues Symbol eingeführt hat, welches das Integral ie icum 

gen zweiter Ordnung bezeichnet. | low stats oy 

Wir wollen jetzt die merkwürdigsten einzelnen Fälle beta d in Woehen 

sich das Integral durch bekannte Functionen yon Potenzen und Exponential- 
Gröfsen cei UR làfst. 

4. 
Ein sehr ausgedehnter Fall ist, wenn man in der Gleichung. 


( Abbas (4 A az)" I (a +aa)) (a de aa) yy) AUR zeegelsh 


WETTE ee n. beliebige Constanten sind, die dam angedeuteten Dit- 
faxeniietiompo vénrichtet Man findet: - | 


set 


/, 0^ 


(m) a (m1) (m2) 0 D ir 
ARR parse rs Wear Lie nap 
wo P — (1-4 ag)" t=) Trist, und à, fos 44 Constanten sind, 
die von: en ser. £s n und a abhängen. Das ‘Integral der gegebenen Diffe- 
rential - Gleichung von der mite Ordnung ist 
FRA Can) Aaa). A Ut an) oti’ amend 
+ (L+ aa)" of Ustad y s ficis has. feda, ; iol 
Wo. vf, hotes ol 4. willkürliche Constanten sind. iia nognudoisto 
Man 
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Man findet daraus leicht das Integral der Gleichung mit unveränderli- 
chen Coefficienten. Da nemlich in den Grófsen a, B,........ etc., a die 
nemlichen Abmessungen hat, wie das Product von 7,, n,, etc.: so kann man 


2 


a=-, n, —r,p, n, — r,p etc. 


setzen, und wenn man nun 


pice *0 
setzt, so ist die ME. M Gleichung: 
Gn— 1) 
wy da wide Len dTuy-F, 
WO (m3, 54-101 (4, von den Constanten r,, r, etc. abhängen; LA das Integral ist 
ym AE A ee Re ff fete Pa da 


Der Ausdruck geht in Kreis-Functionen über, wenn r,, 7, etc. imaginär sind. 
Wir wollen ferner eine Art yon Gleichungen untersuchen, deren Integral, 

obgleich es sich nicht durch bekannte Functionen vorstellig machen láfst, durch 

Reihen ausgedrückt werden kann, deren Gesetz sehr einfach ist. Es sei 

(a+ BU +an)) ys tet Bram en nt Coram) 
ae, (1+ aa) 

ud ut pud «oly sou Psi dui, mien re y, ó und C beliebige Constanten 

sind. | Der gegebene Ausdruck läfst sich leicht auf die Form 


4 Ks; (1 + ax)'» (4 4- a2 art... (Uta) n HERES y) 


y=C(t+ax), 


= A(1--aa) + B(1+ax) (er. a) 


Ben, won Rene 52 AES RR PT POUR 55 À, B, 6, c Constanten 
sind, die von denen in der gegebenen Gleichung abhüngen. Integrirt man 77 mal, 
so wird man y durch eine Function von sich selbst und von den willkürlichen 
Constanten ausgedrückt finden, und wenn man wiederholt substituirt, so wird 
man zn -- 1 Reihen finden, welche das entwickelte und vollständige Integral der 
gegebenen Gleichung enthalten. Es ist leicht zu sehen, dafs in diesen Reihen 
jedes Glied aus dem vorigen so folgt, dafs jedesmal dem vorigen m Factoren im 
Zähler und m Factoren im Nenner hinzugefügt werden. Auf ahnliche Art kann 
man auch leicht zu dem Fall übergehen, wenn das Binomium. sich in eine Ex- 
ponential - Grófse verwandelt. 

Ich übergehe den Fall, wo die Reihen vermittelst bestimmter Integrale 
(integrales définies) eine endliche Form erhalten. Ich habe mich damit an 
einem anderen Orte beschäftiget, und gedenke darauf zurückzukommen. 


I. 19 


146 Schmidten, über die Integration der Differential- Gleichungen. 


Die Reihen, welche hier entstehen, sind als Resultate eines weniger direc- 
ten Verfahrens schon bekannt. Man kann auch, wenn man sich des obigen Ver- 
fahrens bedient, bei einem beliebigen Gliede stehen bleiben und den Rest ange- 
ben. Dieses geschiehet in Folge der allgemeinen Regel, und ein Beispiel an einem 
einzelnen Falle wird zur Erläuterung hinreichen. Es sei 


2 n 
Xu — xy, 
so ist 
cx Ug. — 
pes ad. hak Gupta DU "Istis fo art OY iy EU 
PAS PD ad ni Te 
uM Cato uy GR 


+ dis (to ya, 

Um näherungsweise den Werth von y zu finden, mufs man aus den Um- 
stánden der Aufgabe den grófsten und kleinsten Werth von y, zwischen gewissen 
Grenzen von x, kennen. 


5. 

Ungefähr auf dieselbe Weise kann man auch die Grenzen der Taylorschen 
Reihe finden, wenn man sie als das Integral einer partiellen Differential -Glei- 
chung betrachtet. 

Es sei 


du du 


— 0 a 


dx dy’ 
So ist; U= y «fx da oder 





| x° P mn " 
U= y-kag'y + y + Nun wc +f ys dE 


Man siehet leicht, dafs sich alle partiellen Differential- Gleichungen auf ähnliche 
Weise integriren lassen, was ich auch an einem andern Ort, in den Annales des 
mathématiques von Gergonne auseinandergesetzt habe. Man nehme z. B. fol- 
gende zwei allgemeine Ausdrücke, auf welche sich die Gleichungen zweiter Ord- 
nung, zwischen zwei unabhingig veranderlichen Grófsen, bringen lassen, nemlich 
2 
pte Et I gets, und 


d'z iri dz n dz Ss 
da^ P ula: 7 dy dino ns 
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wo p, 9, r beliebige Functionen von a und y sind: so kann man der ersten 
Gleichung, wenn man 


eles 7, e/¥ — mn und ppg PPro nar e 


a 
1 (nz) 
MNT dy 


da 
geben, und wenn g und x) willkürliche Functionen yon & und y bezeichnen, 
und man setzt 


1 
EE: dy x s [9 mnsdx -— T, 
noc t fin n m 


so findet man 


z=T + 3E: mnezda, 


und wenn man wiederholt substituirt : 


1 
= T+- 2 Immo tier f. feas. [2 mneTda.. 
n.) m n 


Auch kann man für z leicht mehrere andere Ausdrücke finden. 


setzt, die Form: 


— mns --mnez 


Um den zweiten von den beiden obigen allgemeinen Ausdrücken zu integri- 
ren, kann man 


mb m -—e Jiu. puoi +4 f smay 


setzen, wo c eine willkürliche Function von x ee Dieses giebt 


„26: dz 
1 d.(mz) n Mi da/ 

X dias as — SM nr, 
m e 


woraus 


bi U—— EC py WIN a AS U^) y) 


folet. Die UP A herlchen sich auf a. Diese Reihe, obgleich sie 
nur eine willkürliche Function enthält, ist, wie bekannt, nicht weniger allge- 
mein, als eine Reihe mit zwei willkürlichen Functionen, die sich ebenfalls leicht 
finden läfst. In der oben erwähnten Abhandlung findet man mehrere Entwicke- 
lungen und Untersuchungen über einzelne besondere Fälle, in welchen sich 
die len vereinfachen und sogar zuweilen auf bekannte Functionen reduci- 


ren lassen. 
49* 


+ AXE 
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6. — 

Nach den lineären Gleichungen wollen wir noch einige nicht lineäre 
Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Grófsen betrachten, yon welchen sich 
die Integrale durch Reihen, nach einem einfachen Gesetze ausdrücken lassen. 
Wir wollen bei den Gleichungen erster Ordnung stehen bleiben. 


Ich bemerke zuerst, dafs nun von der Form 
war (4), 


EA 


wenn man 


setzt, auf die Form 
/ 
d (F (z) — :) 


gebracht werden kónnen, woraus 


log X= f pn 


folgt. Wenn X = x, so ist die Gleichung homogen, und wenn X =e’, so 
reducirt sie sich auf eine Gleichung mit constanten Coefficienten. In allen Fal- 
len kann sie auf Quadraturen gebracht werden. Man betrachtet alsdann eine 
Gleichung als integrirt, aber es 1st leicht zu sehen, dafs man dann von der ge- 
nauen Kenntnifs der Function noch eben so weit entfernt sein kann, als wenn 
man die veränderlichen Grófsen nicht absondern könnte. Die Ausdrücke, welche 
hier folgen sollen, sind zwar, wie fast alle Reihen, zu einem bestimmten Aus- 
drucke der Functionen eben so wenig zureichend. Wegen ihrer Einfachheit 
aber werden sie vielleicht nicht ganz ohne Interesse sein. 

Da eine lineäre Gleichung die einfachste erster Ordnung ist, so wollen wir 
eine Gleichung nehmen, in welcher y auf die zwei te Potenz stelgt, oder vom 
zweiten Grade ist, nemlich die Gleichung 

y —pcqgycry. 
p; q,r sind beliebige Functionen von x. Die gegebene Gleichung läfst sich | 
leicht auf die Gestalt 
y=a+/(ß+y) da 
bringen, wo 


1 
2 


a =p— fp, red und yor’, 


und man findet nun y durch wiederholte Substitution. 
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Eine andere Form wire 
: log (y — a) —f (8 4- yy) de, 

wo a, B,'y von den Gleichungen 

y — r, 2.y 4- B — q und af -r- o/ —p 
abhängen, aus welchen " 
} a’ —p--aqg-- ar? 
folet. Diese Gleichung ist zwar der gegebenen áhnlich, aber es ist ein particu- 
laires Integral von derselben hinreichend, welches zuweilen leichter zu finden 
ist, als das vollständige. Man findet daraus | 

= a + onere TET T wr À ), 


indessen ist der einfachste Ausdruck yon y der, welcher durch Reduction auf 
eine lineáre Gleichung entsteht. 
Man setze nemlich 





so erhält man die Gleichung 
r! 
dar T T TS 
Z gr =) Z -drpz-o0, 
von welcher das Integral nach dem obigen Verfahren leicht zu finden ist. 


Die allgemeine ERA vom dritten Grade 
LP FT ENT mn sy 
làfst sich ebenfalls auf verschiedene Art integriren. 


Man kann setzen 
y ua Bf(4- y da. 
Alsdann hängen die vier Grófsen a, 8, y, 0 von folgenden Gleichungen ab: 


By C B -—p, 


38y'ó + ^ —— 9, 
38yó* =T; 
Bo $. 
Man kann auch setzen: 


log (a+ y) — log (8 +) -— + dy) da, 
oder arc. tang. (e + zy) f (y + y) da, 


I 


da. 





oder 
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In allen diesen Fallen wird man finden, dafs die Entwickelung der Grófsen 
a, B, y, 6 von einer Gleichung abhängt, die der gegebenen ähnlich ist, von wel- 
cher aber ein particulaires Integral hinreichend ist. Im letzten Falle z. B. 
hängt 8 von der Gleichung 
Bop gf rf aes 
ab. In dem besonderen Falle p = 0 wird dieser Gleichung durch B = 0 genug 


gethan, und &, y und d werden leicht gefunden. Das entwickelte Integral ist also 
a 


(es 


Pres c TE 


Als einzelnes Beispiel sei die Gleichung ~ 


œ 
TE pul Ag bay + cæx y —0 
gegeben. Man findet 
ba = pee n-a 
a=x dx = h + PIOS 
VUE. Ma EN , 
wo h eine willkürliche Constante ist. Der Kürze wegen sei 
b 
OL sumo. La 
NN — A + 1 


so findet man 


9 des rr dm d. ih „ar. BE ncn bee | 
mm fie ce a 

Das Vorstehende wird zureichen, um die Anwendung der Grundregel auf 
verwickeltere Gleichungen zu zeigen, deren Integrale ebenfalls verwickelter sind, 
und unter welchen man diejenigen besonders untersuchen mufs, welche sich ver- 
cinfachen lassen. 

Man kann sich der obigen Methode auch bedienen, um den Ausdruck einer 
Function, die man schon anders woher kennt, zu verwandeln. So z. B. läfst 
sich die Gleichung M 
xy! +ay-t by? +cy —0 
leicht durch AE CIA Functionen integriren. Man findet aber auch 


e dae 
ria Au En © ( OR 


leid e ** -4-c 





y — 
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wo A eine willkürliche Constante ist. Setzt man dieselbe gleich Null, so findet 
man das particuläre Integral: | 
| 3 bie ie 
ve yp. £2 
3,62 » 


| a REN 
welches der algebraischen Gleichung 
| ay + by? + cy? —0 
entspricht. Eben so würde die Gleichung 
ey = c + a fydx, 
oder die Gleichung 


y= log (c caf yda) 


auf die Umkehrung der Function 





führen, u. s. w. 





Ueber den Eilften Grundsatz in Euclid's Elementen der 
Geometrie. 
(Von Herrn Louis Olivier.) 


Dieser Eilfte Grandsatz Heißt: 
„Zwei gerade Linien GB und HD (Fig. 7. Taf. 2.), die von einer dritten 
» EF so geschnitten werden, dafs die beiden inneren, an einerlei Seite lic- 
„genden Winkel BAC um DCA zusammen kleiner als zwei rechte sind, 
»treffen, genug verlängert, an eben der Seite zusammen." (Nach Lorenz 
deutscher Ausgabe des Euclides ausgedrückt. D. H.) 

Da dieser Satz nicht gut von selbst einleuchtet, und also nicht sowohl ein 
Grundsatz, als vielmehr ein Lehrsatz zu sein scheint, der des Beweises bedarf, so 
hat man sehr oft versucht, den Satz auf Euclidische Art zu beweisen. Alle diese 
Versuche sind milslungen, und es ist also nicht sehr wahrscheinlich, dafs man 
den Beweis finden werde. Verschiedene Raisonnements und Beweise mit allerlei 
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Hülfs- Vorstellungen (z. B. mit der Vorstellung. vom Verschieben eines unver- 
änderlichen Winkels, von Winkelraum- Grölsen u. s. 'w. D. H.), so wie der Um- 
stand, dafs alle Sätze, die auf das Axiom gebaut sind, einander nicht widerspre- 
chen, müssen die Stelle eines Euclidischen Beweises vertreten. Man kann deshalb 
dergleichen Stellvertreter des Beweises nicht genug haben. Vielleicht findet das 
Ner Raisonnement hier eine Stelle. 

Die gerade Linie KC schneide die A.B, so wird strenge opis ae Dis der 
Winkel KCF grüfser ist, als der Winkel KAF (Euclid’s Elemente. 1. Buch. 
16 Satz.), und es ist an und fiir sich Klar, dafs alle durch C gehende gerade Li- 
nien, wie LC, die mit CF einen noch grófseren Winkel machen, als KCL, 
oder die zwischen KC und AC liegen, die 4B ebenfalls schneiden. 

Der Winkel JCF sei gleich dem Winkel BAF, so schneidet die JC die 
AB notbwendig nicht; denn schnitte JC die AB, so wäre nach dem oben be- 
nannten Satze des Euclides / C F grölser als BAIL’, welches der Voraussetzung 
entgegen ist. 

Gesetzt nun, es gabe noch andere, durch C gehende gerade Linien, wie D C, 
welche zwischen C7 und CA liegend, also so, dafs DCF grófser als CF ist, 
die AB ebenfalls nicht schnitten, so ist wiederum an und für sich klar, dafs auch 
alle andere gerade Linien zwischen DC und IC, z. B. JV C, die AB ebenfalls 
nicht schneiden werden, denn schnitte z. B. /V C die AB, so schnitte auch DC, 
der Voraussetzung entgegen, die 4.6 nothwendig, eben wie vorhin LC nothwen- 
dig die 4 B schnitt, wenn AB von KC getroffen wurde. 

Das Geschnittenwerden und Nichtgeschnittenwerden der Linie 
AB von geraden Linien, die durch C gchen, kann also, wenn die Winkel, die sie 
mit CJ machen, von zwei rechten an, allmälıg abnehmen, nicht ab wechseln. 

Nun giebt es aufser Geschnittenwerden und Nichtgeschnittenwerden fiir die 
Linie AB kein Drittes. Also mufs es nothwendig eine letzte gerade Linie, 
welche durch € geht, geben, welche AC schneidet, und zugleich mit CF einen 
Winkel macht, der grölser ist als JCF = BAF. Diese Linie sei ACY . 

Aber AK kann ohne Ende verlängert werden, und es ist, wie weit auch X 
von 4 liegen mag, immer noch ein Punct Min AB möglich, der von A noch 
weiter entfernt ist, und, also immer noch’ eine gerade Linie MC, die ebenfalls 
noch .48 schneidet und, wie Euclid beweiset, mit CF einen Winkel MCF 
macht, der grófser ist als JCF = BAF. 
| Folglich giebt es keine letzte gerade Linie, die AB schnitte, und die zu- 
gleich mit CF einen grölseren Winkel machte, als JCF = BAF, und folg- 

lich 
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lich eben so wenig eine erste gerade Linie, die sie nicht schnitte, und die mit 
CF einen Winkel machte, der gröfser ist, als JCF = BAF. 

| Folglich schneiden alle durch C gehende gerade Linien, die mit C.F einen 
grölseren Winkel machen, als JCF = BAF die AB nothwendig; das heifst: 
jede zwei gerade Linien AB und CD, die von der E F so geschnitten werden, 
dafs die beiden inneren, an einerlei Seite liegenden Winkel BAC und DC A 
zusammen kleiner als zwei rechte sind, treffen, genugsam verlängert, nothwendig 
an eben der Seite zusammen ; welches der Euclidische Grundsatz ist. 

Ich gebe das Raisonement, wie ich schon erklart, nicht für einen Beweis, 
sondern theile es nur als eine Zusammensetzung von Schlüssen mit. Es wird dem 
Leser vielleicht Vergnügen machen, dem Raisonement einen Beweis der Unzu- 
länglichkeit entgegen zu setzen. 





15. 
Auflosung einer mechanischen Aufgabe. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 


Es sei BDM A (Fig. 5. Taf. 2) eine beliebige Curve. BE sei horizontal, CA 
vertical. Ein Punct bewege sich, von der Schwerkraft getrieben, die Curve 
BDM A entlang, und habe seine Bewegung von einem beliebigen Puncte D 
angefangen. Die Zeit, in welcher er von D nach dem gegebenen Puncte À gelangt, 
sei 7, die Höhe EA sei a. Alsdann wird 7 eine gewisse Function von a sein, die 
von der Gestalt der Curve abhängt. Umgekehrt wird die Gestalt der Curve von 
dieser Function abhängen. "Wir wollen untersuchen, wie man mit Hülfe eines 
bestimmten Integrals (mtégrale définie) die Gleichung der Curve finden 
kónne, für welche 7 eine gegebene stetige Function von a ist. 

Es sei 44M — s, AP = x, und t die Zeit, in welcher der bewegte Punct 
von D nach M gelangt. 


ds 


V(a—a)’ 


Nach mechanischen Regeln ist — E — V (a — x), also dt = — 


Daraus folgt, wenn man das Integral von x =a bis x = 0 nimmt: 
0 


Pow ea] ret 


154 Abel, Auflösung einer mechanischen Aufgabe. 


8 | 
wo z. B. durch f bezeichnet wird, dafs die Grenzen des Integrals zu a2 =a 


a 
und x = ß gehören. 
Nun sei 


aus welcher Gleichung s, durch æ ausgedrückt, gefunden werden muls. 


Statt dieser Gleichung wollen wir die allgemeinere 


annehmen, und aus derselben s durch & suchen. 
Es bezeichne r (a) die Function 


oe 1 T Œ 1 
a (= f de (log 2) ; 
so 1st bekanntlich 


1 
i god (1—yf ^ dy = OD, 
wo a und f beide grófser sein müssen, als Null. 
Es sei 8 = 1 — 7, so findet man 
© dy ‘dy _r(a)r(1—n) 
Ar) ^ r(œa+1—n) 
woraus, wenn man z — ay setzt, 
8 ga ^ n(a)mtem) 
» (qux ay o ah Hei)" 





folet. 
Man multiplicire SP RR und nehme das Integral von a = 0 bis 
c —a à 
à =,æ:. so vet man 
du tg de, opta eB) a ie 
a " eret - F(ad-1— n) v 


Setzt man a — xy, so Endet man 











gear : 1 dy. i r(a—n-+ 1) r (n) 
tat X imo! - Te ec che TR 
, (æ— a) ,G —») P( 24-4) 


folelich 
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zarıdz cuis i2 
J. i E Dres uu Me DU T a? . 


Nun ist, einer hekaralit Eigenschaft der Function r zufolge, 
r(a+1)=ar(a); 
also findet man, wenn man substituirt: 


t da unt. ds c^ i 
pega Garr GEO eant 


Man multiplicire mit «od «, und integrire nach a, so findet man 


a.az da)dz 
aj. Le sy" NA ao fila + à —r(n)r(1 —2)f/ qa.a* da 


As BUN Roy ED 


Das Differential hiervon ist 


J pa. BEN Toii. c8 
f 92.9 2*7 da = f'z; 


4 - gon í s = r(n) r(i—n). fa, 


oder weil, wie bekannt, 


Man setze 


also ist 


folglich: 





EN: a 














sin zz! 
trees _snnx at. of fade} 
i-n n° 
T , (æ — a) > (a— z) 


Mit Hilfe dieser Gleichung läfst sich aus der Gleichung 


pa =f Aw: E. s leicht finden. 
> (a— x) 


D | | . SIN AT da 
Man multiplicire nemlich diese Gleichung mit zy (pay 
z—a 





und 


nehme das Integral von a = 0 bis a = x: so A man 























sinnn (* qa.da sin n da o ds 
T f (al. En # Pate n (a — ay 
also, vermóge dr Gleichung (1.): 
__ sin nw pada 
ue dur „(— Ue 
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Man setze nun 7 = 1, so ist 


sf Ho 


x 


und 
pada 

uy (a8). 

Diese Gleichung giebt, wie par den Bogen s durch die Abscisse x, und 
folglich ist die Curve nunmehr vóllig bestimmt. 

Wir wollen den gefundenen Ausdruck auf einige Beispiele toan. 

I. Es sei 
pas aa ° aa se T, am ==" (aa! ) 

so ist in diesem Falle der VVerth von s 


minare tfo) 


Setzt man nun a= zy, so ist 


a^ da -. f rur ‘Be pty Plu t)rG) 
»V(e@—a) cv een mn r (44-1) 


_r(G) | er(g t 1) 
x ^" r(au- i) 


fg = ym: 
S=Y Of ee °+a TUE) ws +a (ni) am 


j SCA lee Ou —— ga ed 
Or (aa) r(u, +2) “run à) 
Wenn man z. B.m—0, 4, — 0, das heilst, die gesuchte Curve isochron 








s=— 





also 





? 


oder, weil 


annimmt, so findet man 


AO ROT pto P G8 ey e 


und se = y x ist bekanntlich die Gleichung der Cycloide. 











U. Es sei 
qa von,a = 04 bis as 3, gléch 9,3, 
, bis a =="; gleich" pa, 


pa von aa, bis a— a,, gleich g,a, 


pa von a—a 


| qa von aca, ,bis a — a, gleich pia, 
so 1st 
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* q..ada 
ns , zwischen æ= 0 und æ — a, 
, V@—x) 
Las a ciae pain zwischen x = dia e 
aj Cee et naa, und. =a, 
"oqa.da | ('"iga.da | (" g,a.da. 
Be) IT Va VV M Ca) 2)’ zwischen z—a, und « =a, 
D $a . di da '! g,a.d ve | ti ada tu 0.4.08 
„va-—: ya a, V (a Y(a—a)" Ws Y (a dy allies (d — x : 
zwischen æ = a , und æ —a,, 
wobei zu bemerken, dafs die Functionen ma, pa, Pa ........ ga von der 


Art sein müssen, dafs 


q, (a) = 9, (a); 9, (a) = 9, (a,), 9, (a,) — 9, (a,), u.s. w. 


ist; denn die Function ga mufs nothwendig stetig sein. 





16. 
Theorie der Hebelwage von Quintenz. 


Im Bulletin de la société d'encouragement Nr. CCX XXIV. ist die von A. 
Quintenz in Strasburg, im Jahr 1821 erfundene Hebelwage (Balance à bas- 
cules portatives) von Francoeur beschrieben. Die sinnreiche Anordnung die- 
ser Wage verdient hier eine nahere Auseinandersetzung. 

An einem Wagebalken BD (Fig. 6. Taf. 2.), welcher im Punkt 4 unter- 
stützt und um denselben beweglich ist, befindet sich in B eine Wageschale, auf 
welche die Gewichte zum Abwiegen der Last gelegt werden. In C und D sind 
Stangen CM und DR angebracht, welche um C und D beweglich sind. Mit 
diesen Stangen sind zwei andre MN und RE dergestalt verbunden, dafs die 
Stange RE in E eine Unterstützung erhält, um welche sich ER frei herumdre- 
hen kann. Auf ER, in F, ist die Stange F'W angebracht und in JV mit der Stange 
MN verbunden. Auch sind in M, & und N Gelenke angebracht. 

Vorausgesetzt, dafs für das Gleichgewicht die Stangen BD, MN, ILE wa- 
gerecht und C M, DR, NF lothrecht stehen, und auf die Stange MW, unter 
welcher man sich auch eine wagerechte Tafel vorstellen kann, eine Last Q ce- 
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setzt werde, mit welcher das Gegengewicht P in der W ageschale bei B im Gleich- 
gewichte ist, so setze man die Abstände AC=a, AD=b, AB=c, EF=a, 
ER=ß, MQ=m und QJV — n. Werden nun die angebrachten Stangen 
nebst dem Wagebalken als mathematische Hebel angesehen, und man setzt den 
Druck von Q auf M — M, auf N — JY und den Druck von N auf R= R, so 
erhalt man für das Gleichgewicht zwischen P und Q, 





Va me und yp eee 


m --n' 
Ferner werde vorausgesetzt, dab ij m sel, so findet man, weil der Druck 


auf F = JV ist, 
R es Mud irs nur 
pl eoe eeiam s 
Am Hebel BD ist der Druck auf B=P, auf C— M und auf D— R, daher 
cP=aM-+bR, oder 
_ anQ bamQ _ mn 
Fuer b(ma-n) °m+ nite He) 
cP = aQ, für das Gleichgewicht más P und Q. 
Weil die Werthe m und 7 aus der Gleichung wegfallen, so folgt hieraus, 
dafs es gleichgültig ist, auf welchen Punct des Hebels MN die Last Q gesetzt 
werde, weil das Gleichgewicht dennoch nicht aufgehoben wird. Auch kann 


man 4D = b und ER = £ willkürlich annehmen, wenn nur ee unver- 
ó PR 
andert bleibt. 
Wird das Gleichgewicht aufgehoben, so dafs P steigt und Q sinkt, so wer- 


den, wenn diese Senkung nicht beträchtlich ist, die Puncte Mund R eben so 
tief ep als C und D. Nun sinke M um die Tiefe £, so ist die Senkung von 


h= x , und wenn À um - sinkt, so muls F' auf die Tiefe “ i É = ¢ sinken, 
oder es sinkt F, also auch JV, auf die Tiefe £. Eben so viel sinkt 7M, daher bleibt 
MN wagerecht, wenn die Last Q nicht beträchtlich sinkt. 

Die beschriebene Hebelwage hat daher die Eigenschaft, dafs es Sleichgültig 
ist, auf welchen Punct von MN die Last Q für das Gleichgewicht gesetzt werde, 
und dafs MN bei einer geringen Senkung dieser Last yer bleibt. 


T ° . a 
Gewöhnlich nimmt man — = LE dies giebt P = 4; Q. 
c 
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47. 


Beweis eines Ausdruckes, von welchem die Binomial- 
Formel ein einzelner Fall ist. 


(Von Herrn N. H. Abel.) 


De Ausdruck ist Si 





(x + a) =2" +5 a. (x+ PB)" + a (a 28) (x +28)" etl si 
en eu 


-— +7 a(a— (n— 1)8) | («+ (n—1) 8) +a (u—nf) 
x, a und f sind beliebige Grófsen, 7 ist eine ganze positive Zahl. 


Wenn n = 0: so giebt der Ausdruck 
(æ+a) —2a 
wie gehörig, Nun kann man, wie folgt, beweisen, dafs der Ausdruck, wenn er 
für n = m Statt findet, auch für n = m + 1, also allgemein, gilt. 
Es sei 


(r--a) =x "a az + Re oa BV ao By se 
+ —a(a—(n+ 1) DEG (m — 1)8) +ala— mp) . 


Man multiplicire mit sé + 1)da und integrire, so findet man: 


Sate B) m (a—2][) (x 4-28). ..... 


m + 1 





(ata) = ama Tt 


a(a—mB) —(x-4-mf)-4- C, 





ee 


wo C die willkürliche Constante ist. Um ihren Werth zu finden, sei 
a=(m-+1) p , 
so geben die beiden letzten Gleichungen: 
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(mr) - ci | (mes mag m tip" 
m.m—t 2 (n A! 

aCe NA (a—3B)(m—2) B Dd 
(«— (m+ 1) B): =(— Do |e 4-1) **g^*  — (m + 1)m" aß" 


„In ae — 288 MEE dedi ] + C. 


Multiplicirt man die erste Gleichung mit (m + 1 ) 8, und thut das Product 
zur zweiten, so findet man: 


(ph (o — (m + 08) + (m + 1) B(a— (n + 1)8).., oder 
C — a (o — (m 4- 1)8) . |; , 
Daraus folgt, dafs der zu beweisende Ausdruck auch für n = m + 1 Statt 
findet. Er gilt aber für n = 0; also gilt er auch für n — 0; 1, 2, 3 etc., das 
heifst: für jedem beliebigen ganzzahligen und positiven Werth von z. 
Setzt man 8 = 0, so bekommt man die Binominal- Formel. 


Setzt man «= — x, so findet man: 
n n . — 1 ne 
Oat — po (ot BY beads ae eae tee a 
n.(n—1)(n—2 n 
INC Bas Heat UN trece wl pasti t 


oder, wenn man mit æ dividirt, 


Om att Ca + BY! e IT (+ 2)" 


2 
n.(n— 1) (n — 2) An-1 
Tay AN DN NO (m + 36), ao TR ; 


wie auch sonst schon bekannt ist; denn das zweite Glied dieser Gleichung ist 
nichts anderes, als | 


(ca 1) Az (ah 


wenn man die constante Differenz gleich f setzt. 
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dj ioi anii dom 
Einige geometrische Betrachtungen. 
(Von Herrn Steiner.) 


Die in den nachstehenden Paragraphen angefangenen Betrachtungen enthalten 
die Grundlage der geometrischen Untersuchung über das Schneiden der 
Kreise. Es lassen sich daraus die Auflósungen fast aller Aufgaben über das 
Schneiden und Berühren der Kreise entwickeln, und zwar 1n den meisten Fillen 
sehr einfach, auch wird durch sie oft zwischen mehreren Aufgaben, welche auf 
den ersten Anblick keine Gemeinschaft zu haben scheinen, ein gewisser Zusam- 
menhang sichtbar. Zwei andere, eben so erfolgreiche Gegenstände, besonders in 
Bezug auf die Curven und Flächen zweiten Grades, und in Bezug auf die sogenann- 
ten Porismen, und die meisten Sätze, welche man gewöhnlich durch die Theorie 
der Transversalen zu beweisen pflegt, sind die harmonische Proportion und 
die perspectivische Projection. 

Vor etwa drei Jahren sah sich der Verfasser dieser Abhandlung, zufalliger 
Weise, zur Beschaftigung mit der Aufgabe: 1) einen Kreis zu beschreiben, wel- 
cher drei andere, gegebene Kreise beriihrt; 2) mit der Malfattischen Aufgabe 
(14); so wie 3) mit dem XV. Theorem im IV. Buch der Collect. mathem. von 
Pappus; und 4) mit verschiedenen Porismen und der rein geometrischen Be- 
trachtung der Curven und Flächen zweiten Grades, angeregt. Den Pappischen 
Satz kannte er nur ohne Beweis; eben so die Malfattische Aufgabe; von der er- 
sten (1) jedoch die Vieta'sche geometrische Lösung. 

Der Verfasser pflegt in der Regel nicht eher über eine Aufgabe oder über 
einen Gegenstand weiter nachzulesen, bevor er nicht selbst eine Auflösung oder 
Sätze darüber gefunden hat, um alsdann seine Resultate mit den schon yor- 
handenen zu vergleichen. 

Dieses fand auch bei den eben genannten Gegenständen Statt: das Bestreben 
des Verfassers war, z. B, bei den Auflösungen der verschiedenen Aufgaben über 
Berührung der Kreise, den ihnen zum Grunde liegenden gemeinschaftlichen Zu. 
sammenhang zu finden. 

Den Satz (2), „dals der Ort der gleichen Tangenten zweier gegebenen Kreise 
eine grade Linie sei,” hatte der Verfasser schon bei einer frühern geometrischen 
Untersuchung gefunden. Die Bedeutung der Aehnlichkeitspuncte (7) und 
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der gemeinschafilichen P otenz (11) zweier Kreise, wovon schon bei Pappus 
und Vieta sich Spuren finden, lernte er durch ihre, von ihm gefundene vielseitige 
Anwendbarkeit erkennen. . Mittelst der Anwendung dieser drei Sátze offenbarte 
sich ihm nun der gesuchte Zusammenhang der verschiedenen Aufgaben über 
Berührung der Kreise, welche er sich vorgelegt hatte, nebst einer Menge damit 
in Verbindung stehender Sätze. 

Als nun der Verfasser seinen Gegenstand einigermafsen ‚erschöpft zu, haben 
glaubte, sah er sich auch nach Demjenigen um, was Andere gethan. Er sah, dafs 
die Franzosen nicht nur einen grofsen Theil der von ihm gelöseten Sätze und Auf: 
gaben schon besitzen, sondern auch bei den Beweisen und Auflösungen sich fast 
allenthalben derselben Mittel bedient haben, wie er. In Hinsicht. der Anwendung 
der harmonishen Proportion und der perspectivischen Projection auf eine grolse 
Menge geometrischer Gegenstände (besonders auf die Curven und Flächen zwei- 
ten Grades, die Porismen u. s. w.) fand er besonders bei Poncelet (Traité des 
proprietés projectives des figures”), sowohl yiele seiner Sätze, als auch denselben 
Gang der Betrachtung. 

Für die Versicherung, dafs der Verfasser Dasjenige, was die Franzosen in 
dieser Hinsicht gethan, vorher nicht gekannt habe, hofft er, werden. nicht allein 
diejenigen seiner Bekannten, welche, bei täglichem Umgange mit ihm, die. Ent- 
stehung und Entwickelung seiner Arbeiten beobachteten, sondern. dem Sach- 
kenner wird auch schon die umfassendere, allgemeinere, Entwicklungsweise in 
den Untersuchungen, aus welcher nicht nur alle jene Betrachtungen, sondern 
auch eine grofse Menge neuer Resultate von selbst: hervorgehen, ein Zeugnifs 
ablegen.. So hat er z. B. die Untersuchungen über Kreise und Kugeln auf die 
Weise verallgemeinert, dafs die Winkel, unter. welchen. dieselben sich schnei- 
den, betrachtet werden, so dafs die Berührung nur als ein spezieller Fall des 
Schneidens anzusehen ist, nemlich der, wo der Schneidungswinkel = 0 oder 
— 180? ist. Und zwar lóset er durchHülfe der in den nachstehenden Paragraphen 
(1. II. IL) entwickelten Lehrsätze nicht allein alle die verschiedenen (Apolloni- 
schen) Aufgaben über Berührung der Kreise und der graden Linien ete., sondern 
noch weit mehr Aufgaben über das Schneiden der Kreise; wie z. B. folgende: : 

„Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei der Grölse und Lage nach ge- 
gebene Kreise K,, K,, K, respective unter den gegebenen Winkeln a. , a, , a, 
schneidet.” | | 


*) Man sehe S. 96. des I. Hefts dieses Journals. 
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„Einen Kreis zu beschreiben, welcher vier, der Grófse und Lage nach gege- 
bene Kreise unter einerlei Winkel schneidet.” U. s. w. 

Und zwar werden, alle diese Aufgaben ebensowohl ‚bei, Kreisen, die in einer- 
lei Ebene, als bei Kreisen, die in einerlei Kugelfläche liegen, gelöset. Ferner 
werden analoge Aufgaben bei Kugeln im Raume gelöset, als z. B.: | 

„Eine Kugel zu beschreiben, welche vier, der Grófse und Lage nach gegebene 
Kugeln K,, K , K,, K, respective unter den gegebenen Winkeln «,, a p Gis, A, 
schneidet." 

» Eme Kugel zu beschreiben, welche fünf der Grófse und Lage nach regens 
Kugeln unter einerlei Winkel schneidet." U. s. w. 

Nach dem frühern Plane des Verfassers sollten seine nn Unter- 
suchungen ein zusammenhängendes Werk ausmachen; allein bei der Ausarbeitung 
fand sich, dafs es zu ausgedehnt werden würde; andererseits war es ihm bis jetzt 
noch nicht möglich, seinen Untersuchungen ein bestimmtes Ziel zu setzen, weil 
sich dieselben noch täglich erweitern und auf neue Gegenstände anwenden lassen, 
so dafs bestimmte Schranken der freien Entwickelung des Gegenstandes nur nach- 
theilig sein würden. Der Verfasser wird daher erst einen Theil davon, welcher 

„Das Schneiden (mit Einschlufs der Berührung) der Kreise in, der Ebene, 

das Bohgjden der Kugeln im Raume, und das Schneiden der Kreise auf der 


b ^ — Kugelfläche” | 
enthalten soll, welche Untersuchungen schon vor zwei Jahren beendet waren, und 
deren Ausarbeitung zum Drucke gegenwärtig beinahe vollendet ist, in einem Bande 
von etwa 25 bis 30 Bogen, herausgeben, und wenn dieser erste Theil einige Theil- 
nahme findet, die übrigen Untersuchungen nachfolgen lassen. 


S.L Von der Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 


1 


Wenn die geraden Linien Mm und PG (Fig. 8.) aufeinander senkrecht 
stehen: so ist für jeden beliebigen Punct P des Perpendikels PG, wenn man 
die Puncte m, M als gegeben betrachtet: 

| MP° — mP° = MG — mG’, 
das heifst: 

»Der Unterschied der Quadrate der Abstände aller Puncte P der Mec 
ten PG von zwei gegebenen Puncten M, m ist eine unveränderliche Gröfse, 
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nemlich gleich dem Unterschiede der Quadrate der Abstände MG, m G der 
Senkrechten P G von den gegebenen Puncten M, m.” Hieraus folet: 

„Dafs der geometrische Ort eines Puncts P, für welchen der Unterschied 
der Quadrate seiner Abstände von zwei gegebenen Puncten M, m gleich ist einer 
gegebenen Grófse u^, eine gerade Linie PG ist, welche auf derjenigen (Mm), 
die die gegebenen Puncte verbindet, senkrecht steht." 

Bezeichnet man den Abstand der gegebenen Puncte Mm von einander 
durch a: so ist 

MG -- m G =a und MG’? — mG’ = yw. 
Daraus folet: 





7 2 2 Eich uus 
MG-- ie und mac ee ee 
ND 2a 


2: 
In den Lehrbüchern der Geometrie findet man folgenden § Satz bewiesen: 

» Werden aus einem, in der Ebene eines Kreises M, (Fig. 9.) willkürlich 
angenommenen Puncte P, gerade Linien PAB, PCD....... gezogen, die 
den Kreis schneiden: so ist das Product (Rechteck) aus den Abständen des Puncts 
von den Durchschnittspuncten der schneidenden Linien eine bestündige Grófse; 
d. h. es ist | , A 

PAX PB=ZEPOR Pita ee AGS 

Dieses Product, für einen bestimmten Punct, in Bezug auf « einen cwn 
Kreis, soll | 

„Potenz des Puncts in Bezug auf den Kreis,” 
oder auch umgekehrt: 

„Potenz des Kreisesin Bezug auf den Punct *)" heifsen. 

Ferner wollen wir sagen: Die Potenz eines Puncts, in Bezug auf einen 
Kreis, sei äulserlich oder innerlich, je nachdem der Punct aufserhalb oder 
innerhalb des Kreises liegt. 

Liegt der Punct P aufserhalb des Kreises M, (Fig. 9.): so ist seine Potenz 
gleich dem Quadrat der, aus ihm an den Kreis gelegten, Tangente PT! Die 
Potenz eines innerhalb des Kreises M liegenden Puncts Q (Fig. 10.) ist gleich 
dem Quadrat der halben kleinsten Sehne QC, durch den gegebenen Punct. 
Bezeichnet man den Halbmesser MT, M C des Kreises M (Fig. 9, 10.) durch 





*) Die Alten nannten den constanten Inhalt des zwischen der Hyperbel und sai 
Asymptoten beschriebenen Parallelogramms, ,,Potenz der Hyperb el. ” 
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R, so ist, vermóge der rechtwinkligen Dreiecke M TP, M Q C, die Potenz des 
aulserhalb des Kreises liegenden Puncts P, 
PT —PM — R’, 
und die Potenz des innerhalb des Kreises aee Puncts Q, 
1 9 QC =R* — MQ’. 

Hieraus folgt, dafs Puncte, welche gleich weit yom Mittelpunct eines Krei- 
ses entfernt sind, in Bezug:auf ihn gleiche Potenzen haben. Fällt ein Punct in 
die Peripherie eines Kreises, so ist seme Potenz — 0; und umgekehrt, jeder 
Punct, dessen Potenz in Bezug auf einen gegebenen Kreis — 0 ist, liegt in der 
Peripherie des Kreises. 


3. 

Wenn JM, m (Fig. 8.) die Mittelpuncte zweier Kreise M, m sind, deren 
Radien durch R, r bezeichnet werden mögen, und P ist ein Punct, welcher zu 
beiden Kreisen gleiche und gleichartige, d. h. in Bezug auf beide Kreise zugleich, 
äufserliche oder zugleich innerliche Potenzen hat, so ist entweder (2): 


a) MPP— R=mP’— r 


b R’—-MP’= r-—mrF' 
Aus Beidem folet: 


oder 


MP’? — mP* = R°—7r, 
d. h.: , Der Unterschied der Quadrate der Abstànde des Puncts P ist unter der 
vorausgesetzten Bedingung eine unveränderliche Gröfse (R^— 7^), nemlich gleich 
dem Unterschied der Quadrate der Radien der gegebenen Kreise JM, m.” 
Hieraus folgt nach (1.): 

„Dafs der Ort eines Puncts P, welcher zu zwei gegebenen Kreisen M, m 
gleichartige und gleiche Potenz hat, eine gerade Linie PG ist, welche auf der 
Axe Mm der Kreise senkrecht steht.” 

Wegen dieser Eigenschaft der geraden Linie P G soll dieselbe fortan: 

„Linie der gleichen Potenzen der Kreise M, m’ ' heifsen. 

Aus dem Obigen folgt noch als Zusätze: 
„Dafs Erstlich die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise, und 
„Zweitens die Linie, welche zwei Kreise in einem und demselben Punct 
pagher! zugleich die Linie ihrer gleichen Potenzen ist." 

Da nach (2.) die Potenz eines aufserhalb des Kreises liegenden. Puncts 

gleich ist dem Quadrat der Tangente, aus dem Puncte an den Kreis, so folgt 


- ferner: 
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„Dafs der geometrische Ort eines Puncts P, aus welchem die Tangenten 
an zwei gegebene Kreise M, m einander gleich sind, eine auf der Axe Mm der 
Kreise senkrecht stehende gerade Linie PG ist.” \ 

Beschreibt man mit einer der vier Tangenten, aus dem Punct P. an die bei- 
den gegebenen Kreise einen Kreis P, so schneidet derselbe fied beiden gegebe- 
nen Kreise rechtwinklig, und es folgt ferner: lolo] i; H 

»Dafs der geometrische Ort des Mittelpuncts DE eines Kreis P, nn 
zwei gegebene Kreise M, m rechtwinklig | schneidet, eine gerade Linie PG ist, 
welche auf der Axe Mm der gegebenen Kreise senkrecht steht. | 


4. 


Es scien M , M, M, (Fig. 11.) die Mittelpuncte dreier, der Gröfse und Lage 
nach gegebenen Kreise M, M, M. Zu je zwei der gegebenen: Kreise gehört 
nach (3.) eine Linie der effichen Potenzen. Wir wollen diese drei Linien, mit- - 
telst der den Kreisen zukommenden Zahlen, und zwar dürch 7 (12), 7 (13), 2 (23) 
bezeichnen, d. h. 7(12) bezeichnet die Linie der gleichen Potenzen der’ beiden 
gegebenen Kreise M, M,, u. s. w. 

Derjenige Punct, in welchem sich z. B. die beiden Linien /(12), iG 3) 
schneiden, und welchen wir durch p (123) bezeichnen wollen, hat, vermöge der 
ersten Linie /(12), zu den beiden. Kreisen: M ,, M, und vermüge der andern 
Linie /(13), zu den beiden. Kreisen M, M, gleiche Potenzen; mithin. hat er zu 
allen drei gegebenen Kreisen. M , M, , M, gleiche Potenzen, und folglich geht 
auch die dritte Linie /(23) ih tus genannten Punct pgs Daraus folgt 
nachstehender Satz: | 

»Die drei Linien der gleichen Potenzen, "a RENAL zu drei gegebenen, Kreisen, 
paarweise genommen, gehören, schneiden einander in einem und demselben 
Punct p (123)."^ Wir wollen diesen Punct p (123) hinfort 

,Punct der gleichen Potenzen der drei Kreise M, M,, M^ nennen. 

Liegt der Punct p (123) aufserhalb. der drei gegebenen Kreise M, M. M. 
so folet aus (3.), dafs die aus ihm an die Kreise gelegten Tangenten cinander 
gleich sind, und dafs er in diesem Fall der Mittelpunct eines Kreises 1st, welcher 
die drei gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet. | 

Da nach (3.) die gemeinschaftliche Sehne zweier Kreise zugleich. die Linie 
der gleichen Potenzen derselben ist, so folet ferner: 

»Dals wenn drei beliebige Kreise M,,M,,M, (Fig. 12.) einander schneiden, 
dafs dann die drei Sehnen 4B, CD, EF, itm dieselben paarweise mit ein- 
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ander gemein haben, sich in einem und demselben Puncte p (123), nemlich im 
Puncte der gleichen Potenzen der drei Kreise schneiden.“ | Und: 
11 » dafs. wenn. drei ‚beliebige Kreise einander berühren, dafs. alsdann die, in 
. den drei.Berübrungspuncten an. die: Kreise gelegten Tangenten, in einem und 
demselben Punct zusammentreffen.” | 

Ekeraus folgen fernge nachstehende Sätze: 
von adl m willkürlichen Kosise M. eéschaitter so ist der estin cn 
Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Sehnen EF, CD, welche der letz- 
tere Kreis mit jenen beiden gemein hat, ‘eine gerade Linie, welche auf der Axe 
M, M. der gegebenen Kreise senkrecht steht.” 

Duc licl der: Ort des genannten Durchschnittspuncts P ist die Linie der 
gleichen Potenzen /(12) der beiden gegebenen Kreise. Man sieht leicht, wie. 
sich hieraus die Linie der gleichen Potenzen /(12) zweier gegebenen Kreise 
M, , M, finden lälst. \ Ferner: 

ANT erdén zwei der Lage und Grófse ach gegebene Kreise M,M, (Fig. 14.) 
von ak einem willkürlichen Kreise M, berührt, und man legt in den beiden 
Berührungspuncten A, B Tangenten 4 P, BP an die Kreise: so ist der geome- 
trische Ort des Durchschnittspuncts P der beiden Tangenten, eine auf der Axe 
M, M der gegebenen Kreise senkrecht stehende grade Linie PG, nemlich die 
Linie der gleichen Potenzen /(14) der beiden gegebenen Kreise M, , M.” 

‘Durch Umkehrung dieses letzten Satzes folgen nachstehende Sätze: 

„Legt man: aus einem, in der Linie der gleichen Potenzen (P G.) zweier 
gegebenen Kreise M, M, (Fig. 14.) willkürlich angenommenen Puucte P, an jeden 
Kreis eine Tangente: so berühren diese Tangenten die Kreise in zwei Puncten, 
in welchen sie auch. von einem bestimmten Kreise berührt werden können.” Legt 
man also aus, dem Puncte P die vier Tangenten PA, PB, PC, PD, welche 
die beiden gegebenen Kreise M, M, in den Puncten A, B, C, D berühren: 
so können. die Kreise /M,, M, von einem bestimmten Kreise (M,) in den Puncten 
A, B, von einem andern Kreise in den Puneten C, D, von einem dritten Kreise 
in. den Puncten 4, C, und endlich von einem vierten Kreise in.den Puucten B, D 
berührt werden. Oder was dasselbe ist: | 

„Jeder Kreis P (z. Bh ABCD), welcher zwei gegebene Kreise M » M, recht 
winklich schneidet, schneidet. sie in vier solchen Puncten A, B, C, D in welchen 
dieselben von vier bestimmten Kreisen berührt werden können; d.h. jeder der vier 
Kreise berührt die gegebenen in zwei der genannten vier Durchschnittspuncte. * 
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5. 
Stellt man sich alle möglichen Kreise, P,, P,, P, ........ vor, von denen 
jeder zwei gegebene Kreise M, M, (Fig. 15.) rechtwinklich schneidet: so folgt 
nach (3), dafs jede zwei derselben die Axe M, M, der letztern zur Linie der glei- 


chen Potenzen haben, und folglich haben alle Kreise P,, P,, P, ........ zu- 
sammen die Axe M, M, zur Linie der gleichen Potenzen. Das heifst (3): der 
geometrische Ort des Mittelpunctes eines Kreises (M,, M,, M,......+--); 
welcher'alle:Kreise P^, Pi) Pen. 8 rechtwinklig schneidet, ist die Axe 
M, M, der gegebenen Kreise M , M... | 

Die beiden Gruppen von Kreisen P,, P,, P. ..... und M, M, M. ..... 


stehen demnach in einer solchen gegenseitigen Beziehung, dafs jeder Kreis der 
einen Schaar, jeden Kreis der andern Schaar rechtwinklig schneidet, und dafs 
also die Kreise der einen Schaar die Axe der andern zur Linie der gleichen Poten- 
zen haben. | 


Da die. Kxese P,P.,P,..... die Axe M 5, MM, 285 .. zur Linie der 
gleichen Potenzen haben, so folet, dafs wenn irgend zwei derselben einander 
schneiden, dafs dann alle zusammen einander in denselben zwei Puncten 4, B 
schneiden, und dafs ihre gemeinschaftliche Sehne AB die genannte Axe 
M,,M,, M, .... ist. Wenn aber die Kreise der einen Schaar P,, P,, P. ..... 
einander schneiden, so kann von den Kreisen der andern Schaar M, M, M, ...... 
keiner den andern schneiden. Also: : | 

„Alle Krese oj PoP, dis. i , von denen jeder, zwei gegebene aufser 
oder ineinander liegende Kreise 7M,, M, oder M,, M, rechtwinklig schneidet: 
schneiden sich in zwei bestimmten Puncten A, B.” Und: 

»Von allen Kreisen M, M, M, .... welche zwei gegebene, sich schneidende 
Kreise P,, P, rechtwinklig schneiden: kann keiner den andern schneiden." 

Da sich nach (4) die Sehnen, welche der Kreis M, mit irgend zwei Kreisen 
der Schaar P,, P, P. ..... gemein hat, mit der Axe M M, (als Linie der glei- 
chen Potenzen der letztern Kreise P,, P. ....) in einem Punct schneiden: so folgt, 
dafs sich alle Sehnen, DC, EF......, welche der Kreis M mit den Kreisen 
HM. unn xs. i. einzeln gemein hat, in einem bestimmten Punct M der 
Axe M, M, schneiden. Aus gleichen Gründen folgt, dafs sich alle Sehnen 
DC, HI,.,.., welche der Kreis P mit den Kreisen M, , M, M, .. .., einzeln 
genommen, gemein hat, in einem bestimmten Punct P der Axe P, P. schnei- 
den. Bemerkt man noch, dafs, da die Kreise P,,P,, P, ...... den Kreis M. 
rechtwinklig schneiden, die nach den Durchschnittspuncten gezogenen Radien 


PC, 
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PC, PD,PE, .... den Kreis M. berühren; und dafs eben so die Radien 
M,C,M,D; MH,....den Kreis P, berühren: so folgen aus dem Obigen 
nachstehende bekannte Sätze: TR 
| „Legt man aus beliebigen Puncten M, M... (Fig. 16.) einer gegebenen 
gräden Linie M,M,, welche einen gegebenen Kreis P, sehneidet, Tangenten 
an diesen Kreis: so gehen die Sehnen C D, EF ..... , welche die Berührungs- 
puncte der zusammen gehörigen Tangenten verbinden, durch einen und densel- 
ben aufserhalb des Kreises liegenden Punct P.” Und: 
„Legt man aus beliebigen Puncten P,; P, .... (Fig. 17.) einer geraden Linie 
P, P,, aus jedem zwei Tangenten an einen gegebenen Kreis M, welcher die 
genannte Linie nicht schneidet: so gehen die Sehnen CD, EF ...., welche die 
Berührungspuncte der zusammen gehürigen Tangenten verbinden, durch einen 
bestimmten, innerhalb des Kreises liegenden Punct M.” 
Und umgekehrt: | 
„Zieht man aus einem in der Ebene eines gegebenen Kreises ( P, Fig. 16. 
oder M, Fig: 17.) beliebig angenommenen Punct P oder M eine willkürliche ge- 
rade Linie (PDC oder CMD), die den Kreis schneidet, und legtin den Durch- 
schnittspuncten (C, D) Tangenten an den Kreis: so ist der geometrische Ort des 
Durchschnittspuncts (M, oder P,) dieser beiden Tangenten, eine gerade Linie 
(M. 1 agens. CAA PPI, ,. .), welche auf dem, durch den angenommenen 
Punct (P oder M) gehenden Durchmesser ( PP, oder M M.) senkrecht steht.” 
Die gegenseitige Lage und Bestimmung des angenommenen Puncts P oder 
M und der Ortslinie M, M, oder P, P,, in Bezug auf den gegebenen Kreis (P, 
oder M .) ist leicht zu sehen. Nemlich die aus den gegebenen Punct P, (Fig. 16.), 
an den gegebenen Kreis P, gelegten Tangenten P 4, PB berühren den Kreis 
nothwendig in denjenigen Puncten A, B, in welchen er von der Ortslinie M M, 
geschnitten wird, u. s: w. | 
Bekanntlich finden diese Sätze auf ähnliche Weise bei jeder Curve zweiten 
Grades Statt. Auch finden analoge Sátze bei allen Flachen zweiten Grades Statt. 


§. IL Von den Aehnlichkeitspuncten und Achnlichkeitslinien bei Kreisen, die in einerlei 
Ebene liegen. 


6. 


Sind irgend drei Puncte M,m, A, (Fig. 18.), die in einer geraden Linie 
liegen, gegeben, und man zieht durch den Punct 4 eine. willkürliche gerade 
22 
L 
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Linie AnN, und aus den Puncten: M, m zwei heliehige Parallelen MN, mn 
nach jener Linie An. N, so ist; 
MN : mn = MA : mA. oil, 

„Zieht man umgekehrt aus den Puncten M, m irgend zwei Delos M x. 
mn,, von der,Grölse, dafs MV, :mn, = MA: mA: so legen ihre Bd. 
bes IV, , n, mit dem, Puncte A in einer geraden. Linie." | 

pri Pai findet. Statt, wenn. man statt des Puncts A. einen Punct I nimmt, 
welcher zwischen den beiden Puncten M, m (Fig. 19.) liegt; nur liegen dann 
die Parallelen MN, mn oder MW, mn, auf verschiedenen Seiten der ge- 
gebenen graden Linie M Zn. | 


1. 


Beschreibt man um die gegebenen Puncte M, z» (Fig. 18, 19.), mit zwei 
bestimmten Halbmessern MW, mn zwei Kreise M, m: so folgen aus (6.) unmit- 
telbar nachstehende Sätze: 

„In zwei beliebigen Kreisen MW, m, (Fig. 18.), liegen die Endpuncte N, 7 
zweier beliebigen parallelen Radien MW, mn, die sich an einerlei Seite der 
Axe Mm befinden, mit einem und demselben bestimmten Punct A in einer ee: 
den Linie." . Und: 

„In. zwei. beliebigen Kreisen M, m (Fig. 19.),. liegen die Endpuncte N,n 
zweier beliebigen parallelen Radien MN, mn, welche sich auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Axe befinden, mit einem und demselben bestimmten Punct J in 
gerader. Linie,”. Ferner: 

» Zieht man nach irgend einer geraden Linie.An, IV, oder IV, In, (Fig. 759 
welche durch einen jener bestimmten Puncte 4 oder I geht, aus rie Midohócno. 
ten M, m zwei beliebige Parallelen MW , mn,: so verhalten sich dieselben wie 
die Radien der Kreise, d. h.: es ist MN, : mn, = MN : mn.” Und umgekehrt: 

^.,Zieht man aus den Mittelpuncten Mm der gegebenen Kreise zwei belie- 
bige Parallelen MV, , mmn,, welche sich verhalten wie die Radien der Kreise: 
so liegen die due N. , n, derselben entweder mit 4 oder mit J in gerader 
Linie, je nachdem die PLA auf einerlei oder auf verschiedenen Seiten der 
Axe Mm gezogen sind.” 

Die beiden Puncte 4, Z, welche zu zwei gegebenen Kreisen M, m gehó- 
ren, wollen wir 

Aehnlichkeitspuncte der beiden Kreise M, m” nennen, 
und zwar A äufsern und Z7 innern Aehnlichkeitspunct.' Ferner soll jede: 


1 
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solche gerade Linie An, N p n, IN, — durch einen der beiden Aehnlich- 
keitspuncte 4 oder 7 geh 

v y Aehnlichkeitslinie der beiden Kreise M, m,” 

und zwar ebenfalls „äufsere oder innere” heilsen, je nachdem sie durch den 
äufseren oder inneren Aehnlichkeitspunct geht. 

Bezeichnet man die Radien MW, m n der Kreise M, m ih R,r:so hat man 
nach h (5) für die Lage der beiden Aehnlichkeitspuncte A, I folgende Gleichungen: 
R:r= MA:mA = MI:ml. 

Hieraus foli, dafs wenn z. B. R = MA, dafs alsdann zugleich r = m A 
ist, und folglich die beiden Kreise einander in dem Punct 4 innerlich berühren; 
oder»wenn R = MT ist, dafs dann zugleich auch r = m ist, ‘und dafs die 
gegebenen Kreise einander nothwendig in dem Punct J àufserhch berühren. 
Durch Umkehrung folet: | 

» Dafs wenn zwei beliebige Kreise M, m einander äufserlich berühren: so 
ist der Berührungspunct zugleich ihr innerer Achnlichkeitspunct (7)." Und: 

0, Wenn zwei beliebige Kreise (JM, m) einander innerlich berühren: so ist 
der Berührungspunct zugleich ihr äufserer Aehnlichkeitspunct (A). 

Da die Endpuncte paralleler Radien der beiden Kreise M; m mit einem der 
beiden Aehnlichkeitspuncte 4 oder J in gerader Linie liegen: so folgt ferner, durch 
Umkehrung, dafs jede gerade Linie, welche durch einen der beiden Aehnlichkeits- 
puncte geht und den einen Kreis schneidet, nothwendiger Weise auch den an- 
dern: Kreis schneidet, und dafs die nach den Durchschnittspuncten gezogenen 
Radien der beiden Kreise paarweise parallel sind. Berührt demnach die genannte 
Linie den einen Kreis, so berührt sie zugleich auch den andern. Daher folet ferner: 

„Liegen zwei gegebene Kreise M, m (Fig. 21.) aufser einander: so schnei- 
den'sich die beiden àufseren gemeinschaftlichen Tangenten Bd und B, 6, 
dem áufsern, 4, und die beiden innern gemeinschaftlichen Tangenten C 3 id 
C, c, in dem innern Aehnlichkeitspunct 7. 

Hierdurch kann man leicht an zwei gegebene Kreise eine arent 
Tangente ziehen. | 

Endlich ist zu bemerken, dafs, wie aus der obigen Gleichung folet, bei zwei 
in einander liegenden Kreisen, die Aehnlichkeitspuncte innerhalb libido Kreise 
liegen. 

8. 
Es seien M. , M, , M, (Fig.22.) die Mittelpuncte dreier beliebigen, der Grófse 
und Lage nach gegebenen Kreise M, M,, M,. Nach (7) gehören zu je zweien 
BEN 
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dieser drei Kreise zwei Aehnlichkeitspuncte. ‘Es seien A, und Z,, A, und J, 
A, und J, die Achnlichkeitspuncte der Kreispaare M, M,, M, M,, M, M. 

Da a gerade Linie A, A,, welche durch die AcHukch kedianbhnebe A, und 
A, geht, vermöge des erstern, zu denKreisen M,, M, und vermóge des Letét um, 
zu den Kreisen M, M, eine äufsere Achnlichkeitslinie ist ( 7.): so ist sie folglich 
auch eine äu fsere Aehnlichkeitslinie zu den Kreisen M, M, und geht daher 
durch den äufsern Aehnlichkeitspunct A, derselben, d. h. die drei Aehnlich- 
keitspuncte A,, A,, A, liegen in einer geraden Linie. Auf ganz ähnliche Weise 
schliefst man, dafs sowohl die drei Aehnlichkeitspuncte 4,,/,,/,, alsauch Æ4,,7,7, 
so wie auch .4,, Z,, Z, in geraden Linien liegen. Wir finden daher folgenden Satz: 

» Von den sechs Achnlichkeitspuncten, welche zu drei beliebigen gegebenen 
Kreisen, paarweise genommen, gehören, liegen vier mal drei in einer geraden 
Linie, nämlich es liegen die drei äufseren, und jeder áufsere mit den beiden nicht 
zugehörigen. inneren Aehnlichkeitspuncten in einer geraden Linie.” 

Diese genannten vier geraden Linien, yon welchen jede durch drei Aehn- 
lichkeitspuncte der gegebenen Kreise geht, und mithin zu allen drei Kreisen 
ähnliche Lage hat, wollen wir 

„Aehnlichkeitslinien der drei Kreise M, m, M_,” nennen, 
und zwar die Linie A, A, A, äulsere, und die drei Linien 4, J, 1,4, A I, 
A, 4, I| innere Adhalichkeiiitieien 

Da die beiden äufseren gemeinschaftlichen Tangenten zweier aa EE 
liegender Kreise, sich im äufseren, dagegen die beiden innern gemeinschaftlichen 
Tangenten sich im inneren Aehnlichkeitspunct der Kreise schneiden (7, Fi ig 24): 
so folgt aus dem vorigen Satz unmittelbar der nachstehende: | 

„Legt man an je zwei von drei, der Grölse und Lage nach gegebenen, aufser 
einander liegenden Kreisen ,, M, M, (Fig. 23), die beiden Paare gemeinschaft- 
liche Tangenten (d. h. die side iie id und die beiden innern); so liegen. 
sowohl die drei Durchschnittspuncte (4,, 4,, A,) der drei Paare äulsere Tan- 
genten *), als auch der Durchschnittspunct alid Paars äufsere Tangenten mit 
den zwei Durchschnittspuncten der beiden nicht zugehörigen Paare innere Tan: 
genten (d. 1. 44, Z, Z, A, I, I, A, I, ],) in einer geraden Linie." | 

Da nach (7) der Berührungspunct zweier Kreise zugleich ein Aehnlichkeits- 


punct derselben ist, so folgt daraus und aus dem obigen Satz ferner: 


*) Diesen ersten Fall beweist M, Hirsch im zweiten Bande, Seite 368 seiner ss 
lung geometrischer Sätze ete,” 
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»Wenn irgend ein beliebiger Kreis M, zwei gegebene Kreise M, M. be- 
rührt, so liegen die beiden Berührungspuncte mit einem der beiden Aehnlich: 
keitspuncte der gegebenen Kreise in einer geraden Linie." 

Denn da die Puncte, in welchen der Kreis M, die beiden gegebenen Kreise 
M,, M, berührt, zugleich zwei von den vier Aehnlichkeitspuncten A, I, A, I; 
sind, welche jener Kreis mit diesen beiden gemein hat: so sind die genannten 
Berührungspuncte zugleich entweder 

1) die beiden Aehnlichkeitspuncte A, und A,, 


oder 2) - - - - Eod 
oder 3) - - - - eflct In 
oder 4). - - 3 i By fur. 


, und liegen folglich in den beiden ersten Fallen ( 1, 2.) mit dem äufsern 4,, und 
in den beiden letzten Fällen (3, 4.) mit dem innern Aehnlichkeitspunct J, der 
gegebenen Kreise M, M, in einer geraden Linie. |. Man kann daher den vorlie- 
genden Satz auch bestimmter, wie folgt, aussprechen: 

„Berührt irgend ein Kreis M, zwei der Grölse und Lage nach gegebene 
Kreise M, , M, gleichartig (d. h. entweder beide innerlich (1.) oder beide äufser- 
lich (2.) ):.so liegen die beiden Berührungspuncte mit dem áufseren A,, be- 
. rührt er aber dieselben ungleichartig (d. h. den einen äufserlich und den andern 
innerlich (3, 4.)): so liegen die beiden Berührungspuncte mit dem innern 
Aehnlichkeitspunct (Z,) der gegebenen Kreise in einer geraden Linie.” 


S. II. Von der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, die in einerlei Ebene liegen. 


M 


Nach (S. I. Nr. 4.) können zwei gegebene Kreise M,, M, in denselben Punc- 
ten A,B,C,D, in welchen sie von irgend einem Kreise P rechtwinklig geschnit- 
ten werden, zugleich von vier bestimmten Kreisen berührt werden. Nemlich, 
schneidet z. B. der Kreis P (Fig. 24.) die beiden gegebenen Kreise M,, M, in 
den Puncten .4, D , C, B rechtwinklig: so können dieselben von einem bestimm- 
ten Kreise in den Puncten A, B, und von einem zweiten Kreise in den Puncten 
DD, C gleichartig, dagegen von einem dritten Kreise in den Puncten 4, C, und 
endlich yon einem vierten Kreise in den Puncten D, B ungleichartig berührt 
werden. 

Nach (S. II. Nr. 8.) liegen aber die beiden Berührungspuncte, in welchen 
irgend ein Kreis zwei gegebene Kreise M,, M, gleichartig berührt, mit dem 
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äufsern A,, und dagegen die Berührungspuncte, in welchen irgend ein Kreis die 
gegebenen. nielekchebin berührt, mit dem innern Aehnlichkeitspunct (Z.)- dersel- 
ben in einer geraden Linie. Folglich liegen die vier genannten Puncte 4, D, C, 
B, in welchen irgend ein. Kreis P zwei gegebene Kreise JM, , M, rechtwinklig 
schneidet, sowohl. paarweise mit dem äufsern (.4,) als auch mit dem innern Achn- 
lichkeitspunct (4 ) der letztern Kreise. in geraden Linien. Das heifst: jede drei 
Puncte A, AB, A, DC, AI, C, DI, B liegen in einer geraden Linie. Wir. fin- 
den also don Pole dan Satz: 

» Schneidet irgend ein Kreis P zwei Mec Kreise. M,, M, rechtwinklig: 
so liegen die vier Durchschnitispuncte A, ID, C, D, paarweise, sowohl mit dem 
àufsern A, als auch mit dem innern Aehnlichkeitspunct J, der dicum Kreise 
in nn Linien.” Oder, was dasselbe ist: 

„Legt man aus irgend einem Punct P der Linie der gleichen Potenzen (P6) 
zweier gegebenen Kreise M,, M,, vier Tangenten PA,, PD, PC, PB an die 
letztern, verbindet die vier Berührungspuncte A,, B, C, 1) derselben‘ paarweise 
durch sechs gerade Linien: so schneiden sich zwei dieser Linien BA und CD iu 
einem constanten Punct A, (äulserem Aehnlichkeitspunct), zwei andere A Cound 
B D in einem constanten Punct Z, (innerem Aehnlichkeitspunct), dagegen ist der 
Ort des Durchschnittspuncts P, des dritten Linienpaars: DA und CB die ge- 
nannte Linie P G selbst (S. L Nr. 4), und endlich geht jede der beiden letztern 
Linien DA, CB durch einen constanten Punct (Q,, Q,) (S. I. Nr. 5.)" 9). 


10. 


Da alle möglichen Kreise P, welche zwei gegebene Kreise M,, M, recht- 
winklig schneiden, die Axe A, M, I, M, der letztern Kreise zusammen zur 
Linie der gleichen Potenzen haben (S. 1. Nr. 5.); und da ferner, wie so eben 
erwiesen (9.), die vier Puncte, in welchen ein solcher Kreis P die beiden ge- 
gebenen Kreise schneidet, paarweise, sowohl mit dem äufsern als mit dem in- 
nern Aehnlichkeitspunct der letztern in geraden Linien liegen: so folgt, dafs so 
wohl 4,4 X 4, B = A,D X ALC, als LAX FC = I D X IB com 
stante Producte sind, wie auch der schneidende Kreis, unter der gegebenen Be-: 


dingung, seine Grölse und Lage ändern mag... Denn das erste Product ist gleich 


*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes Seite 46. Nr, VII. des 
ersten Hefts dieses Journals. Die gegenwärtige Linie PG entspricht der dortigen Linie dr. 
und die dortige Linie /:ist im gegenwärtigen Falle’ unendlich entfernt. 
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der, Potenz des Puncts A, in Bezug auf den Kreis P, und das letztere Product 
ist gleich der Potenz des Puncts Z,, in Bezug auf denselben Kreis P; folglich 
sind beide Producte constant, weil, wie schon bemerkt, alle Kreise P die Linie 
A, T; zur Linie der gleichen Potenzen haben. 

Bezieht man diese Eigenschaft auf die beiden gegebenen Kreise M,, M, so 
entspringt daraus folgender Satz: is 

„Zieht man aus einem Aehnlichkeitspunct A, oder J, zweier gegebenen 
Kreise W,, M, irgend eine gerade Linie A, 4B oder AI,C, welche die Kreise 
schneidet:‘so:ist das Product 4,4 X A,B oder AL, X CI, aus den Abstän- 
dem’ des Aehnlichkeitspuncts von zwei Durchschnittspuncten A und B oder 
A und C der genannten Linie und der beiden Kreise, deren zugehörigen Ra- 
dien M, A und M,B oder M, A und M,C nicht parallel sind, von constan- 
ter Grófse." 

Dieses constante Product wollen wir 

„gemeinschaftliche Potenz der beiden gegebenen Kreise 
M, M,, in Bezug auf ihren Aehnlichkeitspunct A, oder 4," 
nennen. 
1 1. 

"Es ist aber die Potenz des Puncts 4,, in Bezug auf den Kreis P, wenn 
die gegebenen Kreise M,, M, aufser einander liegen, wie (Fig. 24), gleich dem 
Quadrat der aus dem Punct an den Kreis P gelegten Tangenten A, E, folglich 
ist diese Tangente, für jeden Kreis P, von unveränderlicher Grófse. Beschreibt 
man ‘also mit derselben um den Punct A, einen Kreis 4,, so schneidet derselbe 
jeden Kreis .P rechtwinklig. Dagegen ist die Potenz des Puncts Z,, welcher in- 
nerhalb des Kreises P liegt, gleich dem Quadrat der halben durch denselben ge- 
henden kleinsten Sehne des Kreises P (S. I. Nr: 2); und mithin hat diese halbe 
Sehne für jeden Kreis P einerlei Grófse, oder, ein mit derselben um den Punct 
I. bescliriebener Kreis Z,, wird von Jedem Kreise P im Durchmesser geschnitten, 
d. h. die Puncte, in welchen irgend ein Kreis P den Kreis J, schneidet, sind zZu- 
gleich die Endpuncte eines Durchmessers des letztern Kreises. 

Diese beiden genannten, um die Aehnlichkeitspuncte 4, und J, beschriebe- 
nen Kreise 74, , Z,, deren Radien, in's Quadrat erhoben, gleich sind den gemein- 
schaftlichen Potenzen der gegebenen Kreise M, M,, in Bezug auf die Puncte 
A, T, sollen | | 

,Potenzkreise der beiden gegebenen Kreise M,, M" heißen, 
und zwar der Kreis A, äulserer und der Kreis /, innerer Potenzkreis. 
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Es ist noch zu bemerken, dafs im Fall die gegebenen Kreise in einander 
liegen (wie Fig. 14.), alsdann das Umgekehrte Statt findet, nemlich, dafs-in die- 
sem Fall der innere Potenzkreis Z, jeden Kreis P rechtwinklig schneidet, der 
äulsere Potenzkreis A, aber von jedem Kreise P im Durchmesser. geschnitten 
wird. Und wenn ferner die beiden gegebenen Kreise M, , M, einander schnei- | 
den, so schneidet sowohl der äufsere als der innere Potenzkreis jeden Kreis. Bg 
rechtwinklig. | 

12. | | sel: 

Da die beiden Puncte A und B oder D und C, Fig. 24., für welche nach 
(10.) das Product 4, A x .4,.B = A,D x A,C constant ist, oder welche in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A, die Potenz bestimmen, | auf-einerlei Seite 
des letztern Puncts (.4,) liegen: so soll dieses heifsen: „die dem Aehnlich- 
keitspunct A, zugehörige Potenz sei äufserlich; und wenn die Puncte 
A und € oder D und B, welche in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct J, die 
gemeinschaftliche Potenz der gegebenen Kreise M, M, bestimmen, auf verschie- 
denen Seiten des Puncts J, liegen, so wollen wir sagen: die zum Aehnlich- 
keitspunct I, RE gemeinschaftliche Potenz der gegebenen 
Kreise sei NEN. | 

Ueberhaupt wollen wir von irgend zwei Puncten X und Y, welche mit dem 
Punct A, in gerader Linie und auf einerlei Seite desselben liegen und zwár in sol- 
chen Abständen von demselben, dafs das Product 4,.X X A, Y gleich ist der 
zugehörigen (zu 4,) gemeinschaftlichen Potenz der gegebenen Kreise, ‚sagen: 
„sie seien potenzhaltend in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 
A,." Eben so sollen zwei beliebige Puncte X und Y, welche mit den Punct J, 
in gerader Linie, aber auf entgegengesetzten Seiten desselben liegen, und zwar an. 
solchen Abständen von demselben, dafs das Product Z X xX J, X gleich ist der 

zugehörigen gemeinschaftlichen Potenz: ,potenz h alten d e Puncte im 
Bezug auf den Aebnlichkeitspunct I," heifsen. Les 

Endlich wollen wir von jedem beliebigen Kai K, dessen Potenz in Bezhá 
auf einen der beiden Aehnlichkeitspuncte A, oder J, gleichartig (äufserlich oder, 
innerlich) und gleich ist der zu demselben Punct gehürigen gemeinschaftlichen 
Potenz der gegebenen Kreise M, M,, sagen: „er sei pozenzhalten nali in 
Bezug auf den ved carp atic aM Aehnlichkeitspunct.” | 

Alsdann ist klar, dafs jeder Kreis, welcher durch irgend zwei potenzhal- 
tende Puncte geht, ebenfalls potenzhaltend ist; ferner: dafs jeder Kreis Æ, 
welcher in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 4, potenzhaltend ist, den Po- 

lenz- 
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tenzkreis A, re chtwinklig, und dafs jeder Kreis X, welcher in Bezug auf 
den Achnlichkeitspunct I. MR ist, den Potenzkreis Z, im Durch- 
messer schneidet; 

Da nun derjenige Kreis, welcher die beiden gegebenen Kreise in den Punc- 
ten A und B (oder D und C) gleichartig berührt (9.), vermöge dieser Puncte, 
in Bezug auf den üufseren Achnlichkeitspunct À, potenzhaltend ist; und da eben 
so devjoniged Kreis, welcher die gegebenen Kreise in den Puncten A und C un- 
gleichartig berührt, vermöge dieser Puncte, in Bezug auf den innern Achnlich- 
keitspunct Z, ,' potenzhaltend ist, so folgt nachstehender Satz: 

„Jeder Kreis K, welcher zwei gegebene aufser einander liegende Kreise 
MM, M, gleichartig (d. i. entweder beide äufserlich oder beide einschliefsend ) 
berührt: ist in Bezug auf den äufsern Aehnlichkeitspunct A, derselben, potenz- 
— und schneidet den äufsern Potenzkreis 4, derselben vEchtwrinkhigo? Und: 

„Jeder Kreis X, welcher zwei gegebene, PR“ einander liegende Kreise 
MM. ungleichartig berührt: ist in Bezug auf den innern Ahnliekiköitsnuirtet 
I, derselben potenzhaltend, und schneidet tae innern Potenzkreis J, derselben 
im. Durchmesser.” 

Aehnliches findet Statt, wenn die gegebenen Kreise, anstatt aufser einander, 
entweder i in einander liegen oder einander schneiden. 

= Een 

Da nach (1 2) EL. Kreis K, welcher zwei gegebene Kreise M, M, gleich- 
artig berührt, in Bezug auf den äufseren Aehnlichkeitspunct A,, und addi Kreis 
K, welcher dieselben ungleichartig berührt, in Bezug auf den inneren Aehnlich- 
keitspunct /_ derselben potenzhaltend ist, so folgen nachstehende Sätze: 

‘Alle Kreise, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise M, , M gleich- 
artig berührt, haben den äufseren Aehnlichkeitspunct 4, der letztern Kreise ge- 
méinschaftlich zum Punct der gleichen Potenzen." |. Und: 

„Alle Kreise, von denen jeder zwei gegebene Kreise 7M, , M, ungleichartig 
berührt, haben den inneren Aehnlichkeitspunct der letzteren gemeinschaftlich 
zum Punct der gleichen Potenzen.” . Oder auch: | 
| »WVenn von irgend. zwei beliebigen Kreisen JV, , JY, jeder zwel gegebene 
Kreise M,, M, gleichartig berührt: so gebt die Linie der gleichen Potenzen des 
erstern re durch den äufseren Achnlichkeitspunct A, des letzteren." Und: 

- » Wenn von irgend zwei Kreisen, JV, , N, Jeder zwei D. Kreise M,, M, 
ungleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen des erstern Kreis- 


paars durch den inneren Aehnlichkeitspunct des letzteren." Es folgt ferner: 
1. 23 
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„Wenn jeder der beiden Kreise M,, M, mehrere Kreise JV,, V,, V,...+. 
gleichartig berührt: so geht die Linie der gleichen Potenzen jener beiden Kreise 
durch den äufseren Aehnlichkeitspunct je zweier der letzteren, oder die Schaar 
Kreise JV, , JV,, IY, . . ... haben die genannte Linie zur gemeinschafilichen Aehn- 
lichkeitslinie.^ Oder überhaupt: | | 

„Alle Kreise JV, , JV, , JV. . . ., von denen jeder zwei gegebene Kreise M,, M, 
gleichartig berührt, haben die Linie der gleichen Potenzen /(,,) der letzteren zur 
gemeinsamen Aehnlichkeitslinie.” Und: 

„Alle Kreise JV, , JV, , I, . . ., von denen jeder zwei gegebene Kreise M, , M, 
œirlélchhnig berührt, all die Linie der gleichen Potenzen der letzteren zur 
gemeinsamen Aehnlichkeitslinie." 


Die weitere Entwickelung dieses Paragraphen, und einige Anwendungen 
der letztern Sätze, bleibt dieses Mal, aus Mangel an Raum, weg; wir werden 
sie im nachsten Hefte nachfolgen lassen. 


S. IV. Verallgemeinerung und geometrische Lösung der Malfatti'schen Aufgabe, 
Um die Fruchtbarkeit der in den Paragraphen (I, II, III) aufgestellten Sätze 


an einem dazu geeigneten Beispiele zu, zeigen, fügen wir die geometrische Lö- 
sung und zugleich die Verallgemeinerung der Malfatti'schen Aufgabe Di je- 
doch ohne Beweis, hinzu: 
14. 
Aufgabe. 
„In ein gegebenes Dreieck 4 BC (Fig. 25.) , drei Kreise a, 6, c zu beschrei- 
ben, die einander, und jeder zwei Seiten des Dreiecks berühren, d. h., so: dafs 
der Kreis a die Seiten AB und AC, der Kreis à die Seiten BA und BC, und 
der Kreis c die Seiten C_A und CB berührt." 


Auflósung. 
1) Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch die drei Linien 
AM, BM, CM; so treffen sich diese "id Linien bekanntlich in einem und 
demselben Puncte M. 


*) Man sehe ,,Sammlung mathematischer Aufsitze von Crelle, erster Band, S. 133.” 


Lehmus Lehrbnch der Geometrie, 2ter Band, und Gergonne annales des mathématiques, 
Tom. L IL 


= 
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2) In das Dreieck 4MB beschreibe man den Kreis c,, welcher die Seite 
AB in dem Puncte C, berührt, und i in das Dreieck B MC beschreibe man den 
Kreis a, 

3) Aus dem Puncte C, ge man an den Kreis a, die Tangente C, A,, und 
beschreibe 

4) in das Dreieck C, A, B den Kreis 6, so ist dieser einer der verlangten 
drei Kreise. 

Die beiden übrigen seul Kreise a, c werden auf ganz ahnliche Weise 
gefunden. Nemlich die genannte Tangente C, A, B, berührt nicht allein. den 
Kreis a,, sondern zugleich auch den in das Dreieck AMC beschriebenen Kreis 
b,, so dafs also der im. das Dreieck ' C, B,A beschriebene Kreis a ebenfalls 


einer’ der gesuchten drei Kreise ist. Auf gleiche Weise kann ferner aus dem 


I? 


Puncte B,, in welchem der Kreis 2, die Seite À C berührt, eine Linie gezogen 
werden, welche nicht allem die beiden Kreise a, und c, , sondern auch die bei- 
den gesuchten Kreise a und c berührt; und eben so geht eine Linie durch den 
Punct A,, in welchem der Kreis a, die Seite B C berührt, welche jeden der vier 
Kreise 5,, e,, 6, c berührt. | 

Da die beiden Kreise 2 und à: einander berühren, und jeder derselben die 
Linie C, A, B, berührt: so ist leicht zu sehen, dafs sie dieselbe in einem und 
demselben Puncte ‚berühren. Eben so berühren die beiden Kreise a und c. die 
durch den Punct B, gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte; 
und gleichermaafsen berühren die. beiden Kreise à und c die durch den Punct 
A, gehende genannte Linie in einem und demselben Puncte. Daher treffen die 
drei genannten geraden Linien, welche durch die Puncte C,, B,, 4, gehen, in 
einem und. demselben bestimmten Punct zusammen ($8. I. Nr. 4.). 

' Die Aufgabe läfst keinesweges blos eine Auflösung zu. Es können vielmehr 
die drei gesuchten Kreise auch aufserhalb des gegebenen Dreiecks liegen , und 
dessen verlängerte Seiten berühren, also z. B. über der Seite BC im Raume M, 
oder über der Seite C_A im Raume M, , oder über der Seite AB im Raume M. 
Halbirt man nemlich jeden der sechs Winkel (die inneren und die äufseren) des 
gegebenen Dreiecks, so schneiden sich von den Theilungslinien vier mal drei in 
einem und demselben Puncte. Dieses sind die vier Puncte M, M, M,, M.. 
Jeder dieser vier Puncte, z. B. der Punct M bildet mit den Eckpuncten des ge- 
gebenen Dreiecks ABC die drei Dreiecke AMB, BMC, CMA. Die drei 
Seiten eines Jeden dieser Dreiecke kónnen von vier bestimmten Kreisen berührt 
werden, so dafs also zu diesen drei Dreiecken zwölf bestimmte Kreise gehören, 

ue 
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unter welchen die oben genannten: drei Kreise a, d,, c, mit inbegriffen sind. 
Es scheinen, mittelst der genannten zwölf Kreise, nach Art der vorstehenden 
Auflösung, wenigstens acht verschiedene Auflösungen möglich zu sein. Und da 
ein Gleiches in Bezug auf jeden der drei übrigen Puncte M,,M,, M, Statt fin- 
det: so läfst die Aufgabe wenigstens 32 verschiedene Auflósungen zu, welche 
alle der obigen Auflósung ähnlich sind. | 

Unter diesen 32 Auflósungen sind die speziellen Falle, wo zwei der drei 
gesuchten Kreise eine Seite des gegebenen Dreiecks in einem und demselben 
Punct berühren, nicht mitgerechnet; sondern es giebt solcher spezieller Fälle 
aufserdem noch 48. So sind z. B. unter den 32 Auflósungen, welche im I. Bande 
S. 348. der Annalen der Mathematik von Gergonne, von der obigen Aufgabe 
aufgezählt werden, vier und zwanzig, welche zu den hier E AS 
Fallen gehóren. | | 

Die vorliegende Aufgabe kann übrigens auch als ein spezieller Fall von der 
folgenden, EN Aufgabe angesehen werden. 


15, 
Aufgabe 


„Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Gréfse und 
Lage nach gegeben, man soll drei andere Kreise beschreiben, die einander be- 
rühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise berührt, jedoch ‘so, 
dafs auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei von p zu suchenden Krei- 
sen berührt.” 

Zum Beispiel: Wenn die drei Kreise M. ,M,, M. (Fig 26) oit Am 
so soll man die drei Kreise mn, , m,, m, finden, welche einander in den Puncten 
b, , 6,, b, berühren, und von welchen zugleich der Kreis m, die Kreise M, und 
M., dép Kreis m, die Kreise M, und M,, und der Kreis m, die Kick M, 
und M, berührt. 


Auflösung. 


1) Man suche die drei äulseren Aehlichkeitspuncte .4,, 4,, 4, 
welche zu den drei gegebenen Kreisen M,, M,, M,, paarweise genommen, ge- 
hören (S. II. Nr. 7.), und construire die zu Alan A chulich et sehen 
gen Potenzkreise. A,, 4,, A, (S. UI. Nr. 11.),, deren Radien respective A,C,, 
A, C, , A,C, sind, und iss Kreise sich in einem bestimmten Punct D ne | 
den werden. 
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2) Hierauf beschreibe man die drei Kreise 44, , 4,, 4,, von denen der erste 
die drei Kreise M,, A,, .4,, der zweite: die ‚drei Kreise M, 4,, 4,, und der 
dritte die drei Kreise M,, A,, A, berührt. 

3) Ferner beschreibe man einen Kreis, (dessen Peripherie à, B, B, durch 
den Berührungspunet B, der Kreise M, und «, geht, und. welcher die Kreise 
(5, , (2, berührt, jedoch so, dafs er den Kreis 4, , welcher von dem kleineren (47) 
der beiden Kreise M, ,, M abhängig ist, einschliefsend berührt: 

4) So ist endlich derjenige Kreis m,, welchen man so beschreibt, dafs er die 
Kreise M, , M, und den Kreis (2, B, £,) berührt, einer der drei gesuchten Kreise. 

Die beiden übrigen gesuchten Kreise m,, m, findet man auf ähnliche 
Weise. Z. B. der Kreis zn, kann aus der vorstehenden Construction unmittel- 
bar gefunden werden, wenn man statt des Kreises zn, (4.) einen Kreis m, be- 
schreibt, ‚welcher die Kreise M,, M, und den Kreis (5,.B, 2,) berührt... Es ist 
zu bemerken, | dafs. die beiden: Kreise mn, und m, den Hülfskreis (5,.D, 9,) in 
einem und demselben Punct 6, berühren. 

Die vielen verschiedenen Auflösungen, welche diese Aufgabe zuläfst, sind 
in der Hauptsache der vorstehenden ähnlich; selbst wenn die gegebenen Kreise 
M, , M, , M,, austatt aufser einander zu liegen, wie in (Fig. 26), einander schnei- 
den oder in einander liegen, bleiben die Auflösungen sich völlig ähnlich. 

‚Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise M,, M, , M, schnitten einander, 
und zwar so, dafs sie mehrere krummlinige Dreiecke bildeten, hált alsdann die Eck- 
puncte 4, B, C eines solchen Dreiecks fést, und läfst die Kreise, durch unend- 
liche Zunahme, in gerade Linien übergehen: so erhält man aus der vorliegenden 
Aufgabe und Auflösung, die Aufgabe und Auflösung (14.); nemhch die gegen- 
wärtigen Potenzkreise 74, , 24,, A, gehen dann in die dortigen geraden Linien 
AM, BM, CM über, u. s. w., so dafs in dieser Hinsicht die Aufgabe (14.), 
wie oben gesagt, als ein spezieller Fall der gegenwärtigen Aufgabe, angeschen 
werden kann.  — | | 

Die vorstehende Aufgabe kann aber selbst wieder als ein spezieller Fall der 


folgenden angesehen werden. 
466 
Aufga b e. | 
„Auf einer Kugelfläche sind drei beliebige Kreise M,, M,, M, der Grölse 


und Lage nach gegebenen; man soll auf derselben Kugelfläche drei andere Kreise 
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m,, m,, m, finden, welche einander berühren, und von welchen zugleich der 
Kreis mn, die Kreise M, und M,, der Kreis m, die Kreise M, und M,, und der 
Kreis m. die Kreise M, und M, berührt." Oder was disci ist: 

„Wenn drei beliebige gerade Kegel, welche einerlei poH A haben, der . 
Gröfse und Lage nach gegeben sind: so soll man aus dem nemlichen Scheitel 
drei andere gerade Kegel beschreiben, welche einander berühren, und von de- 
nen jeder zwei der gegebenen Kegel berührt." 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist derjenigen in (15.) völlig ähnlich. Ném- 
lich die in den Pojstitaphek (T, II, HL), entwickelten Lehrsátze von Kreisen, die 
in einerlei Ebene liegen, finden auf ähnliche Weise bei Kreisen, die in einer- 
lei Kugelfläche liegen, Statt, welches an einem anderen Orte bewiesen wer- 
den soll. Wir erwähnen z. B. nur: dafs, so wie zu zwei Kreisen, die in einer- 
lei Ebene liegen, zwei Aehnlichkeitspunkte gehóren, von denen jeder der Mittel- 
punct eines Potenzkreises ist: eben so gehóren auch zu irgend zwei Kreisen, die 
in einerlei Kugelfläche liegen, zwei Aehnlichkeitspuncte (eigentlich vier, denn 
jeder ist doppelt vorhanden), von denen jeder der Pol eines bestimmten Krei- 
ses ist, welcher in gewisser Hinsicht die Stelle des Potenzkreises vertritt. Und, 
wie nun alle jene Hülfssätze von Kreisen, die in einerlei Ebene liegen, welche 
bei der Auflósung in (15.) erforderlich waren, auf analoge Weise bei Kreisen, 
die in einerlei Kugelflache liegen, Statt finden: so ist auch die Auflösung der 
vorliegenden Aufgabe derjenigen in (15. ) vollkommen ähnlich, so dafs letztere 
in der gegenwärtigen enthalten ist. 

Läfst man die Kugelfläche, durch unendliche Entfernung ihres Mittelpuncts, 
in eine Ebene übergehen, so geht zugleich die gegenwärtige Aufgabe in die 
Aufgabe (15.) über, in welcher Hinsicht die letztere, wie in (15.) gesagt, als ein 
spezieller Fall der ersteren angesehen werden kann. 

Ein anderer spezieller Fall der vorliegenden Aufgabe ist derjenige, wo die 
drei gegebenen Kreise auf der Kugelfläche in grófste Kreise übergehen, d.h. 
nachstehende Aufgabe. | 


41. 
Aufgabe. 


„In ein gegebenes sphärisches Dreieck drei Kreise zu beschreiben, welche 
einander berühren, und von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks berührt." 
Oder, was dasselbe ist: 
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„In einen gegebenen. dreikantigen Kérperwinkel. drei. gerade Kegel zu be- 
schreiben, welche | einander. berühren, und yon denen. jeder zwei Seitenflächen 
des Kórperwinkels berührt.” 

Die Auflösung dieser speziellen Aufgabe ist derjenigen. in. ( 14.) ähnlich. 
Statt der dortigen Hülfslinien 4M, BM, CM, welche die Winkel des gegebe- 
nen Dreiecks halbiren, kommen Bogen  grófster Kreise vor, welche die Winkel 
des gegebenen fphärischen Dreiecks halbiren, u. s. w. 


Eine noch allgemeinere Aufgabe als (16.) ist folgende, welche in gewisser 
Art alle bisherigen Aufgaben als spezielle Falle in sich schliefst. 


18. 
Aufgabe. 


» Wenn auf irgend einer Oberfläche vom zweiten Grade drei beliebige ebene 
Curven (zweiten Grades) der Grófse und Lage nach gegeben sind: so soll man 
auf derselben Oberfläche drei andere ebene Curven finden, welche einander be- 
rühren, und von denen jede zwei der gegebenen Curven berührt.” 

Die Auflósung dieser Aufgabe 1st der Form nach den Auflósungen der bis- 
herigen Aufgaben, besonders (16.) ganz ähnlich. Es finden nemlich die Hülfs- 
mittel für die bisherigen Auflósungen, auf ähnliche Weise auch bei ebenen Cur- 
ven, die in einerlei Fläche zweiten Grades liegen, Statt, welches an einem an- 
deren Orte nachgewiesen werden soll. Z. B. zu irgend zwei ebenen Curven, die 
in einer solchen Fläche liegen, gehóren (wie zu zwei Kreisen, die in einer Kugel- 
fläche liegen (16)), zwei (eigentlich vier) Aehnlichkeitspuncte, und diese sind 
Pole zweier bestimmten ebenen Curven, (welche in derselben Fläche liegen 
und) welche in gewisser Art, in Bezug auf die beiden gegebenen Curven, die 
Stelle der Potenzkreise bei zwei Kreisen auf der Kugelfläche vertreten. Und 
so ist nun auch die Auflósung der vorliegenden Aufgabe derjenigen in (16.) 
oder in (15.) vollkommen ähnlich, so daís letztere in der gegenwärtigen ent- 
halten ist. 

19. 

Endlich ist noch zu bemerken, dafs die in den Annalen der Mathematik von 
Gergonne, im I. Bande S. 196. in der Note aufgestellte, dann im II. Bande 
S. 287. wiederholte, und endlich im X. Bande S. 298. in der Note wiederum in 


Erinnerung gebrachte Aufgabe: 
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„In einen gegebenen vierflächigen Körper vier Kugeln zu beschreiben, 
welche einander berühren, und von denen jede aufserdem drei Seitenfláchen des 
gegebenen Körpers berührt," mehr als bestimmt ist, wie leicht zu sehen. 

Statt dieser Aufgabe, deren Lösung nur in beschrünkten spéziéller Fallen 
möglich ist, kann man folgende Aufgabe aufstellen : of * 

„In einen, von vier nt Flachen begrenzten, gegebenen Kórper, drei 
Kugeln zu beschreiben, welche einander berühren, und von denen jede aufser- 
dem drei Seitenflächen des Körpers berührt.” | 

Diese Aufgabe ist gerade nur bestimmt. | Sie ist immer zu ‚lösen 


möglich. 


Berlin, im März 1826. 


19. 
0 dec 


Ueber die Integration der Differential-Formel +, wenn 
R und e ganze Functionen sind. 
(Von Herrn N. H. Abel) 


WV enn man den Ausdruck 
sl EVE 
1) z=log RR 
wop,q und À ganze Functionen einer veränderlichen Grófse x sind, nach x 
differenturt, so erhált man: 


Ae _ Ip +d(qv R) _ dp — d(qv R) 


; pray k p—qVR © 
oder; 
8 _ 00) Ce 70) — (Qi 2Y70 (i UV) 
PP Sy 
das heifst: 
Ax 2p. dV) 9dpoy E 

p—4.H 

Nun ist 


Ab Ni at 
also, durch Substitution, 
dee PL: dR + 2(0d9 — g dp). Hn 
Fi Q—4.B.yY R 
folelich, wenn man 
de M Ger? o pe. dna = M und 
p — g' . R= N 
setzt; 
I. | 24 
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M dx 
2l dz = N : yd 
wo, wie leicht zu sehen, M und N ganze Functionen von x sind. 
| DER 





), so ist, wenn man integrirt, 


TTL 


2 VR 
te Si (RO ve Zr) | 


Daraus folgt, dafs sich in dem Differential + z c! für die rationale Fi unction e un- 








zählige Formen osos lassen, die dieses Differential dur 33 Loc do en inte- 
+qv E. 
p—qvY fi 


Die Function g enthält, wie man aus den Gleichungen (2) sieht, aufser R, noch 


grabel machen, und zwar durch einen Ausdr uck von der Form log XR 


zwei unbestimmte Functionen p und g, und wird dur ch diese F unctionen 
bestimmt. Jn 
Man kann nun umgekehrt die Frage aufstellen, ob! es möglich sei, die Func- 


tionen p und g so anzunehmen, dafs’g oder — eine bestimmte gegebene Form 


N 


bekommt. Die Auflösung dieses Problems führt zu vielen A RAS EU Ren 


ten, die als eben so viele Eigenschaften der Fuinctionen, von ‘der Form ep zu 
betrachten sind. Ach. werde mich i in | dieser Abhandlung auf den F all beschränken, 
wenn E eine ganze deben s von æ ist, und folgende allgerieine xus auf- 


zulósen suchen: 


» Alle Differentiale von der For m U , WO Q ind Ji ganze Functionen von 


„x sind, zu finden, deren Integrale durch eine F unction von der Form 
„log Core ral DR n)* ausgedrückt Werden Tonnen: 

| 2.7 

Differenturt man die Gleichung 

N= " —q .H, 
so erhalt man: 
dV = 2pdp —2444. fi — j dR; 

also, wenn man mit p multiplicirt, 


pd = 2p'dp —2pgdg .R —pq'.dR, 
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das heifst: wenn man statt p^ seinen Werth N+ 9°. R setzt, 
pdN=2Ndp-+2gdp.R—2pgdg.R—pg‘.dR, 

oder 

| paN= 2Ndp — q(2(pdq — gdp)R + pq. ah); 

folglich, weil 

2(pdg — gydp)R+-pg.dR=M.dx (2.), 

paN=2N.dp—4gM.dz, 





oder: 
d à dN 

und folglich 

| apr) * di 

| D A— 7 = (252 "Nd a fe 

Nun soll " eine ganze Function von x sein: also ist, wenn diese Function 
durch o bezeichnet wird: 

| TU DT dN 

A TE A MITT 


dN® . \ HF 
Daraus folgt, dafs p. was ene ganze Function von æ sein mufs. Nun ist, 


wenn man 
N=log (x +a)" (»4-a)? ...... (z4-a,) ^ 
setzt, 
dN m m, 
T Pe id ack ch, posses gp 
also muls auch 














m 
Some doc 10 Life ) 
ep ehr ZX + Ay 


siad ganze Function sein. Dieses aber kann nicht Statt finden, wenn nicht das 
Product (x + a)...... (x + a,) ein Factor von p ist. Es mufs also 
p=(æ+Ha).:s (x + a,).p, 
sein, wo p, eine ganze Function ist. Nun ist 
N=p—g.R, 

also: | 

log (x+a) (@-+a,)"!...(@-Fa,) "=p, (+0) (x4-a,)* ...(x4-a,) — q^. R. 

Da nun R keinen Factor von der Form (æ+a)° hat, und man immer annch- 


men kann, dafs p und q keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist klar, dafs 
247 
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m= MS... Mi 1 
und R= log (@ +a) («+a,)......@+a,).R, 
sein mufs, wo Zt, eine ganze Function ist. 
Man hat also | 
N = log (x + a) (v +4,)......(@ + a,) und 
R= ICE us. 
das heifst: /V mufs ein Factor von R sein. Man hat auch p — N.p,- 
Substituirt man diese Werthe von R und p in die Gleichungen (2.), so fin- 
det man folgende zwei: 
p, .N—q.H,-1 
6 M dh de d + 
: "per Pra ctos (poi — os R,—Q 
Die erste dieser Gleichungen bestimmt die Form der Functionen p,, g, V 
und À, und wenn dieselben bestimmt sind, so giebt hernach die zweite Glei- 
chung die Function g. Diese letzte Function kann auch durch die Gleichung 
(5.) gefunden werden. | 
3. 
Es kommt nunmehr alles auf die Gleichung 


7) p, .N—q.Hh,-—1 
an. 

Sie kann zwar durch die gewöhnliche Methode der unbestinimten Coefficien- 
ten aufgelust werden, allein die Anwendung dieser Methode würde hier äulserst 
ER daher eines «andern Verfahren: bedienen, welches der Gaal ähnlich ist, 
das man anwendet, um die unbestimmten Gleichungen vom zweiten 
Grade zwischen zwei unbekannten Grölsen aufzulösen. Der Unter- 
schied besteht blofs darin, dals man, statt mit ganzen Zahlen, mit ganzen Func- 
tionen zu thun hat. Da in der Folge häufig die Rede von dem Grade einer 
Function sein wird, so werde ich mich des Zeicheus © bedienen, um denselben 
auszudrücken, auf die Weise, dafs SP den Grad der Function P bezeichnet, 
z.B: Em 

SGM diem ad TICKET. N 
ó (Canes +. CT 


6 se hec pe 
re 1 ctc. 
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Es ist übrigens klar, dafs folgende Gleichungen Statt finden: 
ó (P. Q) —ó6P-4-5Q, 


5 (5) —dP—6Q, 
S(P") —móD; 


ferner 
ö(P+-P)=JP, 
wenn ó P ph grölser als à P ist. 
Eben so wil ich, der Kürze wegen, den ungebrochenen Theil einer 
rationalen Function z durch 
Eu 
bezeichnen, auf die Weise, dafs 
u=Eu-+u, 
wo Ow’ negativ ist. | 
Es ist klar, dafs 
E(s 4-5) = Es) + E(s') 
und also | | 
E(s +s) = E(s}, 
wenn d's‘ negativ ist. 
In Riicksicht auf dieses Zeichen hat man folgenden Satz: 
» Wenn die drei rationalen Functionen u, e und z die Eigenschaft haben, dafs 
i le 
„so ist EU | 
| E(u) = + E(e), 
„wenn N, 
Es ist nemlich, zu Folge der Definition, 
u= E(u) + v, 
e —E(e)-4 e, 
wo du’ und do kleiner als Null sind; also wenn man diese Werthe in die Glei- 
chung u^ = e^ + z substituirt : 
(Eu + 2u' Eu + u^ —(Ecy +26 Ec A- $^ + 2. 
Daraus folet: 
(Eu) — (Er) = z -- 0? — u^ +26 Eo + 2u/ Eu — t, 
oder: 
(Eu + es (Eu — Er) = t. 
"Nun ist, wie leicht zu sehen, ss 
dt<de; 
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6(Eu + Ec) (Eu — Er) dagegen ist wenigstens gleich dr, wenn nicht 
(Eu + Ec) (Eu — Ev) gleich Null ist; es ist also nothwendig 
(Eu + Ev) (Eu — Ee) = 0, 
welches 
Eu = + Ke 

giebt, wie zu beweisen war. 

Es ist klar, dafs die Gleichung (7.) nicht Statt finden kann, wenn nicht 
S(Wp,”) = ó(H,q'*), das heifst, 

ó Jy -- 260p, — ó Fi, + 263. 
Daraus folet | 
oV H,) — 2(0g — óp, 2- ó Fi,). 

Der höchste Exponent in der Function AR mufs also eine gerade Zahl sein. 

Es sei 0bV — n — m, df, =in+m. 

4. 
Dieses festgesetzt, werde ich nunmehr statt der Gleichung 
po N—@ KR, =1 
folgende: 
8) p, .I Y —q . R, =» 
sf ete, óly--óRn 

setzen, wo ¢ eine ganze Function ist, deren Grad kleiner ist als ———————3À. 


2 
Diese Gleichung ist, wie man sieht, alleemeiner; sie kann durch das nem- 


liche Verfahren aufgelóst werden. 


Es sei ¢ der ganze Theil der gebrochenen Function ^ und 4^ der Rest, 
so hat man | 
9) R=N.t+t, 
und es ist klar, dafs # vom 2mt® Grade ist, wenn SV = n —7n und dR, — n-- zn. 
Substituirt man diesen Ausdruck für À, in die Gleichung (3.), so ergiebt sich 
10) (p, mgt) Vogtle. 
Es sei nunmehr 
Eb de Deb nn, 
so kann man immer ¢, so bestimmen, dafs der Grad von 7! kleiner ist als zn. 
Man setze nemlich 
t =a,+a,.o+a,.2....+a, a” 
t, = By p, wee we Lo à + Ba” 
“yy, Hy, © +...... en, ine AN 
so giebt die Gleichung (10.) | 
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21 
a Han: ur EUREM +0, x a M uL LUE 
= x 28.8.2 PB cat 28 f. eg ORE MR M MAE CN 
Su Vas À D = x ese hye + y. 


Aus dieser Aldlehüng folgt, wenn man die Coefficienten mit einander ver- 


gleicht: 
2m p m 
2m—1 2 Pa E P. A 


Les eT. 2P, 5 Psi d Bs 

2m-3 77 2 B, Peg REDE e Pan 2 
Be Din ze 

TEEN tc. 

a, ey SEID P, +28, Ps pus ER 
Faire 95 a4 +26 N fi Pa T7 | T ANM Und d PUE 
Ina = Unes 98. .B, — TER. ARTS BEL 


S 
I 


S 
I 


ge io 


Dan Qo 2P, «P 
oup ctt Bo 
Die m+ 1 ersten. Coefficienten dieser Gleichungen geben, wie in jedem 
Falle leicht zu sehen, die Werthe der m + 1 Grölsen E st ee +s alee» B,, und 
die zn letzten die Werthe der Grófsen y,, y,, y,, ...... y. e. 


Die vorausgesetzte Gleichung ( 11.) ist also immer müglich. 
Substituirt man nun in die Gleichung (10.) statt 7 seinen Werth aus der 
Gleichung (11.), so erhält man: 
12 (pr GN) NN, +) =e. 
Hieraus folgt * 
Pr s — ;? 1! | 1^ As 
: ) m RUE rs 
Bemerkt man nun, dafs 
L e 
f t4—)<dt., 
8 (1, A x 7) < dt, 
so ist, dem Vorhergehenden zufolge, 


x (b) — 3 Er — 3. 


also hat man 
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p,m, G+, 
wo dß<dg; 
oder, da ¢, mit beiden Zeichen genommen werden kann, 
Peg hp: 
Substituirt man diesen Ausdruck statt p, in die pins (12.), so geht dieselbe in 
13) (F+2Btq)N—-g.s=e 
über, wenn man der Kürze wegen 
Nt +i=s 
setzt. 
Aus dieser Gleichung folgt leicht: 
(hin Ee) eo Laici EUR 
s? s 2 
oder, weil £,*/Y 4- s — H,, (indem R, =tW+t, sz NU, H- 6, und 
AR ie 





Axt AR. 
er 


Es sei nun | 
RON mx 
wo dr’ < dr ist, 


g. x 4 lV ns r Agen e 
Gay ate) etn 

P 5$ $ Ss 13 
Nun aber ist, wie leicht zu gehen. 


(23) 5 Q: 


so hat man: 





also i 
t 
ES os.) m EC 
folglich Pr 
2) 
also, wenn man 
E(- Be >.) — Zu setzt, 


g — 24. -- D, wo B, < dB ist. 
Substituirt man diesen Ausdruck für 9 in die Gleichung (13.), so erhält 
man folgende: 
B. N--28t,N Qn BE B) — sQ ae Auf a- B.) s n, 
das 
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das heifst: . | | . 
B' (Y + Aut, N — Ase? + 2((/N — 20s) BB, — BE =e, 
oder, wenn man | tir | LÍ Tate 
i3 s, — NF Aut IN — Ase’ 
' dss N—2us=—r, 
15) s,.P rar. BP, —s. Bi =e. 


Weil .E (E42) — 2p ist, so hat man 


setzt, 


(UL £V — 2s. 4- E, wo 0 E — 65, 
folglich giebt die letzte der Gleichungen (14.) 
r —r-—E 
Ferner erhált man, wenn man den Ausdruck für s, mit s multiplicirt, 
ss, =Ns + Aut Ns— As" à = Ns RUIN. — (25 — t Ny. 
Nun ist 2su — £, IV — r,, also B | 
ss, = Is H- £I, — r^, und r,^ d- 5s, — N(s + t^ W). 
Es ist ferner 
f- TN R,, 
also | 
Ro) PE EY Ion. 
Vermöge des Vorhergehenden ist AR = r^ + r', also 
r—r=ss —r,(r+r)(r—r)=ss, —r. 
Da nun dr’ < ór ist, so folgt aus dieser Gleichung, dafs 
d(ss)=d(r+r')(r—r,) 
das heilst, weil r — = = E, wo SE — ór, 
ó5-- 0s, =dr+ ó F. 
Nun ist ó Æ < ds, also 
OS wa DE 
Ferner hat man: | 
S=N,t,.+t, wo 01. < dN und dé, < 0t, 


also 


: ds — V -- ót,. 
Aber R= IN (s +2,7N), folglich: 
ó fi — 2t, + 20K, 


oder, dad R= 2dr — 2dr,, | 
di, rdN=Öör. . 


N, 
Qu 
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Daraus folgt also, dafs 
| DAT de®; 
Die Gleichung p,^. JV — q^ . R, = + ist also nunmehr in ud Gleichung b 
$i f RS BB, — s. By = 
übergegangen, wo dr, = $6 Ai — m, ó, — ó f td ds — m, ós, — m. 
Man erhält nemlich diese vdd Cu wenn man 
17) ba eq b | 
75 mi f t: B 
setzt. £, ist durch die Gleichung 
t— 15-2415, wodt,< dé, und t= E (S) 
I : r? i Rey : X N |J? 
bestimmt, u aber durch die Gleichung 
r4 £V 
ia (eta 


5$ 


wo 75 --r— RN, s— Nt, -- R — N.t. 





Ferner ist | 
r = 2u.s—tN, 
18) 15, = N+4ul,N— Asa, 
r,^ - 55, E RE 
Es kommt also nun auf die Gleichung (15.) an. 


5. 
Auflósung der Gleichung: 
s.p. —2r,BB, — Sen il 
wo ds<dr, ds, —Ór,, dv<dr,, SP, < IP. 
Dividirt man die Gleichung | | | 


19) sing? = oP FO! —sß’ = 


mit s,/2,^, so erhält man 





und folglich 





Hieraus folgt, dad (= ar 
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E(5)= E (5. a = 1), 


I 


wo man das Zeichen + nehmen muls, weil sonst E (E B, ) gleich Null sein 


würde, also | 
2 (7)=2E(2); 


r= 


B=28%.a, FP, wo dB, <öß.. 


Substituirt man diesen Werth für 9 in die gegebene Gleichung " Kennt 
> e € 
3, (Be: A 4B, D, t, + Au, ; B.) 4), 2r, D, (b, D 2 (4. D,) e sf y = 
oder: | | | : 
20) s.f,—2r5n.8,.B,—s,. B 2 —v 
wo r = 24,8, — r,, 5, =S+ Ár, uu, — As nu, 
MEL )= Pr so Ist. 


Y= us. HE, wo d E, <ds.. 
Tus EX man 


mithin 


daher, wenn man 


setzt, 


ror, — 246, 
$, rai AE spf ve 
also, wie leicht zu sehen, 
Oris dr, ds) Kür: 
Die Gleichung (19.) hat folglich dieselbe Form wie-die Gleichung (20.), und 
man kann also darauf dieselbe Operation anwenden, nemlich wenn man setzt 


aT PREMIER | 
p = EC). ee eH B, = 2u,8, + D,. 
Dieses giebt | 
up: — 7-0 sg "P ‘2. 
5, wp: r PP: $,. Pa = 0, 


r, = 2,5 ante E — 2E, 


2 2 


S$, = $, er Ar, e. = AS Ah, goin el an AK, 4, 


wo 


und OP, < à B A 
' Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man, nach 2 —2 T ransfürina- 
tionen, die Gleichung: 
AS. SB a a TEE BE Be (21). o, 
wo df — 6p. | 
Die Grofsen s,, 7, , B, sind durch folgende Fadfingen bestimmt: 
| 201 


edz 


196 Abel, Integration von Va 


PB ipa: 24, - Ba + Pup 


r Ko» 24, d LOT n 


SOS RICE ee CH 


n nt ne n—1 n—1? 


wozu noch die folgenden hinzugefiigt werden können: 


gp Tt ACA ai 2E 3, 
M = tn 2 n Er DER dad. 


Da nun die Zahlen 
Os OR Went Pubs ROI ILES 
eine abnehmende Reihe bilden, so mufs man nach einer gewissen Zahl ván Trans- 
formationen ein A, finden, welches gleich Null ist. Es sei also 
o B, — 0. 
Alsdann giebt die Gleichung (21.), wenn man n = m setzt: 
22) s.p.  — (— No 

Dies ist die allgemeine Bedingungsgleichung für die Auflösbarkeit der Glei- 
chung (19). 

sm hängt von den Functionen s, s 


r, ab, und f, 


muls so genommen 


4? -1 


werden, dafs 
Os +208 ,-ór. 


Die Gleichung (22.) zeigt an, dafs man fiir alle s, s, und r, unzählige Wer- 
the von ¢ finden kann, welche der Gleichung (19.) genug thun. 
Setzt man in die gegebene Gleichung statt e seinen Werth (—1)"^ '.s,.^. 
so erhält man 
s.p —2r88,—s.B —(—1) ss: 84, 
welche Gleichung immer auflósbar ist. 

Es ist leicht zu sehen, dafs 8 und f, den gemeinschaftlichen Factor 8, _, 
haben. Nimmt man daher an, dafs 8 und f, keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben sollen, so ist 8, unabhängig von x. Man kann alsdann (2, |, — 1 setzen, 
und folglich hat man die Gleichung 

s.p — 2r, BB, — sp, —(—1)7s, 
Die Functionen B, B,, Pa» ...... werden durch die Gleichung 
Dir = 24,1, rta Bar 


odz 
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bestimmt, wenn man der Reihe nach m= 1, 2, 3, ....... m — 1 setzt, und 


bemerkt, dafs 8,, = 0, nemlich: 
| | pur pre; 
a s = 2 9: D + es 
Bry 0 2 Mans Paz # Pu e 


B,=2u,.B,+b,, 
P, = 2, Pe Ae 
3, =2u, de t P. 
p= 2 4, : B; + p, . 
Diese Gleichungen geben: | 


' 


e; e NM o a see, BSc eWi, aT, & Oye e © «a 


folglich erhält man, durch auf einander folgende Substitutionen: 





u + 





Haras +. : 


onu Ue 24. 
Man hat also die Werthe von f und B,, wenn man diesen Kettenbruch in einen 
gewöhnlichen Bruch verwandelt. 
6. 
Setzt man in die Gleichung 
p.N—q.R-—e 


: rs ch TAS 
für e seinen Werth (—1)" .s,, so erhält man 


- ed 
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p. «Ve of Rent) ist 








wo : rout 
q =2u. +p;, 
Pret og + A, . 
also | 
Peay p LE des. 
q 7 (5 EL 
? = 24 + : 
folglich | 
PIER. 4 
q M 24 + f 
24, +5 Tm. 
1 
CX 
24. =: 
Die Gleichung: | 
p, N— | Ro 
giebt | 
ara ot HE E 
v ) X2 y pu q .N 
EN. MIC Abies Seal 
| Vint g à) 
also, wenn man 7m unendlich grofs annimmt: 
gn T. 
c E 
folglich hat man: Matin | à; 
pes esp hapa Les 1 
N 2 — 1 BR 
u 2u, + De 
er 24, + etc. 


Man findet also die Werthe von p, und g für alle m, wenn man die 


Function 1 in in einen Kettenbruch verwandelt *). 


*) Die obige Gleichung drückt hier nicht eine absolute Gleichheit aus. Sie deutet nur 
auf eine abgekürzte Weise an, wie die Grófsen 4,, 4, 4 si Eh ail. nti . gefunden wer- 
den kónnen. Sobald indessen der Kettenbruch einen W eth hat, ist Fou immer gleich 


V 
Bi 
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f! 
Es sel nun e = a, so ist 
s=(—1) va 

Sobald also die Gleichung 

PEN —g RS 
auflüsbar sein soll, so mufs wenigstens eine der Grüfsen 

SUN, Way Na NENNT etre teur S, ele. 

unabhángig von x sein. 

Und umgekehrt: wenn eine dieser Grüfsen unabhängig von cx ist, so ist es 
immer miglich 2wei ganze Functionen p, und g zu finden, die dieser Gleichung 
genugthun. Wenn nemlich = a, so hat man die Werthe von p, und g, wenn 
man den Kettenbruch 

1 





Pio, e vu AN 1 
0 — 
EUM 
2 f 
DNE roit 


in einen gewühnlichen Bruch verwandelt. ‚Im Allgemeinen sind, wie leicht zu 
etc. vom (n— 1%") Grade, wenn VR, vom 
2n'" ist, Die Bedingmas cia leans 


sehen, die Functionen s, 5,, 5,, 


s =a 
giebt also n — 1 Gleichungen zwischen den oet centen der Functionen N und 
R,, und daher kann man nur n-+ 1 dieser Coefficienten willkürlich annehmen; 


die übrigen sind durch die Bedingungs- Gleichungen bestimmt. 
8. 
Aus dem Vorhergehenden Sans nun 4 dafs man alle Werthe von A, und 


N findet, welche das Differential 


-y durch einen Ausdruck von der Form 





v HY 
ré N) 
leg ga) 
integrirbar machen, wenn man nach und nach die Grófsen s, s, s, WS 
unabhängig von z setzt. 





Da p = p,/V, so ist auch 
'" edz add (P. AE) 
VON vU X, Women 





oder: 


ey Í Y ope . e d 
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Cle ato ie NÉE yh.) 








Y (RN) yv YN—y RS 
wo 
23) ER 1 
iu ur 
qu (21, cb; 
1 
KETTE 


wenn man annimmt, dafs s, — einer Constante ist. 
Wenn nun R,, N und p,, q so bestimmt sind, so findet man q durch die 
Gleichung (5.).. Diese Gleichung giebt, wenn man p, statt ~p und . statt 


—— setzt, 


N 
en 


Hieraus folgt, dafs: 
de=dp,+dN—1—dqg=dp—dg—1. 
Nun aber ist, wie man vorhin sahe, dp + óg + n, also 
oe=n—1. 
Wenn also die Function R oder R,V vom 2nt®* Grade ist, so ist die Function 
e nothwendig vom (n — 1)*™ Grade. 


Wir sahen oben, dafs 
BB: 


sein muís; man kann aber immer annehmen, dafs die Function JV. constant ist. 
In der That ist 
oda TM (2: VN +49 Yen) 
VAN \pvN—gvVR) 
also auch 


dx N+qY R ’V+-R Y) 
Y TR wj 3.8 Es per = De ) =i log TI ae = rs 
das heifst, wenn man 
p, N- KH, Fu und 2p,q =." 
fetzt, 





JR len). 


Es 
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Es ist klar, dafs p^ und g’ keinen gemeinschaftlichen Factor haben; also 
kann man immer 
| NA 
setzen. Man hat also statt der Gleichung ppv PR, = 1 Oe. 
PO mG REA, i 
deren Auflósung man erhalt, wenn man dns N gleich 15 und R statt R. setzt. 
Da V = 1, so hat man, wie leicht zu sehen, 
ph ve Ry &. = 7; Mase ks, 
folglich: | | 











2: 
| er. — Me à 
2 p 
| 7 : ZA, + 7) 
2u, +. 
1 ad { 
| S ti 
Petes, 
a = = Alq Sid SS Slot €; 
Sr — 69-8 thé. up 
24) eyes =5,. MU, b 8, 
Vs ah are, LS, =s+4e rey 
A 
NEST ME 
Patt Blast nhe: Pit rei = 4€ My s 
pg 
auam E(T— ? el sí Mem m— 1 En 19 
“m— 14 
\ "m Er er ze Ant ug 7 2 T€ "m —1 m-1 — L6. 
A Wenn.nuu Boor, a, Ms t ^s, , durch. diese Gleichungen be- 
stimmt sind, so hat man: 
— log P RICH t 2 ^V Ry 
VR pee p Y RU 
25) | 
2" dpi 
| hus d DS ET MEX VOTE, 
ag’ dx 


wie aus der Gleichung hervorgeht, wenn man W = 1 setzt. 
L | 26 
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dO 


Man kann dem Ausdrucke 








AU look CY 
TIC 
eine einfachere Form geben; nemlich die Form 


log PVN qv H, qv f, pt) 


log 


PVN ay &, 
NY R r +R r, R reali 
er) 


Dieses làfst sich leicht, wie on eng 
Wenn man setzt: 











a | 
= + 1 
: 2 4L 
P, ur 24, + 
T Sn 
24. 
In-— 4" 
so ist, wie aus der Theorie der Kettenbriiche bekannt, 
a Tu hn we + 2 si - mei (a) 


B, B, ch a5 pu (^) 


Diese Kt geben durch Elimination von , uu PU viet 
AN. tow yt B, * Oa. sapra (iz MB. Bry Fee, " ar 3» 


yo m Pass t Pa au, Es ex 3 


also 


wie bekaunt. 
Die beiden Gleichungen (a) und (6) geben ferner: 


ad, Aa a st gut, 
hast 48, ,- B... sca Te Asa Paca 
Hieraus folet 
a N— Bp . R, Ä 
=a, J—B. HA, (n, a IV D, B, Hu) run, (a N— Bas BR). 


Nun aber ist: 


at CNE MEER CM) ls 


m m? 
an, N — HN BR, = si urs yw ; a. 
a? m-2 
"y — Pans’ R, = a x Sn? 


also, wenn man Dr a 
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+ 4(— 1). (a a _N—B B, HR) — 4s, Mm le. 
Vermüge des Vorhergehenden aber ist ! 


$= Sao. + 4 Me Po 4s, EN 


Sa “% CT) 


folglich: 
Tin x (71% e (Ga: RR Ne, Pot fi,). 
Es sei 
= 0,V 4 +P VR, und zz, —a YIN —. vy R,, 

$0 erhält man, durch Multiplication: 

| ELS Sao Np BB+ OP ee PV UY R,). 
Es war aber, wie wir sahen, | | 

a. tm Bg = (TA), ao coy — B, B, , R, =(—1) E a 
folelich 1st | | 
2 al 3 1)" "Mya I); 
und auf dieselbe VV eise 

z^. = (—1) rv B). 


Hieraus folet, durch Division: 





nf . 
2. gue Tope Wt 
4 © a Pp: 
fu RE RP rov We 





| z 
das heifst, wenn man mit == multiphart, 





Seut man der Reihe nach 
in EAT NEU, VAM Ss m, 
so erhält man 


des ee 9 * Fr 9 9$ v9 9 


ENSE PY | 
Z rcv R m c 


woraus leicht folet: 
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Qu peu m Ree a Re De 


Nun aber ist | | | 4 vae 
2 VN BY RU LY NEVE, 
Eo 7m 0v Y I e Po GIN AT AD 
Aa a VN +B VR, 





und FA a Y JV N—B AR, 
also | | 
26) a Y N+BV HR, ty N--y R, r EVR 1 "UM LR » 


af N— BYR, uy N—y BR CAR P ennt I CER: 
und wenn man m Logarithmen nimmt, 6 36w 2 
| QV dr, v Ft, 
26) log (Aa TE VN AI x) 
ty N+Y B, r,--/R EVR 
Sloe yay Rt er) + eem 


wie zu beweisen war. 








s log - 


11. cl 
Differentiirt man den Ausdruck z = log = , SO er- 
halt man nach den gehörigen Reductionen : 
: 2(a dB — Bn do )NK,—a, B.(R,dN—MNdRh;) © 
da = — A I 17 [| 
(GN BLSB).y QV. R) 
Nun ist 
a .N—f.. Ho —(-—1 9€. UR 
also wenn man | 
x A d B (R dN — NdR) 
‘> er De. SO sedes a1 ABT I em c. 
78) fag 1). oe (^. da E OP da 
Setzt, 
Q d x 
dz = T es 
am p E 
| und z — o Y E. Ay 
folglich 


JE. _ dz audi (TP) 
Jos VON) Sa VB, 


Abel, Integration von. " à ; 205 


oder: 


(Y bt ^ | ES fe: ae 


a VE AL B uN RS 2 Sy rocky H 
Tem (NV Be) (: — gh 4 t dnd PERTE 
In diesem Ausdruck ist s__ RC re v 7-1) uid o, nothwendig vom 


(n— 1 4- às, )'*" Grade, wovon man sich auf folgende Weise, überzeugen kann. 











Differentiirt man die Gleichung 
20 a .MN-—]f.R,-(— C ee tt 
so findet man folgende: 
2a. Nda. +a diY — 28, dB. H, — B, d R, -(—1*7 T A 
oder, wenn man mit z, /Y mulüplicirt, 
a2 N (2Nda, --a, d IV) — 24,8 dB, N.H, — 7a. Id, —(— 1)" a Nas... 
Setzt man hier statt o^ /V seinen Werth aus der Gleichung (29), so erhält man 
| (—41) 5 s. (2/V da, +a;dW) 
+B. (1,8, da, +a, 8,RdN—24,d8 Nh, — B, a. NdR,) —(—1) "a, Nds, 
das heifst: 
Ba (n dB, — B, da NR, — aß (R,dN— Nd R,)) 
= (— 1)™~ (s „2Nda, + o dN) — a, Nds oak 
Nun ist, vermüge der Gleichung (27.), die Grófse linker Hand gleich 
Pa (ge Eo da, also hat man 


2Nda, va,dMN Nds, 
30) Pu Qm = m Are de - Sr it 


And ea RI e 
Weil nun ds, — 7, so ist die Function rechter Hand, wie leicht zu sehen, noth- 
wendig vom (ds, + SW + da, — 1)'*^ Grade; also | 
$e, = OS, HIV+ da, — 88, — 
Aber aus der een folgt, = daß 
26a, +dNV=208, + dR,, 


"i SW+ dR 
also? tills Sum n s mapped nio Jp Hookah at tl, 








a's 2 
oder, da à N+ SR, = 2n, 
do, — Os — 1, 
das heifst: g,, ist nothwendig vom (ds, + 7 — 1)'*^ Grade. 


Daraus folet, dals die Function e vom (2 — 1} Grade ist. 
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Setzt man 5 die Formel (28.) V = 1, so ist £, — r, und also 


m' (EY ty R r,--Y H 
31) (er log ER) Flo oe) + oo... +log("— 7) 
wo, zu Folge ds TEN: (30.), | | 





B Vi da. ds, 
a ty a ante 
Setzt man in die Formel 
mes 
so Ist: . 
j Y Y B, UR | NR 
32 =] pui a 
DES de AGY VAR, {Na E) T0 re): 
Lis da, diy. 
Rm (ov de à a 


und wenn man ME. = £ setzt, 


33) eam — log (cx) + log (E log ( t iU 


Q da, 


Gig fas 


Dem Obigen zu Folge ist diese Formel eben so allgemein als die Formel 





(30.), und giebt alle Integrale von der Form TR , wo o und À ganze Func- 


tionen sind, die sich durch eine logarithmische Function von der Form 


log (FF WU) 
PTIYH 


ausdrücken lassen. 
42 


In dem Ausdruck (28.) ist die F unions -™ durch die Gleiche (30) gege- 


ben. Man kann aber diese Function auf eine bequemere Art, mit Hülfe der 


Grôfsen £,, r,, r,, etc, Aly, REL ausdrücken. 
Man bezeichne die Function 
r,ty R 
log (— n ny D s) durch z,, 


so erhàlt man, wenn man das Diffacential nimmt, 
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dd dR 
dz LANCER A. ATE ; 
a at y fi in VR 
oder , wenn man reducirt, 


ro.df -—2Hdr./ 4 


JL Vs e ac s MN MES E TEL Zr IE 
m 2 "al » 
| ri — R VR 
Da en wie wir vorhin sahen, 
: 2 
Sia  m-2 T AU, _ Re UT dau: | Um-17 


also, wenn man mit s, .., kpl 


Sm'7m-1 Tod $m-1 1 Sm-2 + AM iy. Sm — 2 y m-ı pos 4 (Saka (aii). » 
das heilst: | 


rd m^ p du 2 
en er las 1, Mul made 
Nun ist 
Ah PE 25 54 Um-ı oi ln? 
folglich, wenn man diese Grölse substituirt, 
2 2 
Sin n $m21 A Yn 1 noH + ATIS MT 
woraus man man durch Transposition 
2 
Fa d 5m 3 sr — FES E t M Sm . So 
findet, EN 
Aus dieser Gleichung folgt, dafs r^. + s, . Sa, einen und denselben Werth 


für alle m hat, und dafs also auch 
nus mmi = Ernie ls 
ist. Wir sahen aber oben, dafs r, UU ss, = À, also auch 
AN NR cant EE ER | 


Setzt man diesen Ausdruck. für R in die Gleichung, so erhält man nach 
gehörigen Reductionen: 


EE ment — ——À MM 


Da nun 


E 


ist, so geht das Glied — —*— 





ya" 
— ZU. nn EX 
Im-3° ER FS y R 


über. Also erhalt man 


si 


208 Abel, Integration von 72: b 


1 ds. r d 
n = (2dr, —.24 = rura met , Tm-ı 


1 
rt) RR ne YR 


und durch WERE. 


- noa 2d | 
35) Se; TI — 2 + feu. T2 Un 22) m - ms) TRF Y 


Dieser Ausdruck ist, wie man sieht, eine Reductions- F m für die Inte- 





ds Sei «pit 


j | 
grale von der Form f m n Sie giebt nemlich das Integral [= Em 


durch ein anderes ttd von derselben Form und durch ein wide von der 





Form f 775 m wo £ eine ganze Function ist. 


Setzt man nun in diesc Formel statt 7n dci Reihe nahm — 1, m — 2, 

.3, 2, so erhält man zn — 1 ähnliche Gleichungen, welche addirt, oed 
geben, wenn man bemerkt, dafs r, dasselbe ist wie 25,4 — r,, das heilst, vermöge 
der Gleichung 

r kt NV = 2546, 
dasselbe wie — £,/Y: 


ds r 
m m à d SALE : N 
" Se * "4 R zn (z I } "o + a, -- + + 0... E 24) mm PA . / 


+f 2 (dr, 3 dr, A dr, +. .. dr, —wds— uds, — uds, eb | 


US E 
Man kann nun ferner das Integral [= ar 9 reduciren. Differentiirt man 


nemlich den Ausdruck 
4- tYN+YR 
2 = log (es FE, YO — TR)... 
so erhalt man nach einigen Reductionen: 


— 2dt,Y h, — t (Hd N —JYdR,) 


da ARE RY A Te 
Nun ist 
R= it (N+ s. | 
Substituirt man also in die obige Gleichüffg statt A, diesen Ausdruck, so findet man 
ad ] « AE ds EN 
dz = (2Ndt, +1,dN). ER o de 


folelich, wenn man integrirt, 


ds buy 5 


MU RT —:+f (2Wai, batte 


Y 7 TP 
Da- 


Abel, Integration von ae 209 


d. 
Dadurch geht der Ausdruck für f "m X TR in folgenden über: 


d$ sc 
J=x=- zc À am Poe © 04... + a.) 
Mf. 2 (Ndt,+-21,dN + dr, + dr, 4-...-- dr, — uds— u, ds, — uds, —...— (4, ds, )> 
das heifst, wenn man statt z, z,, z, .. ...- ihre Werthe setzt; 


de "CRT Te: 
JR 
=f 2(Wdt,+-31,dN-+-dr,+dr, +....+dr a7 tds — qu ds, —....— qu, ds,), 
ty IN--v R, r, ty R r,4-y H r +y fH 
bog Ny VN—y B, E) s Y 7) — 18 Goma? Xx Fr) 
Diese Formel ist ganz dieselbe wie die Formel (28), und giebt: 


E ds 
37) A =— mae 2 (dt, eit, dI dr, VL. e dr, — uds— uds, ds). 


m m 


Der obige Ausdruck erspart aber die Berechnung der Functionen a, und Ba. 


rp 
m 


ds 
Wenn nun 5 „ unabhängig von & ist, so verschwindet das Integral | —=. TR 
5 
m 


und man erhält folgende Formel: 
“2 | 
38) SF t.dN+ Ndt +dr, +dr, +... +dr —uds-u,ds—...—u ds ) 


tog rare) eorr eg) tee Gg) +t (ET) 


"Wenn in dem Ausdruck (16.) VW = 1, so ist £, =r, und folglich: 











2» f 7.75 IR = b. (dr - dr, "E dr, + ...dr — uds — uds, —... — a, ils, ) 
--y/ A r.-- yf rv kh 
— log (— x / ze 108 5 - TH) E Eu e — TH) 


und wenn man hier s, = a selzt: 


N Vip (dr -- dr. + dr, +...+ dr. — «ds — u,ds, d ae ve EE ds...) 





. 40) | É. log er lon EH) + 4: AES + log (ET) 


Dem Obigen zu Folge hat diese Formel dieselbe Allgemeinheit wie (38.), 
4 | 27 
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. td. f | . . 
und giebt daher alle Integrale von der Form on wo 7 eine ganze Function 


7 


ist, die durch eine Function von der Form 


log (EIN M. u) 


| p—qvh 
ausgedrückt werden kann. 
13. 
Wir sahen oben, dafs 
R, Pus 1 
ye m RO eee EEE 
ide 24, + ARTE 1 
Du 


A, Ten 
| 24, + etc. 
also, wenn man N = 1 setzt: ' 





1 
R=r+ 1 
v a t i ; 
1 2 RE. 7.1 
MH, rd 24, + 
Im Allgemeinen sind die Grófsen #, &,, &, ...... ^. von einander ver- 


schieden. Wenn aber eine der Grófsen s, 5,, Sy» ..... .$, unabhängig von 
x ist, so wird der Kettenbruch periodisch. Dieses kann man auf folgende 
Art beweisen: 
Es ist 
pie +5, Sang R= r^--s, 
also, wenn s, = a, 
Te r=s—a Sita = act r) (Fark — r). 

Nun ist rs, = 07, ds<dr, ós,,, < Or, folglich kann diese Gleichung 

nicht bestehen, wenn nicht zu gleicher Zeit 


e ep o. m CR 


Da nun 


be 
; NN 
so 1st auch 
r^ 
Pali = E) 


das heifst, weil .E (S) = À, 


17 


XXX 


+2 — OF, 
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Es ist ferner 
Sm+e — Sm + LT Tni | mp Aas . Sm+1 ; 


das heifst, weils, = a, Tabi7 Ts Énti = ae, 


$512 7 € (1 + 4er — Aus); 
folglich, da s, = 1 + 4er — As, 
| Smta = GS, : 
Nun ist 
| Pra e ee Sr FE eS TD, 
also, dar —2&s— r, 


Daraus folet ferner 


r 1 
4- mt 2 
"wl 2 =E kw ib 
m +2 a 
also: 


pe 

Setzt man dieses Verfahren fort, so ist leicht zu sehen, dals allgemein: 

ut 
41) Tm dn no e ? AV. "m 4 Sa -4 
"C ey 
Cath DA vs "o Rte 

Das Zeichen + mufs genommen werden, wenn z gerade ist, und das Zeichen —, 
wenn n ungerade ist. 

Setzt man in die Gleichung 


.2 BEE: | 
Da POSE MA En FR 


m 


a statt s_, so erhält man 


m ? 
(FSF) (rrr) Ss — @. 50 - 

Hieraus folgt 

S 


“ 
Nun ist 4, = E( — }, also 
5m 


1 
Fera 
das heifst 
it 
ae I / 


Ferner hat man \ 
ae" 


PAS d 
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VR 
M p Ies 
Tm xi Tm-1 Pe Fm = 2? 
das heifst, dar, = = © 
as heist, dar, — 7, $,.4, = Ge 
| 25 
ro in expen XL * Fm-a à 
Aber r+r = 2s+¢, also 
25 
Tm-1 Y r xri d (Mo. see ag). 
a 
Nun ist 
[a RTE N ri P SES 
das heifst, weil $,., — 
as heilst, well s, , = p 


Ay 
(rn + D) (Te d raj Pa) a a (as, - $m). 


Wir sahen aber, dafs 
28 
on = 1 ENG r; PE VA ee, ET ak), 


also, wenn man substtuirt, 
2 COM Hu ri) (en xS ak) RER Te 35m-2* 


Da nun 6 (7,4, 4- r,) = ó (as, — 5,,..,), so giebt diese Gleichung 


— Uu [^ 
Ms _ a = Al > SEULS as, ; 


folglich auch 
ron. 
Durch ein ähnliches Verfahren findet man leicht: 





dise na ion ke 
Im-a Tor ?nm-3 ae Pier F n-ı = a , 
und allgemein: 
n 
42 LEE na ea? P tn E S asd 
) zb 1 
DO ae a Paige 
14. 


Es sei nun: 
A) m eine gerade Zahl, = 2k 
In diesem Falle ist leicht zu schen, dafs, vermóge der Gleichungen ( 41.) 
and (42.9, die" Grolsen T,T.,r, ri. S SS, sto ee 
folgende Reihen bilden: 
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SH 
0 1^2....2k—2 2k—1 2k 2k+1 2%+2...4Ak—1 Ak 4k+1 4k+2 Ak+3 Ak+A 
mue. r3 r r nmm APT PW r "m mU CU 
BOUE ul CS d bun guess MT SIE d S s, MENS etc. 
1 2 4 a a 4 1 1 2 
a r fe 
MU Mons: am aM = ae 5 CEN HO) fF r e IE "i etc. 


B) Es sei m eine ungerade Zahl, = 2k — 1. 
In diesem Falle geben die Gleichungen 


221 A AM 
| See Ge us amisi x Bk 
inem = k. 
| 
SAIS TER 
folglich 
Qc 


Die Grófsen r, r, elc. 5, s, etc. 4t, (4, etc. bilden also folgende Reihen: 
012 ....k—2k—4k  k-r1....2k—22k—12Ek2k--124-4-2 etc. 
E UU nar Vlde insi ACRES 3 T. elo 
"horingoe Miror ME M CI er. 1 RY 5, S E PC 
Mirth, Mad en Ud Ma iHa Metro & r dt Le, u, elc. 

Hieraus siehet man, dafs wenn eine der Grófsen s, s,, 5, .... unabhängig 


von x ist, so ist der aus ÿ Zi entstehende Kettenbruch immer periodisch, und 





hat allgemein folgende Form, wenn s,, = 4, 























y hore 
24, EN 1 
. + an 
) 
dis’ 4 
a E 
2r t 
a zau + nr 
Er 
e a etc. + =a 
2r; 





2 net 
Wenn m ungerade ist, so hat man überdem a = 1, und alsdann 


1 
Rr paies 
Vk "e FA, 
RE Eh 
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Das Umgekehrte findet ebenfalls Statt; das heifst: wenn der aus Y R entste- 
hende Kettenbruch die obige Form hat, so ist $. unabhängig von a. Denn es sei 


so hat man, da 


m? 
mey: 
mo a Sin En Em 
Danunr — r, ,--&, ,, Wo Ó&, , < Or, so ist klar, dafs auch 


nn Tb y,, wo dy, < O7. 
Dadurch wird die Gleichung 
r (1 em =) = e — 9525 


a 
folglich: 


wie zu beweisen war. 
Verbindet man nun dieses mit dem Vorhergehenden, so findet man folgen- 
den Satz: 
„Wenn es möglich ist, für g eine ganze Function von der Art zu finden, dafs 
edo Vo (X V B 
(imi bem 
piso vid 
„so wird der aus ÿ & entstehende Kettenbruch periodisch sein, und folgende 
„Form haben: 
| 1 
i ee aad 
à NS 2u + 
+ 








2i Fee à 
a yp i - 


24 + 








2u,+ etc. 
„und umgekehrt, wenn der aus ¥ ft entstehende Kettenbruch diese Form hat, so 
„ist es immer möglich, für o eine ganze Function zu finden, die der Gleichung 
eda zx (taces y 
y & ya ki 
,genugthut. Die Function y ist durch folgenden Ausdruck gegeben: 
us + N 


2/4 + 1 
2 24, + 


24, +. 
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In diesem Satz ist die vollstindige Auflósung der im Anfang dieser Abhand- 
lung aufgestellien Aufgabe enthalten, 


ro. 


Wir haben gesehen, dafs wenn s,,_, unabhängig von z ist, allemal s, — s5,_,, 
und wenn s,, unabhängig von x ist, 5, — €5,_, Ist, wo c constant ist. Das Um- 
gekehrte findet ebenfalls Statt, wie sich auf folgende Art beweisen läfst: 

I Esserzuerst s. 51:4; 
Es ist 
T + Sy, Sk-2 = ry Hes Sp ys 


also, da s, = Ss... 


4 Fr tS u 
Nun 1st 
lk — (4, - SL -d- EX , 
$k-2 — yo: St EL 2 
folglich 
Ty — Tene = Si (y — 44 3) HE See 
Aber 


Ty — Ty as eee Eo d 26.5, 
folelich, wenn man substituirt, 
d uem Sk (ur — (Ayo) + Ei, + EL _ 9" 
Diese Gleichung giebt, wenn man bemerkt, dafs: de, < ds,; óe, , < 8s,,, 
CL Pa ADS PT BT ET 
Ferner ist 7,4, — 7, — 2&4, also, vermöge der letzten Gleichung, 
Pita p saisi + 2€ a> 
das heifst, weil r,_, = 7,_. — 2&4. ,, 
Team kar 
Nun ist 
2 — . 
Tray se) a Spi. — "k-e + Sp_g + Sk-5> 
also, da r4, =, 9, s, = 5, ,, auch 
Skpi  Sk-s 
Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen 
ga = Ua Spa Sys Und 7.4 = Ayes 5 E 8s, 
so erhàlt man 
Tk t1 a Pus E Ska (Aa, pre Mu IE €k41 iat kag 


a d. 
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Nun aber ist 
lits = Pico und nyc, — 74.4 — 26.4, 
folglich 
Omm UR Eom eui tis s. 
Hieraus folet 
"epar ck shea FT ie hee 
Fährt man auf diese Weise fort, so ist leicht zu sehen, dafs allgemein: 


een ji re — 
ln k—n—1? ba WW NIME Stan Soe AN 


Setzt man in die letzte Gleichung 7 = k — 1, so findet man 
HIESS | 
Nun ist klar, dafs s_, dasselbe ist wie 1;. denn es ist allgemein 
= rn ds 1, 
also, wenn zn = 0, 
JU nus se 
Aber A — r^ +s, folglich s , — 1, und also auch 


2k—1 = 1. 


IL. Es sei zweitens s, = 65. 


S 


Es ist 
Ln EL NE + €, und Ty. = fe oie Se us E M 
folglich: 
Ty m die — Spay (cH, er e 3) ++ EL Ra R Te €k-i* 
Nun ist 7, — 7, , = — 24 ,, folglich 
0s (ce — Ja te, 
Diese Gleichung giebt 
Pr PL à Sk M der 
Da nun 
rye do AE TUE TEM 
so erhält man durch Adds 
Tk pi md es 
Ferner ist 
S d x men ,2 
Tk, eds Ske Skat "mS EA riz SE iiss Sip Len. 


also, da Near = ely Se = CL 


wep — C. * Skee 


Fährt 
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Fahrt man auf diese Weise fort, so erhält man 
+ : 
; Sek — Ci N 

also, s,, unabhängig von a. _ 
| Diese pos derGrüfsen s, s,, s, etc. zeigt, dafs die Gleichung bao 
mit s, = a*'.s,_,, und dieGleichung s. , — 1 mit s, — s, , identisch ist. 
Wenn man also die zu $4, = @ gehörige Form der Function A sucht, so kann 
man statt $4, = 4, 5, — a”. 5, , setzen, und wenn man die zu der Gleichung 


$4, = 1 gehörige Form sucht, so ist es hinreichend, S, = 5, , Zu setzen; was die 
Rechnung sehr abkürzt. 


16. 


Vermöge der Gleichungen (41.) und (42.) kann man dem Ausdrucke (40.) 
eine einfachere Form geben. 


Man erhält nemlich: — 
a) Wenn zn gerade und = 2% ist: 


f? (dr-t- dr, 4-... .A- dr, |. pdr, — uds— uds, —....— A) 


43) 
| En TTY E ray Rh Br WENN RL de 
| = 7g) og rg) nie ve ti log Es). 
b) Wenn m ungerade und = 2k — 1 ist: 
VE dr, |, Ads (uds —..— u, 405, ju, ds, dias 
I» ra-v/ R r,--y R jos a VIE 
— log fox + log FIR Lg. A DU. + log (27 ur) 


17. 


Um das Obige auf cin Beispiel anzuwenden, wollen wir das Integral 








44) 





oda 
V (@ + aa’ + Ba + yx + d) 
nehmen. | 
Hier ist DR = 4, also sind die Functionen s, s,, $,, 5,...... vom ersten 


Grade, und folglich giebt die Gleichung s, — Const nur eine Bedingungs- 
Gleichung zwischen den Grölsen a, 8, y, 6, e. 


' Wenn man 
ot bar + Ba? typo tds (a^ Fac - D) +c+ex 
[" 28 
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setzt, so hat man: | | 
r=x +ax +b, s=c+ex. 


Um die Rechnung zu yin wollen wir c = 0 setzen. 
BEA ist 


s=e&, und folglich 
“= E(? y= E Gr ax + EE: 


x 
€ 


das beilst: 
WE 
Ferner 
| 
r--a 4b Lab 





$, =itéeu—1+40. = a+ +I, 
: x + ax — b a E 
— E su ia. de Muse À qe 
E =T,—{U,s, Se DU a 
: : 166° À 
n e 
S — s -- Aen rri +) 
Es sei nun 
Erstens: .5, = constant. 
Alsdann giebt die Gleichung 
Ab 4 ab 
$, Ve Bae T, 
€ e 
Bum, 
folelich 
R= 2" + ax, 
r+yR 
f ztar—tads) Fa = bog (EY A): 
das heifst, alu $= ea, 
| p | | [ 
(3æ+a)dæ. 4 (Sag DM 
V((a + ax)’ +ex) - Fax — y 


Dieses Integral findet man auch leicht, wenn man Zähler und Nenner des Diffe- 
rentials mit x multiplicirt. 
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Zweitens: Es sei s, = constant. 


In diesem Fall ‚giebt die Formel, weil k = Y 
fe: sûr, — ads) AR = log «(X CY) + Hog GET Re). 


Nun aber giebt s, = Const, s, — cs, also - 


Ab 4ab 
— .,2+.— +i=cez, 
e € 


= +1=0, ds heifst: 





folglich die Bedingungs - VATER eM 


e=—4al, 
folglich 
R= (a +ax+b) — 4abx. 





Da nun ferner 4 = =, r=x + axrt+b,r,=2° +axz—), so wird 
die Formel: | | 
Eo Ou a) dace a) da | = Je “+am+b+V Ry 1. (2 +ax—biv R 
A aR ae RR au 2 a] > — 
BE od * Fax 4-5). —4Aaba) . dem *+axt+b—-Y (EUR; en) 


Drittens: Es sei s, — Const. 


Diese S cdit giebt s — s,, das heifst: 


ae e EGO TA 


4b * 166 
Hieraus findet man 
| oem — 2b (a2- y (af +4b)). 
Die Formel (44.) giebt folglich, weil k = 2, 
| Oz iac +32 37 (a + 45)). d 
Joris iade ? + ax 2- D)! — 26 (ase (co hd: De 
x +az+b+YR a +ax—b+YR 
= log (= TER) + le A Gee Ré pies). 
ist x. B. a—0,b—1, so erhält man folgendes Integral: 
(5¢-1).\daal , 
Y (Co +1) 1) — 4x) 
a* +ity (a e try ((a^4- 1) — 4x) 
a^ -FA— Y (@+1)°- +1)? i Aon a* —1— ((a*+ 1)? (cemere) 
Viertens: Es sei $, — Const. 
Dieses giebt s, = c5,, das heifst: 


— log 


28 " 


odz 
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2 2 
ac e yBR oe Ach _ us 
Tui ips apti Jes +1) .c. 
hut erhalt man, wenn man die Coefficienten et und nachher 

c eliminirt, 

e um ae, e 

este cus viis 25 * 165 A). 


(e + 4ab)’ = 166° — e(e + 4ab), 
e + 6ab . e = 8b — 8a’d’, 
e = — 3ab = Y (8U^ + ab) = — b ((3a = V (a* + 82)). 
Vermöge dieses Ausdrucks giebt die Formel (43.) 
5. (oret ia — Y (a +: + 85) 3b) dx). z^ --az-J-b-Fy FH 


x + aa A-b)! —b (3a + V (a CRXDM z'4-ax-Jd-b—y H 
= log (M Mr + + zlog sine n cx dita aed ah o. 
c +ax+i(a—y (a 4-85))— Y 
Setzt man z.B. a — 0, 06 =, so bekommt man: 
fA @+ 1) dx SIRE (xc ce 
fatae+tati) ° S Va --i— (a «bx a+) 








> x =. + a - x 4-1) c^ -- Y (a+ a +21) 
Ds log (= —JY (x' +2 er a log (7s —y (a+ x CER) 


Auf diese Weise wer man fortfahren und noch mehrere Integrale finden. So 


z. B. lafst sich das Integral 
(a++).dax 


JV BS were) 


durch Logarithmen ausdrücken. 





Wir haben hier die Integrale von der Form f zu gesucht, die sich durch 


eine logarithmische Function von der Form 
log CELUM RES 

aus 
ausdrücken lassen. ; 

Man könnte das Problem noch allgemeiner machen, und allgemein alle In- 
tegrale von einerlei Form suchen, die sich auf irgend. eine. Weise durch Loga- 
rithmen ausdrücken lassen; allein man würde keine neue Integrale finden. Es 
findet nemlich folgendes merkwürdige Theorem Statt: 
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» Wenn ein Integral von der Form 
oda 
RA 
„wo g und A ganze Functionen von «a sind, durch Logarithmen ausgedrückt 
„werden kann, so kann man es immer auch folgender Mafsen ausdrücken; 
odx. pP+gV Rk 
„wo A constant ist und p und g ganze Functionen von æ sind.“ 
Dieses Theorem werde ich bei einer andern Gelegenheit beweisen. 





20. 


Bemerkung über die Lagrangische Interpolations-Formel. 
| (Von Herrn Prof. Dirksen.) 


Bekanntlich kommt die Bildung der Lagrangischen Interpolations - Formel 
auf die Lösung von folgendem analytischen Probleme zurück: 

Man wünscht eine algebraische ganze, die (n — 1)'° Ordnung nicht über- 
steigende, Function von x, die hier, der Kürze wegen, mit f(a) bezeichnet wer- 
den mag, zu finden, so beschaffen, dafs sie die Werthe A,, A,, De; 
A _, liefere, wenn man darin für æ nach und Bar die n Werth 


_, Substituirt. 


Der Forderung ech ist 

f(a) = M, + M2 + Mia + Ma +... Mix +..,, Ma 
eine algebraische ganze Function von der (n — 1)'*" Ordnung; und da das Pro- 
duct aus den 7Factoren 

q — Ay, EU. U TO, rer TO) P assi aie mq 
die Grôfse (x —2a,) (w—a,) (v—a,) ...... GET Ire nc: (a—a,_,) nament- 
lich, eine eben solche Function von der nt? Ordnung ist: so wird, der Theorie 
der Zerfällung gebrochener Functionen gemäls, der Bruch: 


f(x) 














(x—a;) (x a) (&—a,)....(x—a,).. a ) 
gleich 2 + : + 2 + nn —Z TER} ee sad + esee Eum 
i—G, x—aG, c«—aG., a—a v—a, dt f 
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gesetzt werden dürfen, wo ganz allgemein Ci von x unabhängig ist Demnach 
hat man 
1) fic) = Cu m). ana) By tn) - ue (x — a, 
+...C(a@—a,) (@—a,) (w—a,)....(a@—a,,)....(@ — a, ) 
47... C (»—a,) (a@—a@,) (@—a,).. 


Wr. EXER. con. dad 
+.. Ce erie TR i 


(r—2,)....(x—a, .); 
folglich, ganz allgemein, "e 
P EA CHAP AIC N es) c 
endlich : | 
| "Ri dn A 
C, MT (a, Duc di) (a à 


#—a;) (a, —a,) lm) (2,7% 


CR EEE (By ) 
Substituirt man diesen Werth für C, in di U 
ür C, in die Gleichung (1.), so kommt 


re) BON Cee) ae Ure Oe G, y "ad ) 
j= A, repe — t 
f(x) " ar a.) (a, —4,) (a,- : 


oder, in entwickelter Gestalt, 


áü .(w—a, ) 
oa —a,,_,) (a,— Gq, ,)--- (Ba 
(r—2,) (w—a,)(a—a,)....(a#—a,)....(a@—a_ = 
E. ui c—60. 29 
I) ° (a, (a,—a,)(a,—a,)(a — OG. )(Q, cer.) oo (ea eis (gain) 
dia (x—a,) (x— a,) (a—a,).... (@—a,).. (GE uud 
(a, —a,)(a, —a,)(a,—4,)... (2, —4,)....(a,—a,.) 
PR, (r—a,)(x—a,)(x —a,).…..(x—a,)....(x—a,.) 
1 (a, —a,) (a, —a,) (a, —a,) .... (a, —a,) ..-- (a 


— (1 
4 n-i 





| (x—a,)(a—a,)(«—a,)....(«—a,_,) | 
rof (a,—a,)(a GE 


PE) 
AU (a, sate a,) 4 tq (2,,— a) (ai Ay ys (a, — ze á à 


Em (x—a,)(x—a )(x—a,) 


| .(2—0,) ... (2 “AS LE 
(an) (a,_,—a,) (a, ,—0,) ++. Sua An) Du E o jn 
welches die bekannte Lagrangische Formel ist * aii" 
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21. 


Ein Kennzeichen der Grenzen.der Zahl der reellen Wurzeln 
einer beliebigen algebraischen Gleichung. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 


Aus dem bekannten Descartes'schen Lehrsatze: 
„dafs die Zahl der reellen positiven Wurzeln einer algebraischen Glei- 
„chung nicht grófser sein kann, als die Zahl der Wechsel der Zeichen, 
„und die Zahl der reellen negativen Wurzeln nicht grófser, als die 
„Zahl der Folgen der Zeichen ihrer Glieder,” 
lafst sich, wie folgt, ein Kennzeichen. der Grenzen der Zahl der reellen Wur- 
zeln überhaupt, also auch der Zahl der unmöglichen Wurzeln herleiten, des- 
sen ich nirgend,erwähnt gefunden habe. Ich theile es für den Fall mit, dafs es 
wirklich nicht bekannt sein sollte. 
Es sei die Gleichung 
1) a, Ha v  +a,a +a, x e a, zz 0 
gegeben, won eine ganze positiye Zahl ist, und a,, a,,a,,a,...... E 


reelle Grófsen sind, die auch Null sein kónnen. 


n 1 


- Man setze æ = — v, so nehmen die Glieder mit ungeraden Exponenten 
von x entgegengesetzte Zeichen an. Ist also n gerade, so gehet die Gleichung 


( 1.).in | 
n n-1 - n—2 un —3 
Toy "o P ta,» — a, oh =], 
n 
ist 2. ungerade, in 
n—i n— 2 n—3 
u tr à, P Ta MR + 90,9 —......+a —=0 


über. Beide Gleichungen kénnen durch 


n n—1 PA SU n—3 ah ir 
2) ae Sarg. ow R + a, 0 av ….... Had 


ausgedriickt werden. Das obere Zeichen gilt, wenn 2 gerade, das untere, wenn 
n ungerade ist. | 
Da nun e = — +, so folgt, dafs die Wurzeln der Gleichung 
3) aa^ —a/z am —a ax. TJ .E a, =0 
sämmtlich den Wurzeln der Gleichung (1.) an Form und Grófse gleich, und nur 
darin von ihnen verschieden sind, dafs sie entgegengesetzte Zeichen haben. 
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Bezeichnet man also dien Wurzeln der Gleichung '(4.) durch &,, æ&,, æ., 
nass d,, S0 sind die z Wurzeln der Gleichung (2.) 
—4,,— 4, Tin E, 
Nun kann man bela bolitioh: die Grüfse linker Haud i in der Gleichung (4.4, 
deren Wurzeln æ,, æ,, v, ...... c, sind, als das Product 
(x — x,) (x — a) @—x,)......(x—«) 
betrachten; also ist die Grófse linker Hand in der Gleichung (3.) dem Product 
gleich, so dafs 
A Rise +0,20 day REGI DT REM T 
5) «a —a a ana Y din ari agus 
= (x + x,) (x + x,) (x + x.) HERAT (b pays 0. 
Man multiplicire diese beiden Gleichungen mit einander, so 
findet man | 
(a, 2s RI a x. + a ptm Moi J* mu (o. 2 + a, x + a, x ded 
= (x — 2,7) (x° — x, ) (x — x.) erin. shes (AU ee z,) = 0, 
das heist: 


p zn 2n-8 . 
a, x + 00,8 "+ aa * Ren * 4- 008 CT ENT 
er S XM 2n=8 
+ 0,4, + a,” "d aoe” Ha ax "shea = 4 
2n — 2n—6 2 2n-8 
+ a ax C ET x cc id x P Vo 
+ aua + a,a,x x 
2n-8 
of a a, x eee * @ €$ 
2 2n—2 7 „ans 
aue + aux" + ame + aa re 
2n— £n-3 
A + au er a, Xa "hl Qu Oo T 9. Dy 63 Oy Oe Cue 
2n— 6 2n—8 : ? 
+ aan + ada + en eso. s 
5.3 
gn-8 
+ 00x A Le M LIT 
oder 
2n 2 
6) vi .g o 
2n-4 
m. (a^ + 2a, a, RR) 
2n=6 2 
x (a — 2a,a, — 20,0, — 2a,0,) 


+2 (a? + 20,0, — 20.0, + 24,6, — 2a,,01,) 


€ age ER) (a na 13 (z^ — 2) Mk 5 E (x pum E) = 0, 


oder 
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oder, wenn man der Kiirze wegen, 
a” zx, 
a, * — 2a,a, =f, 
7) a, + 20,0, — Za,a, = f, 
7 — 20,0, G9» az — 20,0, = D, 
a, "+ 20,0, — 20 a, wi cbr 10.80, ee 


setzt, 
We usse ö 
= (x —z,) (x — 2) (x ay ae, (c — x.) = 0. 


Man setze 
2 
x ea 


so verwandelt sich die Gleichung (8.). in 


9) Rs Bet + fz '— Bz Be S NIA 
| Tcov, Le ATQUE AE 


Ld 
e) 


Daraus folgt, dafs die Quadrate x", x,» x, .....- ? der n WVurzeln 
Lis X) Lave... x, der gegebenen Gleichung (1.) die n eee der Glei- 
chung (0.) die : n nel MAD. Zins x, der gegebenen Gleichung 


(1.) selbst also die Quadratwurzeln von den z Wurzeln der Gleichung (9.) 
sind. Quadratwurzeln sind aber nur dann reell, wenn die Gröfsen, von wel- 
n sie die Wurzeln sind, positiv sind. Also kann die gegebene Gleichung 

it mehr reelle "Wurzeln haben, als die Gleichung (9.) positive Wur- 
zeln hat, das heifst, vermóge der Descartes'schen Regel, nicht mehr als die 
Gleichung (9.) Zeichenwechsel hat Nun kann man die Gleichung. (9.) im- 
mer aus der gegebenen finden, also ist Folgendes ein Kennzeichen der Grenzen 


nic 


der Zahl der reellen VVurzeln einer gegebenen Gleichung: 


Eine beliebige algebraische Gleichung vom n!® Grade kann 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als je zwei auf einander fol- 
gende Coefficienten der Gleichung (9.), deren Werthe nach (7.) 
gefunden werden, gleiche Zeichen haben. 


Man kann bekanntlich jede algebraische Gleichung auf eine andere bringen, 
deren erstes Glied den Coefficienten 1, und deren hs Glied den Coefficien- 
ten 0 hat. Also kann man jedesmal 

a, — 1 unda, — 0 
setzen. Folglich ist auch in (7.) kürzer 
n 


RS 
Q 
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4 
in! 
8 
a, + 2a, 


B 

p 

= | 
B,- o4 — 2(a, +a, a,) 
p 

p 

p 


I ll 


10) a, 4- 2(a, +a,a, — a, o.) 
a — 2(a,, + a, a, — 0,4, + a, a.) 
= a +2(a,, +a, a, a, %, + a, a, — X, a,) 


—— 2 — — 
P,= 4%, 2(@,+ 0, Le ds œ,, + a, Ho œ, a, + a, a) 


vw... 6 9 0 9 9 nm 9 + 0 9 9 9 à «ert 0 9 8 O0 © 9^9 e € 80 0e 9 © 6 00e 6, & 9 9 5 © 6 * 


Erstes Beispiel Es sei die Gleichung 
ete 4d-3a +16x+15=0. 
gegeben, so ist 
a=1, a4,=3, a,= 16, o, — 15, 
folglich in ( 10.) | | à 
p, 1, P, ——2, B, =+ 33, B,-—— 23, B, ORA 166, 8, = - 225. 
Nur 8, und 8, haben gleiche Zeichen, also kann die gegebene Gleichung 
nur eine reelle Wurzel haben. In der That sind die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung 4 
| meg Dt 
2 2? 
Zweites Beispiel. Es sei die Gleichung 
x — 102° + 4a + 162° — 272 + 36 =0 E 
gegeben, so ist | 
a, — — 10, a4, — -- 4, a, =+ 16, «x, — — 27, a, = + 36, 
folglich in ( 10.) 
Pi = +1, PB, = 20, 8, = +132, B, — + 264, B, — — 680, 
P, =— 423, B, = + 1290. 

Die Coefficienten ß,, B, ...... B, haben vier Zeichenfolgen. Also 
kann die gegebene Gleichung nicht mehr als vier reelle VVurzeln haben. In : 
der That sind die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
| +1tf—7 
WI 

Da die Descartes'sche Regel nur lehrt, wie viel, z. B. positive Wurzeln, 
eine Gleichung haben kann, nicht, wie viel sie nothwendig haben mufs, so 
kann die Gleichung ( 9.) auch selbst überhaupt weniger reelle VVurzeln als Zei- 
chenweclisel haben. Man kann daher auch dié Gleichung (9.) von Neuem wie 


m zh Mund 4, 


+3, +1, — 2, — 3 und 
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die gegebene untersuchen. Findet sich, dafs sie nicht so viel reelle Wurzeln 
haben kann, als sie Zeichenwechsel hat, so kann die gegebene Gleichung auch 
nicht mehr reelle Wurzeln haben, als sie, weil die Quadratwurzeln ebenfalls 
imaginair sind. i 

Auch lassen sich aus dem obigen Kennzeichen verschiedene andere aloo: 
rungen ziehen; wie leicht zu sehen. 





22. 


Bemerkungen uber Figuren, die aus beliebigen, von geraden 
Linien umschlossenen Figuren zusammengesetzt sind. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 


E; sei eine Figur gegeben, wie z. B. (Fig. 1. Taf. 3.) vorstellt. Sie sei aus 

& ebenen Dreiecken, 

6 ebenen Vierecken, 

c ebenen Fünfecken 
u. $. W. zusammengesetzt, und es sei 

1)a-4-5-4-c..... s ex d 
Die Zahl der Eckpuncte, welche im äufseren Umfange der ganzen Figur 
A. wie À, B, H, I, M etc., sei n, die Zahl der Eckpuncte im Innern 
der Figur, wie C, D, G, F, E etc, sei m und 
2) m -- n — S. 
. Die Zahl sàmmtlicher gerader Linien, welche die zusammengesetzte Figur in- 
und auswendig begrenzen, sei 
"VE À, 
wobei zu bemerken, dafs die geradlinigen Grenzen der Figur, sowohl innerhalb 
als aufserhalb, immer nur von einem Eckpuncte bis zum nächsten, welchen sie 
begrenzen, gerechnet werden, auch dann, wenn mehrere Eckpuncte in einer 
und derselben geraden Linie liegen. Liegen z. B. die dn dpt A, B,.Can 
einer. geraden Linie, so werden 4B und "BC für ZW snzelne Grenzlinien 
gerechnet, und die Figur ABCDE 14 wird nicht als ei Fünfeck, sondern als 
ein Sechseck betrachtet. Liegen £, L, K in einer geraden Linie, desgleichen 
N, M, I; H, so werden EL, LK, NM, MI, IH für einzelne Grenzen 
205 
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gerechnet, und die Figur EDGHIKL ist nicht ein Sechseck, sondern ein 
Siebeneck, u. s. w. 

Man stelle sich nun einen Augenblick vor, die einzelnen F ebenen Figuren, 
aus welchen die ganze Figur zusammengesetzt ist, grenzten nicht aneinander, so 

würde die gesammte Zahl ihrer Seiten 
3a+ 46+ 5c-F6d........ 

sein. Stofsen dagegen die Figuren, wie es sein soll, ans rl so wird ied 
innere Seite zwei Figuren zugleich begrenzen. Rechnet man daher zu 
der obigen Zahl von Seiten der abgesonderten Figuren noch die Zahl der 
äufseren Seiten der zusammengesetzten Figur, so wird die ganze Summe 
doppelt so grofs sein, als die Zahl aller àufseren und inneren Grenzen der zu- 
sammengesetzten Figur. Die Zahl der äufseren Seiten der zusammengesetz- 
ten Figur ist aber offenbar der Zahl n ihrer äulseren Eckpuncte gleich, und 


also ist 
4) 3a+4b+5c+6d......+n—=24. 
Nun hat Cauchy im Journal de l'école polytechnique bewiesen, dafs immer 
5) S+tF=A+1 
ist *).. Daraus folgt 3S + 3. — 324 -- 3. Setzt man in diese Gleichung die 
Ausdrücke von S, Fund A (2. 1 und 4.), so findet man 


*) Anmerkung des Herausgebers. Dieser Satz von Cauchy steht im Journal 
de l'école polytechnique (Band IX. Heft 16. Seite 80). Cauchy giebt davon zwei Beweise. 
Ich will sie für Leser, welche dieses Journal nicht zur Hand haben, wörtlich hersetze 

»1) Erster Beweis. Man theile die einzelnen Polygone in Dreiecke, indem man in 
jedem, aus einem ‘seiner Scheitel, nach den übrigen, nicht daran grenzenden Scheiteln, Dia- 
gonalen zieht. Die Zahl dieser sämmtlichen Diagonalen sei n, so wird F + n die Zahl der 
durch dieselben abgetheilten Dreiecke, und 4-+-n die Zahl ihrer Seiten sein. (Denn ge- 
setzt, in den nen Figuren würden, der Reihe nach, v,, 0,5 o, ...... Diagonalen 
gezogen, so entstehen dadurch e, +1, », - 1, o, -- 1 u s. w. Dreiecke, überhaupt also 
ea oL 0S ues. «+ F Dreiecke, weil F Figuren vorhanden sind, folglich, weil 
eo, to, to,..--- ... aon sein soll, F-+n Dreiecke. Und da die Zahl der Seiten der 
ungetheilten Figur 4 war, und n Diagonalen hinzukommen, so ist die Zahl aller Seiten 
der getheilten Figur A-+n. D.H.). Die Zahl der Ecken der Dreiecke ist der Zahl S 
der Ecken der Polygone gleich (denn durch die Diagonalen ist keine neue Ecke hinzugekom- 
men, d. H.). Nun setze man, es würden nach und nach die verschiedenen Dreiecke weg- 
genommen, bis zuletzt nur noch ein einziges übrig bleibt, und zwar auf die Weise, dafs 
man mit dem Wegnehmen bei denjenigen Dreiecken anfängt, welche am äufseren Um- 
fange der Figur liegen, hernach aber vorzugsweise LATE wegnimmt, von welchen eine 
oder zwei Seiten, durch das Wegnehmen der vorigen, in den äufseren Umfang gekomng 
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3m + 3n + 3a -- 3b 4- 3c.... — 4 -- 3a 24- 46 4- B0... H- n 4- 3, oder 
6) 3m-4- 2n — 3 — à — 2e — 3d ...... — A. 

Nun sind zur Bestimmung sämmtlicher Eckpuncte der zusammengesetzten 
Figur 2 (($— 2) + 1 — 2:5 — 3 gerade Linien nóthig. Denn man setze, aus 
den Endpuncten irgend einer der äufseren oder inneren Seiten der Figur waren 
nach allen übrigen S— 2 Eckpuncten gerade Linien gezogen, welches 2 (S — 2) 
gerade Linien wären, so sind durch dieselben, zusammengenommen mit der 
einen Linie, durch deren Endpuncte sie gehen, alle Eckpuncte der Figur ge- 
geben. Bezeichnet man diese Zahl 2,8 — 3 durch B, so ist vermöge (2.) 

7) B=2m+2n—3, 
also ist aus ( 6.) 


8) A—B=m—b—2c—3d.. 





sind. Es sei A die Zahl der Dreiecke, welche, indem man sie wegnimmt, eine Seite, und 
h die Zahl derjenigen Dreieke, welche alsdann zwei Seiten in dem äufseren Umfange der 
Figur haben, so verschwinden durch das Wegnehmen jedes Dreiecks der ersten Art eine 
Seite und durch das Wegnehmen jedes Dreiecks der zweiten Art zwei Seiten und eine 
Ecke der Figur. Daraus folgt, dafs, nachdem alle Dreiecke bis auf ein einziges weggenom- 
men worden, zusammen A’ + A^ Dreiecke, A’ 4 2h” Seiten und A^ Scheitel weggefallen 
sind.. Die Zahl der übrigbleibenden Dreiecke ist also 

F+on— (+25 =1, 
die Zahl der übrig gebliebenen Seiten ist 

Atn— (W + 2h”) = 3, 
undidie Zahl der übrig gebliebenen Eckpuncte 

S —h"-—3. 
‘Addirt man die erste und dritte dieser drei Gleichungen, und zieht von der Summe die 
zweite ab, so findet man 
S+F—A=toderS+FoA+1. 

2) Zweiter Beweis. Man stelle sich die verschiedenen Figuren rund um eine yon 
ihnen liegend vor. Es sei a die Zahl der Seiten, und s die Zahl der Eckpuncte des ersten 
Polygons, a’ die Zahl derjenigen Seiten, und s' die Zahl derjenigen Eckpuncte des zweiten 
Polygons, welche es mit dem ersten nicht gemein hat, u. s. w. Alsdann ist offenbar 

@=s, a= sf 1, a” = s +1 ete. 
Nimmt man die Summe dieser Gleichungen, deren Zahl F ist, so findet man 
(ark Bl? ever ee So Ss! ss +F—1. D. I), 
weil ane fau ae 
und sts MR: DE 
A=S+F—1 oder S + F = 4 + 1.” 

Cauchy leitet aus diesem Satze noch andere, z. B. auch die bekannte Ealer'sche 

Gleichung zwischen der Zahl der PEER Seiten und Kanten eines beliebigen Polyéders ab. 
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Aus diesem Resultat lassen sich mancherlei Folgerungen ziehen. Zum Beispiel: 

L Die gegebene Figur sei aus lauter Dreiecken zusammengesetzt, so ist 

b= 0, c— 0 eto, und folglich 
9) A—B=m, 

das heifst: wenn alle inneren und aufseren Seiten der zusammengesetzten Figur 
gegeben sind, so sind m Seiten, also gerade so viel, wie die zusammen- 
gesetzte Figur innere Eckpuncte hat, mehr gegeben, als zur Bestim- 
mung aller Eckpuncte der Figur, und folglich der Figur selbst, nóthig sind. Diese 
Bemerkung kann z. B. in der Geodäsie (geodesie, Feldmefskunst. D. H.) nützlich 
sein. Sie lehrt, dafs wenn man von einer, aus Dreiecken zusammengesetzten Figur 
(von einem Dreiecks- Netz. D. H.) alle Seiten gemessen oder berechnet hat, so 
viel Seiten von den übrigen abhängen, als die Figur innere Eckpuncte hat. 

II. Wenn die Zahl der sämmtlichen inneren und äufseren Seiten. der zu- 
sammengesetzten Figur gerade so grofs ist, als die Zahl der zur vollständigen | 
Bestimmung der Figur nóthigen geraden Linien, so ist 4d — B= 0, jafolghoh 
vermöge (8.) 

10) b+2c+3d........=m. 

Das heifst: eine zusammengesetzte Figur, die durch ihre äufseren an : inneren 
Seiten vollstándig gegeben sein soll, darf nicht nothwendig blos aus Dreiecken 
bestehen, sondern es können auch in derselben 5 Vierecke, c Fünfecke, d Sechs- 
ecke etc. sein, wenn nur die Summe von 6, 2c, 3d etc. gleich der Zahl m der 
inneren Eckpuncte der Figur ist. Dieser Satz kann ebenfalls i in der Geodäsie | 


nützlich sein. “i” 


UI. Da Alles, worauf die Gleichung (6.) beruhet A der Cauchy sche 
Satz. D. H.), auch dann noch gilt, wenn die zusammengesetzte Figur nicht in 
einer und derselben Ebene liegt, sondern aus ebenen Figuren zusam- 
mengesetzt ist, deren jede in einer anderen Ebene liegen kann, so kann 
man das Resultat (6.), oder vielmehr das Resultat (9.), ed auf Polyéder 
anwenden, z. B. auf foleende Weise: | 

Man stelle sich die in irgend einer Ecke .E eines beliebigen Polyéders ZU- 
sammenstofsenden Seiten-Ebenen desselben aus der nemlichen re desgleichen 
die übrigen Seiten-Ebenen des Polyéders, jede aus einer beliebigen ihrer Ecken 
durch Diagonalen in Dreiecke getheilt, und alle Kanten des Polyéders, nebst 
allen, in den Seiten-Ebenen gezogenen Diagonalen, gegeben vor. Ferner stelle 
man sich vor, es waren aus der Ecke E des Polyéders nach allen seinen übrigen 


Ecken gerade Linien gezogen, die wir durch L » L,, L, ete. bezeichnen wollen, 
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und durch diese Linien und die daran stofsenden Kanten und Diagonalen des 
Polyéders wáren Ebenen gelegt, alle diese Ebenen aber, sammt den Seiten- 
Ebenen, die in der Ecke zusammenstofsen, schnitten irgend eine beliebige 
Ebene, die durch P bezeichnet werden mag, so werden die Durchschuitte der 
durch die Linien L,, L,, L,...... und durch die Kanten und Diagonalen des 
Polyéders gelegten Ebenen, so wie der Seiten- Ebenen, welche in der Ecke E 
zusammenstofsen, mit der Ebene P, welche Durchschnitte durch D,, D,, 
D, .... . bezeichnet werden mögen, auf der Ebene P eine aus lauter Dreiecken 


zusammengesetzte Figur bilden, welche gerade so viel Seiten haben wird, als das 
Polyéder Kanten und m seinen Seiten - Ebenen Diagonalen hat. WVäre diese 


Figur, sammt den Linien L,, L, L,...... gegeben, so wire offenbar das 
Polyeder selbst vollständig gegeben. Nun werden die Durchschnittslinien D, , 
Dep Dower sammt den Linien L,, L,, L,...... offenbar auf irgend eine 
Weise von den gegebenen Kanten und Diagonalen des Polyéders abhangen. 
Die Zahl der Linien D , D,, D, ...... ist, wie gesagt, der Zahl der Kanten 
des Polyéders und der Diagonalen in seinen Seiten-Ebenen gleich. Die Zahl 
der Linien L,, L,, L,...... ist der Zahl der inneren Ecken der auf der 
Ebene P entstandenen Figur gleich. Also übertrifft die Zahl der Linien D,, 
Ba Dee o umbo, «E ET. zusammengenommen die Zahl der Kan- 


ten des Polyéders um die Zahl der inneren Ecken der Figur auf der Ebene P. 
Aber eben so viel Linien sind, vermóge des Satzes (9.), mehr bekannt, wenn man 
alle Linien D,, D,, D. ..... , der Figur auf der Ebene P kennt. , Also kann 
man schliefsen, dafs durch diese Figur die Linien L,, L,, L, ...... zugleich 
mit gefunden werden, und dafs also das Polyéder schon durch seine Kanten 
und Diagonalen in den Seiten-Ebenen allein vollständig bestimmt ist. 
Nun aber werden durch die Kanten und Diagonalen in den Seiten - Ebenen die 
Seiten- Ebenen selbst bestimmt: also wird ein Polyéder durch seine Seiten- Ebe- 
nen, welche es auch sein mögen, vollständig gegeben, und zwei convexe Polyeder 
sind congruent, wenn sie gleiche Seiten-Ebenen in gleicher Lage haben; welchen 
Satz zuerst Cauchy (ebenfalls in dem oben angeführten Hefte des Journal de 
l'école polytechnique. D. H.) auf anderem Wege bewiesen hat. (Man findet 
den Beweis von Cauchy. auch in der XII. Anmerkung der Geometrie von L e- 
gendre. D. H.) * | 
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23. 


Auflösung eines geometrischen Problems. 
(Von Herrn Prof. und Director J. J. Litirow.) 


Aus der gegebenen Lage zweier Orte gegen einen bekannten 
dritten, die Lage jener zwei ersten Orte gegen einander suchen. 

Diese schon an sich selbst interessante Aufgabe ist in der Geodäsie, und be- 
sonders in der Astronomie von grolsem Nutzen. Die Bestimmung der heliocen- 
trischen Lage der Planeten aus dem geocentrischen Orte derselben, und umge- 
kehrt; die aus den Beobachtungen abzuleitende Lage der Sonnenflecken gegen 
den Mittelpunct dieses Gestirns; die ganze Lehre von der Aberration des. Lich- 
tes; die Theorie der Parallaxen, und eine grofse Anzahl anderer Untersuchun- 
gen hängen unmittelbar von der Auflösung dieses Problems ab, welches sich, ab- 
gesehen von allen diesen Anwendungen, als ein rein geometrisches darstellt. Ue- 
brigens ist dieser Gegenstand schon von so vielen ausgezeichneten B oie 
untersucht worden, dafs man kaum hoffen darf, noch irgend etwas bisher Unbe- : 
kanntes von Bedeutung hinzuzufügen. 

Bezicht man alle Lagen, von welchen in der Folge die Rede sein wird, auf 
drei unter einander senkrechte Coordinaten, die durch den bekannten dritten Ort 
gehen, so sei r die Distanz des ersten Ortes von dem dritten, à der Winkel von 
r mit seiner Projection in einer der drei coordinirten Ebenen, z. B. in der Ebene 
der ay, und a der Winkel dieser Projection mit der Axe der x, so dafs also die 
Lage des ersten Orts gegen den dritten durch die drei Grófsen 2, 6 und r gege- 
ben ist. Eben so werde die Lage des zweiten Ortes gegen den dritten durch die, 
den vorhergehenden analogen Grófsen R, A und B, und endlich die Lage des 
ersten gegen den zweiten durch die ähnlichen Ausdrücke 7r', a^ und b’ gegeben, 
so dafs also r^, a‘, 5^ die unbekannten Grófsen sind, welche durch die sechs be: 
kannten Grófsen r, a, b und A, A, B bestimmt werden sollen. | 

Ist N irgend eine willkürliche Gröfse, so hat man zwischen jenen neun 
Gröfsen folgende drei allgemein bekannte Gleichungen: CH AY ^ V 

r cosó' cos (a^ — N) = r cosh cos(a—JY) — R cos B cos (4 — IV), 

r' cos b sin (a — IV) = r cosb sin (a—W) — R cos B sin (4 — JV), 

r' sin Of = r sin à — lisn D, * 


und 
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und schon! die Stellung dieser Ausdrücke. zeigt:  dafs. die Bestimmung. dieser 
 Grólsen r*, af, 6% aus den sechs andern keiner weitern Schwierigkeit mehr unter- 
worfen, und gleichsam von selbst gegeben ist. Allein oft sind nicht die zusam- 
men gehörenden Grölsen a’, b/, r^, sondern z. B. die Gröfsen a’, 64 und:r, oder 


die Grófsen a’, b' und - — u. $. W. zu suchen, wodurch die Auflösungen dieser drei 


Gleichungen inte “rt Lo diuini erhalten: 


Um die hierher gehörenden Lagen auf eine, Jedermann bekannte Art, zu 
fixiren, wollen wir für den ersten Ort den Mittelpunct des Mondes, für den zwei- 
ten das Auge des Beobachters auf der Oberfläche der Erde, diese als sphäroidisch 
angenommen, und für den dritten endlich den Mittelpunct der Erde annehmen. 
Legen wir die Axen der # und y in die Echptik, und’ a in die Linie der Nacht- 
rears so ist ab die geocentrische Länge und Breite des Mondes, AB die geo- 
centrische Linge und Breite des Beskhchter oder des Zeniths, und ad die von 
dem Beobachter gesehene oder die sch einbare Lünge und Breite des Mondes. 
Diese Annahmen werden der Allgemeinheit der geometrischen Auflösung keinen 
Eintrag thun, und mir zugleich Gelegenheit geben, eine Jugendarbeit über die 
Parallaxen zu ergänzen und zu verbessern, welche ich bereits vor achtzehn Jah- 
rea in dem Berliner Jahrbuche für 1812 mitgetheilt habe. 


Zu dieser Absicht wollen wir statt der bisher angenommenen Distanzen rr 
und A die drei Grófsen A, A‘ und x einführen, so dafs man hat | 
Pet" "Se A' | 


R 
OF rael M. und — = sin 7T, 
T sin i r | 
wo also x die als bekannt vorausgesetzte Horizontal-Parallaxe des Mondes für 
den Beobachter auf der sphäroïdisch angenommenen Erde, und A, A‘ der geo- 
centrische und der beobachtete Halbmesser des Mondes ist. Dieses vorausgesetzt, 


gehen die drei vorhergehenden Gleichungen in folgende über: 


cos 6’ cos(a' — . ay PSS cosb cos(a — N) — sin cos B cos s (AN) —N) 








sin À‘ sin A 
cosó'sin(a^ — IV). cosh sin(a— N) — sinxcosB sin (A — CAN) 
DES PET AR syne De nad = ENT TNI 11 11717 SA * 9 * À. 
sin À sin À 
sin bf js sn à — sin T sin D 
sin A’ — | sin À 


Wir werden nun die vorziiglichsten Probleme durchgehen, welche uns » die 
drei letzten Gleichungen anbieten. | , 
I 30 
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I4. Problenil Der wahre oder geocentrische Ort des Mondes ist gegeben, 
man suche den scheinbaren; ^ ‘oder’ ‘yon der Oberfläche der Erde prete Ort 
desselben. | | 

Da hier die Größen ^j^ ” die Unbekannten yide so gehen die drei letz- 
ten Gleichungen (4) sofort die bekannten Ausdrücke | 


cos 6 sin (a— JV) — sin x cos B sin CAEN) 


pe eee ue cos 6 cos (a— N) — sin x cos B cos (4 — — N)’ 
HA gig re (sin à — sin sin B)cos(a!— M). 4 : 
5 | | bol DE cos B. eos (ic rei te | 
sin A. cos &*'cos ( a‘ root tobe {, 


Sin AY 7 ~ cos. D.cos( aa JV) = N )— six cos B co eru os | 
mit noch einem verwandten, Ausdruck für tg 6’, der von.sin (2^ — JY), und mit 
noch zwei verwandten Ausdrücken für sin A^, die.von cos db sin (2 — JY); und 
von sin b’ abhangen, und bei ‚welchen ich mich nicht weiter aufhalte., {Da alle 
diese Ausdrücke, die 'willkürliche Grófse V enthalten. so sind. sie noch. E Ab- 
änderungen fähig, um sie, z. B. zur Rechnung mit Logarithmen, bequemer zu 
machen, Am einfachsten. werden: die. gegebenen |. Gleichungen, wenn, man 
N un 12 90° oder V = a— 90° nimmt... Lau. 7 | 
I. Die vorhergehende AB hat: den Nn dlithedl dafs sie die Nr 
Grófse 6/ durch a’, und A‘ durch a One b‘ giebt, so dafs man z. B. A^ nicht fin- 
den kann, wenn man nicht; zuerst a^ und 57 kennt. . Man, kann sich aber leicht 
von dieser Abhängigkeit befreien, und jede der drei unhekannten Gt a‘, bf 
und A’ für sich bestimmen. | 3 
Führt man nemlich die Hülfsgrôfse 1h ein, so dafs man hat 
|. cos ab = = cos b cos B cos (a — A) + sin b sin B, . 
so geben die vorhergehenden rennes (A) sofort | 
gi ab: sin à —.sinz. sin B und 
| vd + ana 2sin x cos ap) 
sin A | 
Y (+sin” z— 2sin w cos "PC y s 
wodurch ^ und A! blofs durch die gegebenen Gröfsen “des Problems Fettes 
werden. 


sin A’ == 


II. Da die Grófse sin x im MER nur klein ist, so lassen. sich auch die 
vorhergehenden Ausdrücke i in Reihen entwickeln, die nach den, Potenzen yon 


U 


sin x fortgehen. Erinnert man sich, dafs die Gleiclidng ur 3 4 tang B sich 
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auch so ausdrücken láfst: tang ei ROME CRT M as — und tang — x. = = "any 
ei. 2 eos y — Ó 1 — 0 cos y’ 
wo b= oi ist, und dafs endlich jede dieser deceat die Reihe 
4 — ap bsiny + 5 bis sin A #5 sn ts +, 
oder auch ite cade giebt, ^ 
c y ere 
E Noa M i e | par = 38° sin 3y — SS eae 
so. erhält.man sofort aus den Gleichungen. (A) folgende Ausdrücke: 
a! — az P sin (a — 4) 4- 5 P* sin 2 (a—A) + EP sin 3(a —4) 2... ;, 
í —b=.O sn(b—s) --2Q'sn2(6—2)-4-iQ'sin3(06—2) + 
von welchen Reihen das Gesetz | » Fortganges deutlich ist, und worin 
sin cos. D cos 5 (a^ — ies es sin sin B 
— p unge ( NRI und Q = ————— gesetzt base 
| cos A—— | 


Für A’ endlich hat man mit démn-bben.aupenommentn ‘Werthe-wen. ^ 
, Me 
sin Arf * D | . 
log nat ——=~ = sin x cos ab + 5 sin* x cos 22) + 3 sin’ x cos 34) + 
> S1 "A33 d ) "nr | 


Um aber auch hier für 6’ eine von 4’ unabháüngige Reihe zu finden, .so liat man 
wie man leicht sieht, 








ahd 
log 8.5. 25 din (cosi 4) + sin" (cos 24b — d) 4-1 sin^z (cos 3ab— =a) ap à 
sin'B x 
wo d= m is 
2. E 


ye dieron Ort mi Mondes ist gegeben; man be den 
wahren oder geocentrischen Ort desselben. 


Diese Aufgabe, welche die verkehrte der uni ist, E. aus den 
Gleichungen. (A) auf folgende - Weise aufgelóst:. 


Man suche, zuerst die Werthe yon ab’ und 3 aus 


cos al‘ = cos b’ cos B cos(a/ — A) + sin 0’ sin B, 


DN ‚sin * x. cosa! -- sin m (V. 1 — sin" T sin yd. 
sinn! = Re 


cos” TE 


so findet. man die unbekannten Größen a,b und A durch folgende Ausdrücke 


30^ 
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— cos b sin (a' — N) + sin n cos B sin (A —N) 
tang UICE cos b cos (a — N) + sin x’ cos B cos (A — e 25. 
[sin 6’ + sin m’ sin. Bi; cos: (ai Nr 
cos bf cos ai —- 12 + sin z^ cos B cos (A — N) Xy 
sinA — [CL — sin z sin * p^ — sin 7 COS apt] . sin A. 
I. Auch hier kann man wieder die Grüfsen 6 und A yon a unabhängig | er- 
halten, da man hat 


tang b= 


sin 64 + sin x‘ sin B 
V (1+ Sin x’ + 2sin x‘ cos ab^) 
II. Die vorhergehenden Ausdrücke sind streng, oder ohne Abkürzung. Sucht 
man aber wieder die Gröfsen a, 6 und A durch Reihen, welche mit den Potenzen 
von sin x’ fortgehen, so hat man 
a— a! —— P' sin (a! — A) 4-1.P^ sin2 (a —.4) —1 P" sin 3 (a’ vos . und 
b — 5! —— Q'sin (b —5) +10” sin 2(5 — &') —3 Q^ sin 3('—e^) +, 


sin 6 = u. S. W. 














| a'—a 
cos : : 
‚_ sinn’ cos B , snz'snB. 
wo P'= + CHE tang e = ——- und Q!z—————— ist. 
cos & | ata ı sine. 
cos ( A— 
2 
Ueberdiefs hat man noch , analog mit dem Vorhergehenden, 
sin A z ; 
og ——— == — sin v cosa)’ + 3 sin’ z^ cos 24)’ — $sin* x’cos 3 1h + und 
sin À z | 
sin à ^ d 4 24 12 3 4 / p 
log —7; Anz =— sinn (cosab/—ó^) +3sin? a’ (cos 22)’ I” )—3sm | “(cas 33^ — d^) +, 
sin B. 
fs 
, Wo ó' = 
sin 4 


und durch die beiden letzten Ausdrücke wird auch hier der Werth von 6 und . 
A, unabhingig von dem Werthe von a, gegeben, was oft nützlich und zur Be- 
rechnung dieser beiden Grófsen sehr bequem ist. Diese zweite Aufgabe scheint 
mir bisher noch von Niemand aufgelöset worden zu sein. 


3.Problem. Bisher haben wir den Ort des Mondes sowohl, als den des 
Beobachters auf die Ebene der Ecliptik bezogen, und so enthalten die vorher- 
gehenden Ausdrücke eigentlich die sogenannte Parallaxe der Lünge und 
Breite. Allein dieselben Gleichungen enthalten auch die Parallaxe der 
Rectascension und Declination, wenn in (1.) und (2.) die Grófsen a, a 
die wahre und scheinbare Rectascension, und 6, 6° die wahre und scheinbare’ De- 
clination des Mondes, und 4 die Sternzeit der Beobachtung, so wie B die geo- 


ey rm 


Littrow, Auflösung: einer geometrischen: Aufgabe. 237 


e 


*entrische Polhöhe des Beobachtungsortes bezeichnet: sie enthalten endlich auch 
die Parallaxe des Azimuts und der Höhe, wenn aa’ und 5b’ das wahre 
und scheinbare Azimut, und. die wahre und scheinbare Höhe des Mondes bezeich- 
net, und wenn man 4=0 und .B —90,— 7 setzt, wo r die geocentrische Zenith- 
distanz des Beobachters, oder wo 7 die Differenz der geocentrischen und beob- 
achteten Polhóhe ist. —. Durch die vorhergehenden Ausdrücke wird daher der 
scheinbare Ort des Mondes durch den wahren,. so wie der wahre durch den 
scheinbaren, in Beziehung auf alle drei Ebenen gegeben, welche die Astrono- 
men gewöhnlich zu der Bestimmung der Orte der Hımmelskörper anwenden. 


Indessen sind alle bisher gegebenen Auflósungen noch immer dadurch be- 
schränkt, dafs sie nur Länge durch Linge, Breite durch Breite u. s. w. geben, 
oder dafs in ihnen die. wahren und scheinbaren Orte des Mondes sich immer nur 
auf dieselbe Ebene beziehen. Um sich daher auch von dieser Abhängigkeit 
frei zu machen, wollen wir in diesem dritten Probleme aus der wahren Lange 
und Breite des Mondes unmittelbar‘ das scheinbare Azimut und die scheinbare 
Höhe, so wie den scheinbaren Halbmesser desselben abzuleiten suchen. 


Um aber hier die Bezeichnungen leichter zu übersehen, wollen wir, einer 
gewöhnlichen Annahme gemäls, voraussetzen, dafs A, 2 die wahre Länge und 
Breite, à, ó' die Rectascension und Deelination, ®, À das Azimut und die Höhe des 
Mondes bezeichnet, und diese scheinbaren Grófsen X, a’.... mit einem Striche 
unterscheiden. Sei ferner x und 7 dasselbe, wie zuvor, e die Schiefe der Eclip- 
tik, 2 die Sternzeit der Beobachtung, die geocentrische Polhöhe und H, a die 
geocentrisch« Höhe und das geocentrische Azimut, also H = 90 — +. 

Dieses vorausgesetzt, findet man aus denselben Gleichungen (4), aus wel- 
chen bisher alles Vorhergehende abgeleitet wurde, nach einigen. zweckmälsigen 
Verwandlungen, die hier umständlich anzuführen zu weitlàuftig sein würde, fol- 
gende Ausdrücke: 

M. ig c = (sin À cos B cos e — sin B sin e) cost 
— cos À cos B sin £ — sin x cos A sin a, 

M .ig hj = (sin À cos ß cose — sin f£. sim e) eos qo sin £ cos e^ 
+ (sin. cos B.sin e + sin f. cose) sin q cos w’ 
+ (cos f cos À cos cost — sin z sin H) cos «^, 


M .sinA — sin A. cos | cos w’, 


wo, der Kürze wegen, gesetzt wurde 
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M = (sin À cos 8 cose — simß sine) sing sim£ su. 
— (sin À cos B. sin e + sin 9 cose):cos qp 
+ cos À cos sin p cos 4 — sin t cos H cosa. 


DERART entliilted die vorhergehenden und mehrere ändere, “als 


blofse besondere Fälle in sich. Setzt man z.B. in ihnen #— 0 und: ip 90", ind 

verändert man die Grölsen 5^, h^; o, H resp. in o^, 6", t, tp, so erhält M^ die 

nn à welche aus der wahr en Linge und Breilà N, ß des Mondes tinmit- 
elbar die scheinbare Höhe A^ und das scheinbare Azimut # geben. , 

Verändert man die Gröfsen 4, A^, o, H, e resp. in X, B%, L, B, 6; so er- 
hält man die Gleichungen; welche aus der wahren Linge und Breite h, ve unmit- 
telbar die scheinbare Länge und Breite geben. thy à ro ire 

Verändert man die Grifsen «^, A; y B, o, H, e: resp. in of, oS a, à; l, , 0, 
so erhält man die Gleichungen, welche aus der wahren Rectascension a und De- 
élination ó diese scheinbaren Grölsen a‘, d“ geben. x 

Veründert man diese Grófsen À, B, 0, H, e resp. in», h, 0,90 — 7 ind. 0, 
so erhält man die Gleichungen, welche aus dem wahren Azimut # und der wahren 
Höhe / diese scheinbaren. Grófsen, ^", A! geben u: s..w., so! dafs die, drei letzten 
Ausdrücke alle anderen in sich enthalten, durch welche man aus dem, wahren Orte 
des Mondes den. scheinbaren finden, kann. .; Aehnliche Gleichungen‘, wird man 
auch für die Bestimmung des wahren Ortes aus dem scheinbaren, entwickeln, da- 
her ich mich hier nicht länger dabei aufhalte.. Dals übrigens: dieselben Gleichun- 
gen auch die Auflösung des im Anfange aufgestellten. geometrischen, Problems in 
seiner ganzen Allgemeinheit enthalten, ist für sich klar: 

4. Problem. Dieser unmittelbare Uebergang von der Ediptik auf den 
Horizont, zu welchem man gewöhnlich den Acquator als Brücke braucht, leitet 
gleichsam von selbst noch ‘auf folgende Ausdrücke, die: bei mehreren Untersu- 
chungen ihren Nutzen haben kónnen. 


Behält man die Bezeichnungen von /V. 3. bei, so findet man bekannilich 
Lànge und Breite aus Rectascension und Declination durch folgende Gleishtingge 
cos À cos 9 = cos a cos dy 
sin À cos (9 = sin à; cos à Cos e + sin Ó sine, 
sin f = — sin a cos Ó sin e + sin d cose. 


Und eben so findet man umgekehrt Rectascerision und Declination aus ; Lange und 
Breite durch die Gleichungen 
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cos a cos À = cos I. cos B, 
‚sin &@ cos 6 = sin À cos 9 cos e — sin P sin e, 
sin d= sin À cos 8 sine + sin (9. cos e. 
Ganz auf ähnliche; Art findet: man auch die Rectascension & oder vielmehr den 
Stundenwinkel 7,— a undidie Declination d aus dem Azimut w und der Höhe & 
durch. die Hir ena m , 
.cos d. sin (2) = une sin *, 
, €osió cos (La) = sinh cos p + cos hs sin q cos ^, 
sin. à — sinh. sin p —.cos h cos p cos, 
und endich lie umgekehrt. Azimut und Hohe aus Stundenwinkel und Decknation 
AME NG Cis As | 
cosh sin # — cos £ sin (£4 — «), 
cosh cos # — cos d sin cos (/— a) — sin d cos q, 
sin À = sin d sin p --- cos Ó cos p cos (£ — a). 
Mit Hülfe dieser Ausdrücke wird” man nun auch leicht folgende zwei allgemeine 
TUN auflósen. Wem Md | 
X. Man suche Länge und Breite unmittelbar aus Azimut und Höhe. 
Eliminirt man aus den vorhergehenden vier Systemen von Gleichungen die 
Grófsen & und 6, so erhält man sofort | 
cos B cos  — (cos cos h sin p Ay sin À cos q) cos t 
+ sin £ sin * cos h, 
cos ß sin X — (sinh cos p + cos h sin p cos #) sin cose 
+ (sin h sin p — cosh cosq cos #) sine 
eb futi — cos fsini# cos À cos e, | 
sin ea = — (sin h cosip:+ cos h sin p cos.) sin £ sin e 
+ (sinh sin p — cos hk.cos (p cos.) cos. e 
+ cost sin’ cosh sine. 
UI. Man suche umgekehrt Azimut und’ Hóhe aus Länge und Breite. 
Eine ähnliche zweckmälsige Elimination von a und ó aus den zwölf vorher- 
gehenden Gleichungen wird geben 
cosh sine =— (sin X cos f cos e — sin ß sin e) cost 
+ sin cos À cos B, 
cos h cos # == — (sin À cos B sin e + sin B cos e) cos 9 
+ (sin À cos B cose — sin P sin e) sint sing 
+ cost sin q cos À cos ß, 
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sin A — (sin À cos B sin e + sin B cose) sin y: 
+ (sin Ncos ff cos e — sin ß sin e) sin £ cos p 
+ cos £ cos q cos À cos p. 


Noch wird es zuweilen nothwendig sein, die Fehler zu: bestimmen ; welche 
aus einer irrigen Annahme emiger dieser Grófsen in den anderen day abgelei- 
teten entstehen. Nennt man x den Winkel des Declinationskreises ‘mit dem 
Breitenkreise, ¢ den Winkel des Vertical- mit dem Declinationskreise, und end- 
lich ¢ den Winkel des Breiten- mit dem Verticalkreise, so erhält man durch 
Differentiation der vorhergehenden Gleichungen folgende Ausdrücke: 


HL Fehler der Länge und Breite aus denen der Rectascension und Declination. 
dB = dé cos x — da sin x cos à, a 
dh. cos (9 = dd sin x + da cos x cos d, 
und umgekehrt: | | bd 
dé = d sin x cos 8 + dB cos m, 
da .cos 8 = d cos x cos 8 — df sin x. 


IV. Fehler der Declination und des Stundenwinkels s aus denen der Höhe 
und des Azimuts. | | | 
20 == 71411700 er da sin ? cos h, 

ds :cos d = — dhsine + de COS ? cos h, | 
und umgekehrt: PLURCS RE | 
dh = — ds sm e cos + dé cose, .— 
da COR A = ds cos e cos d+ dé sin ¢. | 


V. Fehler des Azimuts ane der Höhe aus denen der Länge und] Breite. 
dh= dx ob Pov nl ee £ A 

du.cos h £ — dX cos B cos £ + d B sin £, 

und umgekehrt: UN 

dB= dwcos h sm £- dh cos £, 

dX . cos 8 = — de cos h cos £ + dh sin £. 
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24. 
. Ueber einige Definitionen in der Geometrie. 


22 (Von Herrn Louis Olivier.) 





Einen geometrischen Satz definiren oder erklären, heifst: mit Hilfe schon 
vorhandener deutlicher Vorstellungen einen Begriff davon geben, welcher hin- 
dert, dafs man den Gegenstand mit anderen verwechsele. Gewöhnlich werden 
geometrische Gegenstände durch ihre Eigenschaften definirt. : Man nimmt 
den Gegenstand als vorhanden und gegeben. an, und individualisirt ihn durch 
Beschreibung seiner eg mit anderen, oder durch Beschreibung seiner 
Eigenschaften. . 

Die Eigenschaften eines Gegenstandes und. ihre Möglichkeit sind entweder 
an sichs elbst klar begreiflich, oder sie beruhen auf denen anderer. Z. B., dafs zwei 
Linien sich schneiden können, oder, ‚dafs Linien, Flächen und Flächen Körper 
einschliefsen können, ist an sich selbst klar; hingegen, dafs zwei Ebenen nur in 
einer geraden Linie sich schneiden können, beruhet schon auf den Eigenschaften 
der Ebene; dafs Parallelogramme, den gleichen Seiten gegenüber, gleiche Win- 
kel haben, beruhet auf den Eigenschaften sich schneidender Parallelen, u. s. w. 
Nur diejenigen Definitionen, welche sich auf Eigenschaften beziehen, die an sich 
selbst klar sind, kónnen also allen Lehrsätzen vorhergehen. Alle Defi- 
nitionen mit Hilfe von Eigenschaften, welche von denen anderer Gegenstünde 
abhängen, und deren Existenz also erst nachgewiesen werden muls, können nur 
erst. dann. gegeben werden, wenn die Eigenschaften, auf welche sie sich bezie- 
hen, bewiesen worden sind; denn sonst kommt man in Gefahr, Gegenstände zu 

definiren, die gar nicht existiren. Es. folgt daraus, dafs es nicht gut môglich ist, 
die Definitionen yon zusammengesetzten geometrischen Figuren, die man 
untersuchen will, im Voraus zu geben; denn, da eben der Zweck der Unter- 
suchung. darin bestehet, die Eigenschaften der Figuren zu finden, so kann man 
unmöglich Figuren definiren, che die Eigenschaften derjenigen, von welchen sie 
abhüngen, oder aus welchen sie zusammengesetzt sind, untersucht worden sind. 
Diese Regel pflegt häufig, nicht beobachtet zu werden. Man findet Definitio- 
nén yon geometrischen. Figuren und Begriffen an. der ‚Spitze ganzer Abschnitte, 
I. 1 
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die deshalb nothwendig, einschliefslich, Lehrsatze enthalten müssen, welche 
erst in der Folge bewiesen werden. Selbst in dem Lehrbuche des Euclides 
ist dieses der Fall. | | 

Nach der 29sten Definition z. B., im ersten Buche, ist dasjenige Dreieck 
spitzwinklig, welches drei spitze Winkel hat, das heifst, zufolge der 12ten 
Definition: drei Winkel, die kleiner sind alsrechte. Es ist aber nicht an 
sich selbst klar, dafs ein solches Dreieck existire. In der That wird erst in der 
Folge bewiesen, dafs die drei Winkel eines Dreiecks zusammen immer zweien 
rechten gleich sind, und daraus f olgt erst, dafs ein Dreieck mit drei spitzen 
Winkeln möglich ist. Eben, wie man sagt: ein spitzwinkliges Dreieck solle 
heifsen, welches drei spitze Winkel hat, könnte man z. B. auch sagen: dasjenige 
Fünfeck, welches fünf rechte Winkel hat, solle z. B. gleichwinklig heifsen; 
oder dasjenige Viereck, welches vier spitze Winkel hat, solle spitzwinklig 
heifsen, obgleich dergleichen Fünfecke und Vierecke gar nicht existiren. 

Nach der 30sten Definition des ersten Buches soll diejenige Figur Quadrat 
heifsen, welche gleichseitig und rechtwinklig ist. Es fragt sich aber, ob 
eine Figur von vier Seiten vier rechte Winkel haben kann, und dann, ob sie 
zugleich gleichseitig sein kann; Beides sind erst e von Lehrsätzen 
und Beweisen. | 

Auf ähnliche Art verhält es sich mit der 31sten and 33sten Definition des 
Oblongums und Rhomboids. 

In der 17ten Definition bedarf der Zusatz, dafs der Durckinemér den Kreis 
halbirt, des Beweises. | 

Die 5te und 6te Definition des vierten Buches palst nur auf solche geradlı- 
nige Figuren, die um und in einen Kreis beschrieben werden können. 

Nach der ersten Definition des sechsten Buches sollen ähnliche Figuren 
diejenigen heifsen, deren Winkel einzeln gleich, und in welchen die um die glei- 
chen Winkel liegenden Seiten proportionirt sind. Es ist aber nicht an sich selbst 
klar, dafs diese beiden Eigenschaften von Figuren zugleich Statt finden 
können. In der That wird erst späterhin bewiesen, dafs sie bei Dreiecken noth- 
wendig immer zugleich Statt finden. Sie konnten also auch möglicher Weise als 
nicht coexistirend vorausgesetzt werden, weil eine solche Voraussetzung 
erst durch einen Beweis widerlegt werden mulste. Bei mehrseitigen Figuren kön- 
men sie auch nur mit einander verbunden sein, sind es aber nichtnothwen die. 
Daher palst die Verbindung der beiden Eigenschaften nieht zur Definition. Dals 
die Figuren, von welchen die ersten Bücher handeln, auch wenn sie von mehr 
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. als drei geraden Linien eingeschlossen werden, in Ebenen liegen sollen, 
muls mehrentheils als vorausgesetzt betrachtet werden. 

Nach der 3ten Definition im 44ten Buche, soll eine gerade Linie auf einer 
Ebene p erpendiculair heilsen, wenn sie auf allen geraden Linien, die in der 
Ebene durch den Durchschnitt der Ebene mit der Linie gehen, perpendiculair 
stehet. Es ist aber die Frage, ob eine solche Linie möglich ist. Die Môglich- 
keit folet erst aus dem Beweise des vierten Lehrsatzes im 11ten Buche. 

Die 9te und 10te Definition ähnlicher und gleicher Körper, dafs sie 
solche sein sollen, welche von àhnlichen oder gleichen Ebenen begrenzt werden, 
sind, was auch z. B. Legendre in der XIIten Anmerkung seiner Geometrie be- 
merkt hat, wirkliche Lehrsätze, die sogar recht schwierig zu beweisen sind, 
und allgemein erst in der neuesten Zeit bewiesen wurden. Selbst, wenn man mit 
Legendre annimmt, dafs Euclid nur solche Polyéder im Sinne gehabt habe, de- 
ren Körper-Winkel alle dreiseitig sind, bedarf der Satz, dafs dergleichen Kör- 
per, von gleichen und ähnlichen Ebenen umschlossen, gleich und ähnlich sind, erst 
noch des Beweises. : Man kann z. B. nicht ohne Beweis sagen, dafs zwei Pyrami- 
den congruiren, wenn die vier Dreiecke, welche die eine umschliefsen, den vier 
Dreiecken, welche die andern begrenzen, gleich sind. Nimmt man an, dafs in 
den Abschriften des Euclides der Zusatz von der Gleichheit der Winkel, welche 
die umschliefsenden Ebenen ähnlicher Polyéder mit einander machen, ausge- 
lassen sei, so verhält es sich mit der Erklärung noch wie mit der ersten im 6ten 
Buche von der Aehnlichkeit der Figuren in der Ebene. Die Möglichkeit sol- 
cher Polyéder ist nicht an sich selbst klar. 

Die 13te Definition im 11ten Buch erklärt ein Prisma für, einen Korper, 
von dessen begrenzenden Ebenen zwei einander gegenüber, gleich und parallel, 
die übrigen aber Parallelogramme sind. | Es bedarf aber des Beweises, dafs 
das Letzte möglich ist. | 

Die Erklarungen der fünf regulairen Körper Nr. 25.,20..27..2B. 20. 1m 
11ten Buche setzen die Möglichkeit solcher Körper voraus, die aber nicht von 
selbst einleuchtet. 

Die Definitionen der Kugel, des Kegels und Cylinders, Nr. 14. 18. und 21. 
im {{ten Buche, sind dynamisch. Es ware aber erst nachzuweisen, dafs derglei- 
chen Erklärungen mit den übrigen, nicht dynamischen, in keinem Wider- 
spruche stehen; denn läfst man diese Art zu definiren in der Geometrie zu, so 
kann auch das berühmte 11te Axiom, worauf die Parallelen-'Theorie beruhet, 
bewiesen werden. | Soll sie aber dort nicht gelten, so darf sie es auch hier nicht. 

3417 


244 Olivier, über einige Definitionen in der Geometrie. 


Da sich das Werk des Euclides im Uebrigen durch Consequenz und 
Schärfe der Begriffe in so hohem Grade auszeichnet, so ist,zu yermuthen, dafs 
die Definitionen , welche Lehrsätze enthalten, ursprünglich vom Verfasser selbst 
nicht an die Spitze. der Abschnitte gestellt wurden, sondern. dafs sie nur durch 
die Abschriften und Uebertragungen dahin gerathen sind, und dafs Ergánzungen, 
welche fehlen ,. verloren gingen. Da die Euclidischen Definitionen sonst genau 
und strenge sind, so würde, um das Euclidische VVerk auch in diesem Betracht 
von wahrscheinlich unverschuldeten Vorwürfen zu befreien, weiter nichts nöthig 
sein, als die Definitionen am gehörigen Orte, erst hinter die Lehinsatze, deren 
sie bediirfen, einzuschalten. 


Abgesehen aber vom Euclidischen und jedem anderen Lehrbegriffe der 
Geometrie, ist es unstreitig gut, dafs man die Definitionen der Gegenstände, 
welche untersucht werden sollen, theils so einfach und bestimmt gebe, als es 
sich thun läfst, theils sie so weit vorrücke und so allgemein mache, als möglich. 
Je leichter und eher man erfáhrt, wovon die Rede ist, und je bestimmter und 
umfassender es ausgedrückt wird: um so besser ist es. Hat man nur erst klare 
Vorstellungen von dem, worauf es ankommt, so kann man in der Mathematik 
nicht leicht mehr irren; denn es sind alsdann nur noch Schlüsse übrig, welche 
in der Vernunft selbst liegen, die sich nie widerspricht. Hat die Vernunft einen 
Gegenstand erst richtig ergriffen, so fördert ihr Mechanismus das Resultat, wie 
von selbst, zu Tage. | In Voraussetzungen kann man Fehler machen, die aus der 
Unvollkommenheit des menschlichen Erkennungsvermögens entstehen: in Schlüs- 
sen nicht mehr. Das ist eben die Unfehlbarkeit der Mathematik. 


Wir wollen in diesem Sinne einige Vorschläge zu Definitionen machen, und 
dabei diejenigen von der Gleichheit, — vorzüglich aber von der Aehnlich- 
keit der Figuren, welche letztere besonders eine der schwierigeren zu sein 
scheint, zum Hauptgegenstande machen; die aue also nur in SOIT berüh- 
ren, als sie auf jene Bezug haben können. 


1) Jeder begrenzte Eum heifse Körp erraum, die Grenze eines Körper- 
raumes Fläche, die Grenze einer Fläche Linie, die Grenze einer Linie Punct 
Alles Ausgedehnte, als Körperraum, Fläche und Linie, heifse Figur. Eine ein- 
geschlossene Fläche heifse Flichen fi igur, eine umschlossene Ebene ebene 


Figur, ein umschlossener Kürperraum.Kórper, ein yon Ebenen umschlosse- 
ner Kórperraum Polyéder. 


2) Daís man sich eine und dieselbe Figuis an beliebigen Orten im Raume 
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vorstellen: kann, mufs als Grundsatz angenommen werden. Auch Euclid 
thut es, indem er z. B. Dreiecke aufeinander legt u. s. w. 

"Wenn man sich nach diesem Grundsatze eine und dieselbe Figur nach ein- 
ander an verschiedenen Orten im Raume, an allen diesen Orten aber 
gleichsam die Spuren der Figur zurückgeblieben vorstellt, so entsteht eine belie- 
bige Menge von Figuren, welche alle die Eigenschaft haben, dafs sie einen und 
denselben Ort im Raume einnehmen können. Es sind also Figuren möglich, 
deren Grenzen alle einen und denselben Ort im Raume einnehmen, 
oder die ineinander fallen oder congruiren, oder sich decken können. 
Dergleichen Figuren:sollen gleich oder congruent heifsen. Weiter unten 
werden wir auf cine zweite Definition der Gleichheit der Figuren kommen. 

3) Eine Linie von beliebiger Länge, die mit emer ihr gleichen Linie auf 
keine Weise einen Flächenraum einschliefsen kann, heifse gerade, jede andere, 
wenn sie weder selbst. gerade, noch: aus geraden zusammengesetzt ist, krumm. 
Diese: Erklärung: der geraden Linie kommt der Euclidischen, vermüge des 
zwölften Grundsatzes dieses Schriftstellers, am nächsten. 

14) Eine Fläche, die mit einer ihr gleichen Fläche. auf keine Weise einen 
Korperraum einschliefsen kann, heifse eben oder Ebene, jede andere, wenn 
sie weder selbst eben, noch aus Ebenen zusammengesetzt ist, krumm. 

5) Die: Neigung zweier sich schneidender gerader Linien in ihrem Durch- 
schnitt heifse Winkel, der Durchschnittspunct Scheitel, die von zwei sich 
schneidenden’ geraden Linien eingeschlossenen, neben einander liegenden Win- 
kel Nebenwinkel, gleiche Nebenwinkel rechte, Winkel, die kleiner als rechte 
sind, spitz, Winkel, die grófser sind, stumpf. r 

6) Nachdem aus den Eigenschaften der Ebene bewiesen ae eee dafs dar- 
in überall gerade Linien liegen kónnen, nenne man gerade Linien in einer Ebene 
die sich nirgend begegnen, Parallelen. Ebenen, die sich nirgend begegnen 
nenne man parallel. | 

7) Nachdem bewiesen worden, dafs sich zwei Ebenen nur in einer ger a- 
den Linie schneiden kónnen, neune man den Winkel, welchen zwei beliebige, 
in den Ebenen auf ihren Durchschnitt durch einen und denselben Punct dessel- 
ben gezogenen Perpendikel einschlicfsen, Ebenen- Winkel oder Winkel 
der Ebenen, . den Durchschnitt der Ebenen, Kante (aréte), die Figur, 
welche drei und mehrere, durch einen und denselben Punct gehenden Ebenen 
bilden, nenne.man drei-, vier- etc. seilige Kórper-Ecke (angle solide à trois, 
quatre etc. faces), die einschliefsenden Ebenen, Seiten, ihre Durchschnitte 
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Kanten, die Winkel, welche die Ebenen mit einander machen, S eiten- Win- 
kel (angles des faces), die Winkel zwischen den Kanten, Kanten- Winkel. 

8) Ebene Figuren, die von drei, vier und mehreren geraden Linien um- 
schlossen sind, nenne man Dreieck, Viereck, u. s. W., die umschhefsenden 
geraden Linien, Seiten der Figur, die Winkel, welche die Seiten mit einander 
machen, Winkel der Figur; gerade Linien, welche die Scheitel der Winkel: 
verbinden, ohne Seiten der Figur zu sein, Diagonalen. Einzelnen, durch be- 
stimmte Verhältnisse der Seiten und Winkel von: anderen sich unterscheidenden 
Arten von Figuren können ihre Benennungen,. wie z. B. Parallelogramm, 
Rechteck, Quadrat, regelmälsiges Vieleck u. s, w., erst dann gegeben 
werden, wenn bewiesen worden, dafs die Verhältnisse, auf welche sich die Be- 
nennungen beziehen, móglich sind. 

9) Die Ebenen, welche ein Polyéder Pini enm nenne man Seiten- 
Ebenen (faces), ihre Durchschnitte Kanten (arétes), die Körperecken des 
Polyéders Ecken (angles solides), die Winkel, welche die Kanten miteinander 
machen, Kanten- Winkel (angles des arétes), die Winkel, welche die Seiten- 
Ebenen mit einander machen, Seiten- W inkel (angles des faces), die Diago- 
nalen in den Seiten-Ebenen Seiten-Diagonalen (diagonales des faces), ge- 
rade Linien, welche, ohne in einer Seiten- Ebene zu liegen, Ecken des Polyéders 
verbinden, Ecken-Diagonalen (diagonales du polyédre), Ebenen, welche, 
ohne Seiten -Ebenen zu sein, Kanten des Polyéders mit Ecken verbinden ( nach- 
dem bewiesen worden, dafs durch eine gerade Linie und einen Punct aufser- 
halb derselben immer eine Ebene liegen kann), Diagonal-Ebenen (plans 
diagonaux). Nachdem ferner bewiesen worden, daís in jedem Polyéder die 
Zahl der Seiten, Ecken und Kanten von einander abhängt (der:bekannte Euler- 
sche Satz, dafs die Summe der Zahl der Ecken und Seiten immer um zwei grölser 
ist als die Zahl der Kanten), nenne man ein Polyéder, welches, um es allgemein 
auszudrücken, k Ecken, m Seiten und n Kanten hat, k eckiges m Seit, oder 
k ekiges n Kant, oder zm seitiges k Eck, u. s. w. (polyédres à k angles so- 
lides et m faces etc. Ich glaube, dafs sich dies im Deutschen kurz so ausdrücken 
lafst. D. H.). Einzelnen, durch bestimmte ‘Verhältnisse der Flächen, Kanten- 
Winkel, und Seiten - Ebenen- Winkel von einander sich unterscheidenden Arten 
von Polyédern, können ihre Benennungen, wie z. B. Würfel, Tetraéder, 
Prisma, regelmäfsiges Polyéder etc., wie oben, erst dann gegeben wer- 
den, wenn bewiesen worden, dafs die Verhältnisse, auf welche sich die Benen- - 
nungen beziehen, móglich sind. 
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10) Der Definition (2.) gemäfs, sind in gleichen Figuren nothwendig alle 
ähnlich liegende gerade Linien, welche z. B. Ecken verbinden, und alle Winkel, 
die von solchen Linien: oder von gleichliegenden Ebenen eingefchlossen werden, 
gleich grofs, denn-wáren irgend zwei gleichliegende Linien oder Winkel un- 
gleich, so könnten sich die Figuren nicht mehr decken. Gleiche Figuren 
haben also nothwendig überall gleiche Seiten, Diagonalen und Win- 
kel. Man kann aber umgekehrt, ohne im Voraus auszusprechen, was erst her- 
nach bewiesen wird, nicht sagen, dafs eine Figur, in welcher alle gerade Linien 
und Winkel gleich sind denen in einer anderen, dieser gleich ist. Denn wenn 
man die Eigeuschaften der Figuren untersucht, so findet man, daís die Seiten 
und Diagonalen einer Figur in der Ebene, oder die Seiten und Diagonalen der 
Ebenen, welche eine Figur im Raume einschliefsen, nebst den Winkeln zwischen 
denselben, nicht allesammt willkürlich sind, sondern dafs immer einige 
von den übrigen, die ebenfalls vielleicht noch gewissen Bedingungen unterwor- 
fen sind, abhängen. | Z. B. wenn in einem Dreieck die drei Seiten, oder zwei 
Seiten und der eingeschlossene, oder der der grófseren gegenüberliegende Win- 
kel, oder zwei Winkel und eine Seite eine bestimmte Grófse haben, so sind die 
übrigen Stücke (parties) nicht mehr willkürlich, sondern hängen von 
den übrigen ab. Auch die gegebenen Stücke sind noch gewissen Bedingun- 
gen unterworfen. Z. B. von den drei Seiten eines Dreiecks dürfen zwei zusam- 
men nicht kürzer sein, als die dritte; zwei gegebene Winkel dürfen beide nicht 
stumpf sein, u. dergl. Man mufs also die unabhängigen Stücke einer Figur 
von den abhángigen unterscheiden, und man künnte, wenn man die Gleich- 
heit von Figuren durch ihre Seiten, Diagonalen und Winkel definiren wollte, 
nur sagen: Figuren sind gleich, wenn es ihre unabhängigen Seiten oder Dia- 
gonalen und Winkel, überhaupt ihre unabhängigen Stücke sind; denn als- 
dann sind die übrigen Stücke ebenfalls, und folglich alle Stücke nothwen- 
dig gleich. Man kénnte die unabhingigen Linien einer Figur messende oder 
bestimmende Linien, die unabhängigen Winkel messende oder bestim- 
mende Winkel (lignes et angles déterminants) nennen. Da aber, was so 
ausgesprochen wird, eigentlich nur ein Inbegriff von Resultaten ist, so ist es 
keine Definition, und man kann nur sagen: Gleiche Figuren sind, die 
‚sich decken. Die obige Unterscheidung unabhängiger Stücke einer Figur von 
den abhiingigen ist aber nützlich und nothwendig, um ähnliche Figuren zu 
definiren; worauf wir Jetzt kommen. 

11) Man definire: Figuren sind ähnlich, wenn die messenden Linien 
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der einen, Gleichviefache (equimultiples) der messenden Linien: der anderen, 
und die messenden Winkel der einen den messenden VVinkeln der anderen 
gleich sind. [Diese Definition hángt von keiner Eigenschaft der ein- 
zelnen Figuren ab, und ist also erlaubt. Denn mit unabhängigen Stücken 
können beliebige Figuren gebildet werden, und folglich auch Figuren, deren 
Winkel denen einer anderen gleich, und deren Linien Gleichvielfache yon denen 
ciner gegebenen Figur sind. | 

Diese Definition ähnlicher Figuren würde an die Stelle "tà Euch dde 
treten, in sofern man die Erklärung, statt hinter die: Untersuchung der Eigen- 
schaften ähnlicher Figuren, vor dicic setzen wollte; welches offenbar besser 
wäre, weil alsdann um so eher allgemein bezeichnet würde, wovon die Rede ist. 
Die darauf folgende Untersuchung ähnlicher Figuren mülste alsdann zeigen, 
dafs auch die abhängigen Linien der einen Figur nothwendig Gleichyiel- 
fache von den abhängigen Linien der anderen, und zwar die nemlichen Viel- 
fache wie die messenden Linien, und die abhüngigen Winkel der einen Figur 
nothwendig den abhángigen Winkeln der anderen gleich. sind. 

Wollte man die Euclidische Definition beibehalten, so müfste man erst 
blos Figuren von der Art sich vorstellen, dafs ‘die messenden Linien der. einen, 
Gleichvielfache yon den ähnlich liegenden Linien der. anderen, und die. mes- 
senden Winkel der einen den ähnlich liegenden Winkeln: der anderen. gleich 
sind. Von diesen Figuren müfste man dann beweisen, dals auch die übri- 
gen Linien der einen eben solchen Gleichvielfachen:der übrigen Linien, der 
anderen, und die üb rigen Winkel der einen den übrigen Winkeln der an-: 
deren gleich sind, dafs also Figuren existiren, von. der Art, dafs alle Linien 
der einen Gleichvielfache von ähnlich liegenden Linien der anderen, und alle 
Winkel der einen, ähnlich liegenden. Winkeln der’ anderen. gleich „sind. | Erst 
dann kénnte man dergleichen Figuren ähnlich:nennen. Die Definition stände 
also, statt vor:dem Abschnitt, shit demselben, was; wie leicht. zu sehen, 
nicht so gut ist, als wenn man sie, wie vorhin, vor den Abschnitt setzt... 

12) Aber auch die erste Definition ‘ähnlicher Figuren ( 11.) hat odi ilia 
Schwierigkeit, dafs man erst vollständig nachweisen muls, welche Stücke. einer 
Figur unabhangig, und welche es nicht sind, welches besonders bei Polyédern 
pe ee schwierig, und, so viel mir bekannt, noch nirgend vollständig und allge- 
mein geschehen ist. Da diese Nachweisung erst. durch, die Untersuchung glei- 
cher Figuren gegeben werden kann, so kann. man: auf diese. Weise von ähnli- 
chen Figuren keine Definition cher geben, ehe nichtigleiche Figuren unter- 


sucht 
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sucht sind. . Man könnte zwar definiren: Figuren sind ähnlich, wenn die nem- 
lichen Linien und Winkel, von deren Gleichheit die Gleichheit der Figuren 
abhüngt, erstere in der einen Figur Gleichvielfache von denen der anderen, letz- 
tere in beiden Figuren gleich grofs sind. Allein diese Definition ware immer 
nur das Nemliche: sie wáre an die Frage gebunden, von welchen Stücken die 
Gleichheit zweier Figuren abhänge? und also erst dann völlig verständlich, wenn 
diese Frage beantwortet, das heilst, wenn die Gleichheit der Figuren vollstän- 
dig untersucht wäre. | 

Da man nun aber wünschen könnte, einen Begriff von ähnlichen Figu- 
ren schon früher, und vielleicht sogar schon mit der Definition von gleichen Fi- 
euren zugleich zu geben, so fragt es sich, ob und wie fern dieses möglich sei. 

Man fällt leicht auf den Gedanken, die Erklärung gleicher Figuren durch 
Congruenz oder durch Decken, bei ähnlichen Figuren nachzuahmen und 
z. B. zu sagen: Figuren sind ähnlich, wenn sie, in eine parallele Lage 
gebracht, und aus einem und demselben Puncte gesehen, sich 
decken. Diese Erklärung ist auch für Figuren in der Ebene völlig zulänglich. 
Man kann unstreitig die Ebenen, in welchen sich zwei Figuren befinden, parallel 
mit einander legen. Deckt alsdann in irgend einer Lage die obere Figur, aus’ 
irgend einem Puncte gesehen, die untere, so kann man sie der unteren ähnlich 
nennen; denn diese Bedingung der Aehnlichkeit ist an keine Eigenschaft 
der Figuren selbstgebunden. Aber man kommt mit der Erklärung nicht 
aus, wenn eine Figur in verschiedenen Ebenen liegt, also z. B. bei Polye- 
dern. Denn die Seiten-Ebenen der Polyéder haben gegen einander bestimmte 
Neigungen, und da man nun nur eine Ebene der einen Figur mit einer 
Ebene der anderen willkürlich parallel legen kann, so hängt es schon von den’ 
Eigenschaften der Figur ab, ob auch zugleich die übrigen Ebenen der einen 
Figur mit den gleichliegenden Ebenen der anderen parallel sind. — Wollte man 
zur Bedingung der Aehnlichkeit machen, dafs alle Ebenen ähnlicher Figuren 
in parallele Lagen müssen gebracht werden können, so hängt es wiederum von 
den Eigenschaften der Figur ab, ob äuch alsdann z. B. die Kanten und Dia- 
gonale der einen Figur Gleichvielfache von denen der anderen sind, wie es die 
Aehnlichkeit wirklich erfordert. Die Definition kann daher ohne vorhergegan- 
gene Lehrsätze nicht bestehen, und ist folglich nicht willkürlich. 

Nicht anders verhält es sich, wenn man, statt des Parallelismus der 
Ebenen einer Figur vielmehr den Parallelismus der Kanten oder Sei- 
ten und Diagonalen zur willkürlichen Bedingung der Aehnlichkeit machen, 

I. 22 


250 Olivier. über einige Definitionen in der Geometrie. 


und also z. B. sagen wollte: Aehnlich sind Figuren, deren Kanten, parallel ge- 
legt, in irgend einer Lage, aus einem und demselben Punct gesehen, sich decken. 
Es mufs alsdann erst wieder bewiesen werden, dafs die Kanten alle parallel ge- 
legt werden kónnen, so dafs es mit der wirklichen Aehnlichkeit bestehe. 

Anders dagegen verhält es sich, wenn man die Aehnlichkeit von Figuren we- 
der durch die Lage von Ebenen, noch durch die Lage von Linien, sondern 
vielmehr durch die Lage von Puncten erklart, und sagt: Figuren sind 
ähnlich, wenn alle ihre Ecken so gelegt werden kónnen, dafs die 
Ecken der einen und die ähnlich liegenden Ecken der anderen in 
geraden Linien liegen, welche durch einen und denselben Punct 
gehen, und wenn zugleich die Entfernungen der Ecken der einen 
Figur von diesem Puncte Gleichvielfache sind von den Entfer- 
nungen der Ecken der anderen von dem nemlichen Puncte. 

Diese Erklarung áhnlicher Figuren ist von jeder Eigenschaft der Figuren 
unabhängig, und kann folglich allen Lehrsätzen vorhergehen. Denn nach den 
Bedingungen für gerade Linien kann man unstreitig durch jede Ecke einer Figur 
und einen anderen bestimmten Punct beliebige gerade Linien legen, und in die- 
sen Linien kann man, von dem bestimmten Punct aus, beliebige Längen, also 
auch solche nehmen, welche Gleichvielfache der Entfernungen des Puncts von 
den Ecken der ersten Figur sind. Diese Puncte kann man zu Ecken einer neuen 
Figur machen, und also vóllig willkürlich eine neue Figur construiren, die 
man der gegebenen ähnlich nennt. In der That hat diese neue Figur alle 
Eigenschaften derjenigen, die nach Euclides wirklich der gegebenen ähnlich ist, 
nemlich: ähnlich liegende Linien der einen Figur sind Gleichvielfache der ande- 
ren, und ähnlich liegende Winkel der einen sind den Winkeln der anderen 
gleich. Dieses muls hernach, wenn die Eigenschaften der ähnlich genannten Fi- 
guren untersucht werden, bewiesen werden, und wird in der That aus den Ber 
dingungen der Definition selbst, mit Hülfe folgender drei Sätze Be die 
also nur a priori zu beweisen sind: 

1) Dafs wenn zwei Seiten eines Dreiecks Gleichvielfache von zwei Seiten eines 
anderen, und die eingeschlossenen Winkel in beiden Dreiecken gleich sind: 
dafs dann die dritte Seite des einen Dreiecks das nemliche Vielfache von 
der dritten Seite des anderen ist; 

2) Dafs, wenn die drei Seiten des einen Dreiecks Gleichvielfache yon den drei 
Seiten eines anderen sind, dafs dann die Winkel des einen Dreiecks den 


Winkeln des anderen gleich sind; 
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3) Dafs wenn die Kanten einer von Dreiecken umschlossenen Pyramide Gleich- 
vielfache von den ähnlich liegenden Kanten einer anderen Pyramide sind, 
‚ dafs alsdann auch alle Seitenwinkel der beiden Pyramiden gleich sınd. 
Mit Hülfe der drei Sätze ist der Beweis folgender: 
Man stelle sich vier beliebige Puncte im Raume vor, die wir durch A, B, 
C, D bezeichnen wollen. Durch ; je zwei kann eine gerade Linie hegen, also kón- 
nen sechs gerade Linien, 4B, AC, AD, BC, BD und CD Statt finden. 
Durch jede drei Linien kann eine Ebene liegen, also 4 Ebenen, ABC, AB D 
AGD und BCD. Die 6 geraden Linien werden die Seiten der 4 Ebenen sein, 
und die Ebenen werden eine Pyramide einschliefsen, deren Ecken die Puncte 
A,B,C, D sind. Man stelle sich ferner 4 andere Puncte a, b, c, d im Raume 
vor, und lege durch dieselben, auf ähnliche Weise, Linien und Ebenen, so dafs 
eine zweite Pyramide abcd entstehet. Nun werde vorausgesetzt, dafs die Puncte 
A und a, Bund 5, C und c, D und d so gelegt werden können, dafs sie mit 
irgend einem Puncte P im Raume in geraden Linien AaP, BOP, CcP und 
Dd P liegen, und dafs 
AP BP 0 FP ye DP 
PD ER X ARP eho dB 
ist, wie es die Definition áhnlicher Figuren verlangt. Alsdann haben offenbar 
die Dreiecke AP B und aPb, APC und aPc, APD und aPd, BPC 
und à Pc, BP D und bPd, CPD und cP d gleiche Winkel zwischen gleich- 
vielfachen Seiten. Wenn also nun (1.) bewiesen worden, dafs in solchen Drei- 
ecken die dritten Seiten die nemlichen Gleichvielfachen sind, so folgt, dafs 
AB AC AD DG B.D CD 
Neg deve SOL scaena eher cd. 
ist. Die Seiten der Ebenen ABC, ABD, ACD und BCD sind also sammt- 
lich Gleichvielfache der Seiten der Ebenen abc, abd und bcd. WVenn daher 
ferner (2.) bewiesen worden, dafs die Winkel von Dreiecken, deren Seiten 
Gleichvielfache sind, gleich sind, so folgt, dafs die Kantenwinkel der beiden Py- 
ramiden gleich sind. Und wenn drittens (3.) bewiesen worden, dafs auch die 
Seitenwinkel zweier dreiseitigen Pyramiden gleich sind, wenn die Kanten der ei- 
nen Gleichvielfache sind von den Kanten der anderen, so folet, blos aus der 
Definition, dafs alle Linien der einen Pyramide 4 BC D) Gleichvielfache sind 
von den ähnlich liegenden Linien der anderen abcd, und alle Winkel der 
ersten Pyramide gleich den ähnlich liegenden Winkeln der anderen. Nun kann 
man sich aber jedes Polyéder aus solchen dreiseitigen Pyramiden zusammenge- 
du 
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setzt vorstellen, und wenn das Polyéder Ebenen von mehr als drei Seiten hat, 
so fallen blos vier und mehrere Ecken in eine Ebene. Der obige Beweis bleibt 
derselbe. Also folgen aus der Definition die Eigenschaften ühnlicher Figuren für 
jeden beliebigen Fall. 

Da die Definition auch unverándert auf beliebige krumme Linien und 
Flächen palst, und. für diese sogar vielleicht die allgemeinste ist, weil sich 
krumme Linien und Flächen durch messende oder bestimmende Linien weniger 
gut. definiren lassen, als Figuren, die von geraden Linien und Ebenen einge- 
schlossen sind, so scheint sie ihrem Gegenstand angemessen zu sein. Uebrigens 
enthält die Definition auch diejenige von gleichen Figuren einschliefslich. Für 
den Fall gleicher Figuren liegt nemlich der Punct, in welchem sich die geraden 
Linien durch die Ecken vereinigen, unendlich entfernt, die geraden Linien durch 
ihn und die Ecken sind Parallelen, und die Entfernungen der Ecken zweier glei- 
cher Figuren von einander sind einander gleich. Dieses ist die oben (2.) er- 
wähnte zweite Definition gleicher Figuren. Die Definition palst allgemein, 
auf alle Fälle. 





25. 
Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen (18. Heft 2.). 
(Von Herrn J. Steiner.) 


8. V. Fortsetzung der Folgerungen aus der gemeinschaftlichen Potenz bei Kreisen, die in 
einerlei Ebene liegen. (8. III. S. 173. Heft 2.) 


| 20. 


Wenn eine gerade Linie zwei, der Grölse und Lage nach gegebene Kreise 
schneidet, und durch einen der beiden Achnlichkeitspuncte derselben geht: so 
sind nach (7.) die nach den Durchschnittspuncten gehenden Radien der Kreise 
paarweise parallel, und nach (10.) ist das Product aus den Abständen zweier sol- 
cher Durchschnittspuncte, deren zugehörige Radien nicht parallel sind, von dem 
genannten Aehnlichkeitspunct, eine beständige Grölse, welche wir die gemein- 
schaftliche Potenz der Kreise, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct, genannt ha- 
ben. Zum Beispiel: Zieht man aus dem äufsern Aehnlichkeitspuncte 4 der bei- 


den gegebenen Kreise m, M (Fig. 2.) die gerade Linie 4 b bBB., welche die 
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Kreise in den Puncten 6,, 6, B, B, schneidet: so sind sowohl die Radien mb, 
und MB, als auch md und MB, parallel; und andererseits sind sowohl die 
Puncte à und 2, als auch à, und B,, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A 
potenzhaltend, d. h., das Product 46 X AB= Ab, X AB, ist eine beständige 
Gröfse a^, wie auch immerhin die schneidende Linie ihre Lage ändern mag. 

Es ist klar, dafs einem bestimmten Punct 6 oder 4,, nur ein einziger Punct 
B oder B, so entspricht, dafs beide zusammen, in Bezug auf den Aehnlichkeits- 
punct 4, potenzhaltend sind, d. h., dafs beide Puncte auf einerlei Seite von A 
liegen (im gegenwärtigen Fall), und dafs das Product 446 X AB oder Ab, X AB, 
einer gegebenen Gröfse a^ gleich ist: so dafs also jeder Punct B, welcher mit 
irgend einem Punct 4, der in der Peripherie des Kreises m liegt, in Bezug auf 
den Aehnlichkeitspunct 4, potenzhaltend ist, nothwendig in der Peripherie des 
Kreises M liegt. Daher folgt der nachstehende Satz : 

„Ist in einer Ebene ein beliebiger Punct 4 und ein Kreis m, der Lage und 
Gröfse nach, gegeben, und man zieht aus dem Punct eine gerade Linie, welche 
den Kreis in den Puncten 4, 6 , schneidet, und nimmt in dieser Linie die Puncte 
B, B, so an, dafs sie mit jenen Puncten 6, à, auf einerlei Seite von À hegen, und 
dafs das Product 440 X AB = Ab, X AB, einer gegebenen Grófse a^ gleich 
ist: so ist der geometrische Ort der Puncte B, B, die Peripherie eines bestimm- 
ten Kreises M, welcher mit dem gegebenen Kreise m den gegebenen Punct 4 
zum Aehnlichkeitspunct, und, in Bezug auf diesen, die genannte Gröfse a^ zur 
gemeinschaftlichen Potenz hat." | 

Aehnliches findet in Bezug auf den innern Aehnlichkeitspunct (7) (7.) zweier 
aufser einander liegender Kreise m, M, und bei zwei in einander liegenden, so 
wie auch bei zwei einander schneidenden Kreisen Statt. 

| 2f. 

Haben die beiden Kreispaare m, M und m,, M, (Fig. 3.) denselben Punct 
A zum Aehnlichkeitspunct, und, in Bezug auf denselben, gleiche und gleichartige 
(42.) gemeinschafiliche Potenzen: so folet, dals die Puncte, in welchen z. B. 
die Kreise M, M, einander schneiden, mit den Puncten, in welchen die Kreise 
m, m, einander schneiden, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 4 potenzhal- 
tend sind. Denn schneiden die Kreise M, M, einander in den Puncten B und 
C: so folgt (20.), dafs z. B. derjenige Punct 5, welcher mit dem Puncte B, in 
Bezug auf den Achnlichkeitspunct 4, potenzhaltend ist, vermóge der Voraus- 
setzung und vermöge des Kreispaars m, M, in der Peripherie des Kreises: m, 
und vermöge des Kreispaars m,, M, in der Peripherie des Kreises m, liegt, 


= 
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folglich liegt er in beiden Kreisen m, m, zugleich, d. h. er ist einer ihrer Durch- 
schnittspuncte. Daher folgt Nachstehendes: | 

„Haben zwei Kreispaare m, M und m,, M einen und denselben Punct A 
zum Aehnlichkeitspunct, und, in Bezug auf denselben, gleiche und gleichartige 
gemeinschaftliche Potenzen: so liegen sowohl die Durchschnittspuncte der Kreise 
M, NZ, mit denjenigen der Kreise m, m,, als auch die Durchschnittspuncte der 
Kreise M, m, mit denjenigen der Kreise m, M,, paarweise mit dem Aehnlich- 
keitspunct A in geraden Linien, d. h. 46B, AcC, AdD, AcE sind gerade 
Linien.” 

Es ist klar, dafs, wenn z. B. die Puncte B, C, in welchen die Kreise M, M, 
einander schneiden, zusammenfallen, dafs dann nothwendig auch die "beiden 
Durchschnitispuncte 5, c der Kreise zn, rn, zusammenfallen ; woraus, als speziel- 
ler Fall des vorliegenden Satzes, der nachstehende folet: 

„Haben zwei Kreispaare m, M und zn, , M einen und denselben Punct A zum 
Aehnlichkeitspunct, und in Bezug auf denselben gleiche und gleichartige gemein- 
schaftliche Potenzen, und zwei von diesen Kreisen, die nicht ein Paar bilden 
(z. B. M, M,), berühren einander: so berühren auch die beiden übrigen Kreise 
(m, m,) einander, und die beiden Berührungspuncte liegen mit dem Aehnlich- 
keitspuncte 4 in gerader Linie und sind in Bezug auf denselben potenzhaltend.” 

Nimmt man an, die beiden Kreise m,, M, fallen in einen einzigen Kreis 
M, zusammen, so folgt ferner: 

„Ist die Potenz eines Kreises M, in Bezug auf den Aehnlichkeitspunct A 
zweier gegebenen Kreise zn, M, gleich und gleichartig mit der gemeinschaftli- 
chen Poienz der letztern Kreise, in Bezug auf denselben Punct: so berührt der 
Kreis /M,, wenn er einen der beiden Kreise 72, M berührt, auch zugleich. den 
andern, und es liegen die beiden Berührungspuncte mit dem Punct À in gerader 
Linie, und sind in Bezug auf denselben potenzhaltend.” 

23% 

Aus dem Vorliegenden lassen sich unter andern nachstehende merkwürdige 
Folgerungen ziehen. Et. ae 

Es seien z. B. zwei beliebige, in einander legende Kreise n, N (d.i. die 
Kreise cd DC und f/e.EF) (Fig. 4.) gegeben, AG sei ihre Linie der gleichen 
Potenzen (3.), und von den beiden beliebigen Kreisen m, M berühre jeder 
die beiden gegebenen Kreise ungleichartig: so folet (13.), dafs der äufsere 
Aehnlichkeitspunct A, der beiden Kreise m, M in der Linie GA legt, und 
ferner folgt (12.), dafs die Potenz jedes der beiden gegebenen Kreise z;, JV, in 
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Bezug auf den Aehnlichkeitspunct 4, gleich und gleichartig ist der gemeinschaft- 
lichen Potenz der Kreise m, M, in Bezug auf denselben Punct. Daher folgt 
ferner, dafs, wenn der Kreis m, die drei Kreise n, JV, m berührt, dafs alsdann 
auch derjenige Kreis M, — welcher mit dem Kreise m, den Punct 4 zum Aehn- 
lichkeitspunct, und, in Bezug auf denselben; gleiche und gleichartige gemeinschaft- 
liche Potenz hat, wie das Kreispaar zn, M, — die drei Kreise n, V, M berührt 
(21). Es ist klar, dafs ein Gleiches von einem folgenden Kreispaare m,, M, 
welches sich an das Kreispaar m,, M, anschliefst, gilt; u. s. w. Man zieht dar- 
aus folgende Sätze; 

„Beschreibt man irgend zwei beliebige Kreise mm, M, von denen jeder zwei, 
der Grüfse und Lage nach gegebene, in einander liegende Kreise n, N ungleich- 
artig berührt: so liegt ihr äufserer Aehnlichkeitspunct 4 in der Linie der glei- 
chen Potenzen (GA) der gegebenen Kreise; und beschreibt man ferner auf 
gleiche Weise die Kreispaare m,, M,; m,, M,; m,, M,;......, welche sich 
an einander anschliefsen, d. h., welche einander der Ordnung nach berühren: 
so hat jedes dieser Kreispaare denselben Punct 4 zum äufsern Aehnlichkeits- 
punct.” | 

Stellt man sich eine Reihe Kreise M, M,, M,, M,,..... vor, von denen 
jeder die beiden gegebene Kreise 2, N ungleichartig berührt, und welche einan- 
der der Reihe nach berühren, fortgesetzt, bis man wieder nach dem ersten Kreis 
M zurückkommt, und so weiter im Ring herum: so kehrt entweder die Reihe in 
sich selbst zurück oder nicht, d. h. 1) entweder gelangt man schon, wenn man 
zum ersten Mal zu dem Kreis M zurückkehrt, zu einem Kreise M,, welcher sich 
dem Kreise M anschliefst, so dafs der darauf folgende Kreis M. n mit dem Kreise 
M zusammenfällt, oder man gelangt erst, wenn man zum zweiten, dritten, vier- 
ten...... etc. Mal nach dem Anfangsgliede der Reihe zurückkehrt, zu einem 
solchen Kreise 2M, , welcher sich gerade an den Kreis M anschliefst; oder 2) man 
gelangt nie, so lange man auch die Reihe fortsetzen mag, zu einem solchen 
Kreise, welcher sich dem Kreise M anschliefst, so dafs der Raum, in welchem 
sich die Reihe befindet, für die letztere incommensurabel ist. Da nun nach dem 
vorstehenden Satze die Kreise m, m,,m,, ...., respective mit den Kreisen M, 
M,, M,, ...., den Punct A zum äulsern Aehnlichkeitspunct haben: so folgt, 
dafs, wenn man in der letztern Reihe von Kreisen nach einem oder nach mehre- 
ren Umläufen, zu einem solchen Kreise M, gelangt, welcher sich dem Krètaé M 
anschliefst (ihn berührt), dafs dann auch in der erstern Reihe, der ebensovielte 
Kreis m,, sich dem Anfangsgliede (mm) dieser Reihe anschliefst, und dafs die 
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Reihe m, m,,m,, .....- m, eben so viele Umläufe enthält, als die Reihe M, 
Mpa Age cs M,. Daraus schliefst man folgenden merkwürdigen Satz: 

„Ist der Zwischenraum zwischen zwei, der Grófse und Lage nach gegebenen, 
in einander liegenden, Kreisen n, N, für eine bestimmte Reihe Kreise M, M, 
M,, W,, von denen jeder jene beiden ungleichartig berührt, und welche 
einander der Ordnung nach berrühren, commensurabel, d. h., besteht die 
Reihe aus a-+1 Gliedern, welche u Umläufe bilden, und berührt der letzte Kreis 
M, wiederum den ersten M: so ist derselbe Zwischenraum für jede beliebige 
Reihe Kreise m, OWL SR NS m,, Wo man auch das Anfangsglied zm anneh- 
men mag, nenne lie und es besteht die letztere Reihe ebenfalls aus x + 1 
Gist: welche & Umläufe bilden, wie jene erstere Reihe." 

Es folgt aus diesem Satze zugleich: , dafs, wenn der genannte Zwischenraum 
für irgend eine bestimmte Reihe Kreise M, M, , M,, .... incommensurabel ist, 
er alsdann für Jede andere Reihe Kreise m, m,,m,,.... ebenfalls incommen- - 


@\s>;8) ove 


surabel ist.” 

Es ist noch zu bemerken, dafs, im Fall die genannte Reihe in sich zuriick- 
kehrt, d. i. commensurabel ist, und u die Zahl der Umläufe derselben bezeichnet, 
dafs dann die Zahl der Glieder der Reihe nicht kleiner sein kann als 2 u +1. 

Aus dem Obigen folgt ferner: „dafs wenn z. B. der Kreis ¢ die drei Kreise 
m, in,, JV berührt, dafs dann auch derjenige Kreis Q, — welcher mit ihm den 
Punct 4 zum àufsern Aehnlichkeitspunct, und in Bezug auf diesen, gleiche und 
gleichartige gemeinschaftliche Potenz hat, wie die Kreispaare m, Mund m, M, 
— die drei Kreise M, M, N berührt; oder dafs also umgekehrt, die beiden 
Kreise g, Q, welche man in die beiden, einander entsprechenden, Arbelen 
(krummlinigen Dreiecke) bcd, BCD beschreibt, mit den Kreispaaren m, M 
und 7,, M, ein und denselben Punct A zum Aehnlichkeitspunct, und in Bezug | 
auf diesen, gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenz haben. Eben so 
haben diejenigen beiden Kreise 0, O, welche man in die Arbelen def und BEF 
beschreibt, den nemlichen Punct A zum äufsern Aehnlichkeitspunct, und in Be-. 
zug auf diesen, gleiche und gleichartige gemeinschaftliche Potenz, wie jedes der 
genannten Kreispaare. Und beschreibt man ferner in zwei neu entstandene, ein- 
ander entsprechende Arbelen, wie z. B. in den Arbelos hk, welcher zwifchen 
den drei Kreisen mn, m,, g liegt, und in den entsprechenden Arbelos B HK, 
welcher zwischen den drei Kreisen M, M, Q liegt, zwei Kreise r, R: so haben 
auch diese den nemlichen Punct A zum äufsern Aehnlichkeitspunct, u. s. w., von 
Geschlecht zu Geschlecht, bis in’s Unendliche.” | 

Alle 
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Alle die vorstehenden Sätze finden auf ganz gleiche Weise Statt, wenn an- 
statt der beiden in einander liegenden Kreise n, N, zwei aufser einander 
liegende Kreise gegeben sind, wie leicht zu sehen. 

Ferner finden bei Kreisen, die in einer und derselben Kugelfläche liegen, so 
wie überhaupt bei ebenen Curven, die in einer und derselben Fläche zweiten 
Grades liegen, ähnliche Sätze Statt. Endlich finden auch analoge Sätze bei Kugeln 
im Raume Statt; von welchen Allem, nebst Mehrerem, an einem andern Ort. 

(422 29. 

Da die Berührungspuncte d, D, in welchen der gegebene Kreis JV die bei- 
den Kreise zn, M berührt, mit dem äufseren Aehnlichkeitspunct 4 der letzteren 
Kreise in gerader Linie liegen (8.): so folet, dafs, wenn man in dem Puncte d 
an die beiden Kreise m, /V (Fig. 5.) die Tangente da legt, welche die Linie der 
gleichen Potenzen AG der gegebenen Kreise 2, /V in dem Puncte a schneidet, 
dafs dann der Kreis m mit keinem anderen Kreise M oder w, welcher die gege- 
benen Kreise 7, JY ungleichartig berührt, den Punct a zum Aehnlichkeitspunct 
haben kann; sondern dafs vielmehr der äufsere Aehnlichkeitspunct, welchen der 
Kreis m mit irgend einem jener Kreise gemein hat, entweder über oder unter 
dem Punct a (in der Linie 4G) liegt, je nachdem sich der letztere Kreis (M 
oder 44) auf der einen oder auf der anderen Seite des Kreises m befindet. Z. B., 
der äufsere Aehnlichkeitspunct 4 der Kreise m, M liegt oberhalb, und der äufsere 
Aehnlichkeitspunct « der Kreise m, (4 liegt unterhalb des Punctes a. 

Da jede beliebige gerade Linie ApP, welche durch den äufseren Aehn- 
lichkeitspunct A der beiden Kreise m, M geht, eine äufsere Aehnlichkeitslinie 
dieser Kreise ist (7.), d. h., die aus den Mittelpuncten m, M nach jener Linie 
gezogenen Parallelen mp, MP sich wie die Radien der Kreise m, M, oder, 
wenn man diese Radien durch r, R bezeichnet, wie r zu R verhalten, so ist 
a E 

nh: CIL. 

Eben so hat man, wenn man nach der Linie axp, welche durch den äufseren 
Aehnlichkeitspunct « der Kreise zn, 4 geht, die Parallelen mp, zur zieht, und 
aM 

: 


den Radius des Kreises & durch Q bezeichnet: 


Zieht man nun die gerade Linie ax, pP: so schneidet sie offenbar von den 
Linien ur, MP die Stücke wx,, PP, ab, so dafs folglich der Quotient ae 
MP 


erófser ist, als jeder der beiden Quotienten AR und t Daraus folet, dals 


R 
a 33 





— =~ - 


258 Steiner, Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen. 


der Quotient des Kreises mm (der dem Kreise rn zugehörige Quotient) ein Grófs- 
tes (Maximum) ist. Das heilst: 

„Zieht man aus irgend einem Punct 2 der Linie der gleichen Potenzen (AG) 
zweier gegebenen, in einander liegenden Kreise n, JV, eine beliebige gerade Li- 
nie ap, und ferner aus den Mittelpuncten m, 44, M,.... beliebiger Kreise zn, 
4, M,...., von denen jeder die gegebenen Kreise ungleichartig berührt, nach 
jener Linie ap, in irgend einer Richtung, die Parallelen mp, ux,, MP,,..., 
und dividirt diese durch die Radien r,g,R,.... der respectiven Kreise m, 41, 
M,....: so ist der Quotient desjenigen Kreises m (d. h. der Quotient, welcher 
zu diesem Kreise gehört), welcher mit dem Kreise V zusammen von der Tangente 
a d in einem und demselben Puncte d berührt wird, unter allen übrigen Quotien- 
ten der grófste." 

Aus ganz gleichen Gründen ist auf der anderen Seite der Linie ap: , der 
Quotient desjenigen Kreises m,, welcher mit dem Kreise /V zusammen von der 
Tangente ad, in einem und demselben Puncte d, berührt wird, unter den Quo- 
tienten aller diesseits liegenden Kreise der grófste. " 

Nimmt man die zuerst betrachtete Seite der Linie ap als positiv, und die 
letztere als negativ an, so ist alsdann: „der Quotient des Kreises m, in Bezug 
auf die Linie ap, der grófste positive, und der Quotient des Kreises m, ist der 
grölste negative.” 

In Bezug auf eine andere Linie aber, welche die gegebenen Kreise n, N 
nicht schneidet, wie die Linie ap, ist von den Quotienten der beiden Kreise m, 
7^, , der eine unter allen übrigen der grölste, und der andern der kleinste. Nem- 
lich: in Bezug äuf irgend eine Linie ap, , welche den Winkel Aam theilt, ist 
der Quotient des Kreises m unter allen übrigen der kleinste, und der des Kreises 
m, unter allen der grófste; dagegen ist in Bezug auf irgend eine Linie ap,, 
welche den Winkel Gam, theilt, der Quotient des Kreises m unter allen übri- 
gen der grölste; und der des Kreises 7n, unter allen der kleinste. 

Vermóge des Bisherigen kann nun nachstehende Aufgabe leicht und be- 
quem gelóset werden. | 


Aufgabe. 


„Wenn zwei beliebige, in einander liegende Kreise 2, V, der Grófse und 
Lage nach, gegeben sind: unter allen Kreisen zn, mn, , u, M,...., von denen 
jeder jene beiden ungleichartig berührt, denjenigen zu finden, dessen Quotient 
in Bezug auf eine gegebene gerade Linie (ap oder ap, oder ap,) ein Maximum 
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oder ein Minimum ist, d. h. dafs, wenn man aus den Mittelpuncten m, m,, u, 
M,.... jener Kreise, nach der gegebenen geraden Linie, in irgend einer Rich- 
tung, Parallelen zieht, und diese durch die Radien der respectiven Kreise divi- 
dirt, dafs dann von diesen Quotienten dem gesuchten Kreise der grifste oder der 
kleinste zugehóre." 


Auflósung. 


1) Man beschreibe einen willkürlichen Kreis X, welcher die gegebenen 
Kreise 72, M in den Puncten à, ,, D, B, schneidet, und ziehe die Sehnen bb, 
B.B,, welche derselbe mit den letztern Kreisen gemein hat, und welche Sehnen 
einander in einem bestimmten Puncte C schneiden. 

2) Aus dem Puncte C fälle man auf die Axe n N der gegebenen Kreise das 
Loth CGa, welches die gegebene gerade Linie (ap oder ap, oder ap,) in dem 
Punct a schneidet, und welches Loth die Linie der gleichen Potenzen der bei- 
den gegebenen Kreise n, /V ist (4.). 

.. 3) Aus dem Punct a lege man die Tangenten ae, ae,, ad, ad, an die 
gegebenen Kreise n, JV, welche die letzteren in den Puncten e, e,, d, d, berüh- 
ren, und befchreibe 

4) diejenigen beiden Kreise m, m,, von denen der erstere die gegebenen 
Kreise 7, JV in den Puncten e, d, und der letztere in den Puncten e,, d, berührt 
(S. 1. Nr. 4.): so leisten diese, wie aus dem Obigen folgt, der vorgelegten 
Aufgabe Genüge. 

Beschreibt man ferner diejenigen beiden Kreise e, ¢,, von denen der erste 
die gegebenen Kreise n, /V in den Puncten e,, d, und der letztere in den Punc- 
ten e, d, berührt; so folet aus ganz ähnlichen Gründen, dafs diese Kreise der 
Aufgabe Genüge leisten, wenn unter allen Kreisen e, e, ...., welche die gege- 
benen gleichartig (anstatt ungleichartig) berühren, diejenigen verlangt wer- 
den, deren Quotienten, in Bezug auf die gegebene gerade Linie, ein Maximum 
oder Minimum sein sollen. 

Es 1st noch zu bemerken, dafs Alles, was in dem Vorliegenden (23.), in Be- 
zug auf die beiden ineinander liegenden Kreise 7, JV gesagt wurde, auch auf 
ganz ähnliche Weise, in Bezug auf zwei aufsereinander liegende Kreise Statt 
findet. Ferner finden analoge Sätze bei Kugeln im Raume Statt. Waren z. B. 
anstatt der Kreise 7, N zwei Kugeln, und anstatt der geraden Linie ap (oder ap, 
oder ap,) irgend eine Ebene gegeben, und man sollte unter allen Kugeln, welche 
die gegebenen beiden Kugeln berühren, diejenigen finden, deren Quotien- 
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ten, in Bezug auf die gegebene Ebene, ein Maximum oder Minimum sind: so 
wäre die Auflösung der vorliegenden bei Kreisen ganz ähnlich. Nemlich die Ebe- 
nen bb, und BB, der Durchschnittskreise einer willkürlichen Kugel K und der 
pegdbbnan bé n, IV, schneiden einander in einer bestimmten geraden Linie 
C, die durch diese Linie C gehende und zur Axe WnG senkrecht stehende 
Ebene CG a schneidet die gegebene Ebene pa in einer bestimmten Linie a, und 
die durch diese Linie a an die gegebenen Kugeln gelegten Berührungsebenen, 
berühren dieselben in den nemlichen Puncten e, e,, d, d,, in welchen sie von 
den gesuchten Kugeln m, m,, e, e, berührt werden. | 


S. VI. Verallgemeinerung eines von Pappus überlieferten (alten) Satzes. 


d. 
Pappus (Collectiones mathematicae, libr. IV. vom XII. bis zum XV ILL. 


Theorem) beweist folgenden, wie er ihn nennt, alten Satz *): 

„Beschreibt man eine Reihe Kreise m,, m,, m,, m,, .... m, (Fig. 6. 7.), 
von denen jeder die beiden gegebenen, einander in B berührenden, Kreise M, , 
M, berührt, und welche einander der Reihe nach berühren: so bilden die Quo- 
tienten, die entstehen, wenn man die aus den Mittelpuncten zn, , m,, m,,....m, 
auf die Axe M, M, gefällten Lothe zn, P,, m, P,, m,P,,....m,P,, durch 
die Radien r,, r,, r,, .. . . r, der respectiven Kreise m, » Hh, à Igy v e D UN 
dirt, folgende dera edic Reihe: | 

a) Wenn der Mittelpunct zn, des ersten Kreises rn, der genannten Reihe 
in der Axe M, M, der gegebenen Kreise liegt, so ist (Fig. 6.) 








m,P, m,P, m,P, m,P, m,P, 
> - | e « e wl & E 
np T. T, r, | Tr, 
mes LL A Lilas nd rés ent is RS (x — 1).2 


b) Wenn der erste Kreis m, der genannten Reihe die Axe M, M, der ge- 
gebenen Kreise berührt, so ist (Fig. La}: 








mote t mud am m. D. 
> r > p ? r > + € + 9 © r 
Ty 2 3 a x 
x EQ d bea 10 LANCER 2x — 1.” 


Oder der eigentliche Satz, aus welchem diese beiden Fälle (a, b) blofse Fol- 
gerungen sind, ist der nachstehende (Theorem XV. libr. LV .): 


*) ,,Circumfertur in quibusdam libris antiqua propositio huiusmodi." 
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c) , Wenn zwei Kreise M, , M, (Fig. 8.), die einander in B berühren, der 
Grölse und Lage nach gegeben sind, und man beschreibt irgend zwei beliebige 
Kreise m,, m,, welche einander in 6 berühren, und von denen jeder jene bei- 
den Kreise berührt, fället sodann aus den Mittelpuncten m,, m, auf die Axe 
M, M, der gegebenen Kreise die Lothe zn, P, , n, P,, und dividirt diese Lothe 
durch die Radien r,, r, der respectiven Kreise m,, m,: so ist der dem letztern 
Kreise (m,) zugehörige Quotient um 2 grófser als der erstere, d. h. es ist 


m, P, m, P 
RTE IAE re, 





I 


2 
“oder, wie sich Pappus ausdrückt: das Loth m,P, plus dem Durchmesser des 
zugehörigen Kreises m,, verhält sich zu diesem Durchmesser, wie das Loth n,P, 
m P,+2r, :mjBP,; 
2r, 2r 
Bedient man sich der Hülfsmittel und Kunstausdrücke, welche in den vor- 
hergehenden Paragraphen (I, II, IIL) enthalten sind: so kann der Satz, wie folgt, 


zum Durchmesser des zugehörigen Kreises zn, , d. i., 


bewiesen werden. 

A. Die gerade Linie 4B (Fig. 8.), welche die beiden gegebenen Kreise 
M,, M, in dem Puncte B berührt, ist zugleich die Linie der gleichen Potenzen 
derselben. (8S. I. Nr. 3.) 

B. Da jeder der beiden Kreise M,, M, die beiden Kreise m,, m, gleichar- 
ug berührt, so folet: 

a) dafs die Linie B.A (als Linie der gleichen Potenzen der Kreise M,, M.) 
durch den äufseren Aehnlichkeitspunct der Kreise m,, m, geht (13.), und 
dafs daher der Punct A, in welchem die Axe m,m, die Tangente B.A 
schneidet, der äufsere Aehnlichkeitspunct der Kreise 7n, , m, ist; 

B) dafs ferner die aus den Mittelpuncten zn,, m, nach der Linie A.B gezoge- 
nen Parallellinien sich verhalten wie die Radien r,,T, der respectiven Kreise 
7n, , m, (7.), dafs also z.B. Am, : dm, = r, :r,; und da AB, m,P,, 
m, P. zu der Axe BM, M, senkrecht, mithin unter sich parallel sind, dals 
sceneries: BP kes por. 

y) dafs endlich jeder der beiden Kreise M, M@,, in Bezug auf den äulseren 
Aehnlichkeitspunct A der Kreise m,, m,, potenzhaltend ist, so dafs das 
Quadrat der Tangente AB gleich ist der gemeinschaftlichen Potenz der 
Kreise zn, , m,, in Bezug auf ihren äulseren Aehnlichkeitspunet A ( 12.) 

C. Da ferner auch das Quadrat der Linie 46 gleich ist der gemeinschaft- 
lichen Potenz der Kreise m, , m,, in Bezug auf den Punct 4 (weil in dem Be- 


262 Steiner, Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen. 


rührungspunct 5 zwei potenzhaltende (12.) Puncte zusammen fallen): so folgt 
(y), dafs AB’ = AË°, und mithin auch AB = AB ist. 
D. Nach der Voraussetzung sind die Radien rn, C und m,D der Kreise 
m, , m, parallel (senkrecht zur Aze B M, M), daher liegen die drei Puncte Db C 
in gerader Linie (7.); und da AB= Ab und m, b = m,C (als Radien des 
Kreises m,) und auch 4B und m, C parallel sind: so liegen auch die drei Puncte 
B Cb in gerader Linie, und mithin ist B COD eine gerade Linie. 
E. Zieht man nun noch die gerade Linie Bm,E, so hat man: 
ED Em C= BPE PS Terr, (ER 
oder, wenn man bemerkt, dafs m,C = r,, 
PDP ep se 
und folglich: 
| Jt 
und da auch zn, D — r,, 
| Ho queen 
Nun ist ferner 
| EP,:m,P,— BP,: BP. 
= guo 
oder da E P, =mP + m, E — m,P, + 2r,, so ist: 
TOP i812 rx mp ss rt an 


2 2 
und folglich : 








Mn, P. —- 2 IL IM, #4 
4 n 
welches der obige Satz (c) ist. 
Stellt man sich nun eine Reihe Kreise m, , m,, m,,m,, ... .. ‚m, vor, von 


denen jeder die beiden gegebenen Kreise M,, M, berührt, und welche einander 
der Reihe nach berühren: so hat man nach dem vorliegenden Satze: 


m,P, Fan mn, P. 


























— + 2, 

g 7, 

m,P, om,P, |, MP 
r r 

3 2 , 
my Pell, ep pee one vs à 

r, 4 bz 
m. P 
E IIR LED 
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Oder, wenn man zur Abkürzung den Quotienten emus fh und die Lothe 
: T 
ls Mg PP) = dors am Dp setzt) soist: 


Es ye HU 2 Doy TAS AH 
g +2; dd o" a 2er ol HEC a m = q + 2(x—1). 


T. 4 x 
Setzt man g = 0, d. h., nimmt man an, der Mittelpunct zn, des ersten 


Kreises liege in der Axe M M, der gegebenen Kreise (Fig. 6.), so hat man: 


a MATT Y caua qu eia S NUMEN 
r, 3 7, "x 


welches der obige spezielle Satz (a) ist. 


Und setzt man g = 1, d. h., nimmt man an, der erste Kreis zn, berühre 


die Aze M, M, der gegebenen Kreise (Fig. 7.), so hat man: 
Pr — 4, E ed Ps — 5. Ps — 7, Px 
r 


— bg DQ 707 ds bg 222522 ig mu 2m nun 15 
Tr rs 3 4 "x 
welches der obige spezielle Satz (b) ist. 


Es ist klar, dafs der Hauptsatz (c) unverändert wahr bleibt, wenn auch der 
Kreis M, sich immer mehr ausdehnt, bis er zuletzt in die gerade Linie B A über- 
geht; und dafs dieser Satz ferner auch dann noch Statt findet, wenn der Kreis 
M, durch die gerade Linie BA gegangen ist, und auf der anderen Seite dersel- 
ben wieder als eigentlicher Kreis zum Vorschein kommt, so dafs nun die beiden 
Kreise M, und M, einander áufserlich berühren. Wen diese Ableitungen nicht 
befriedigen, für den bemerken wir, dafs der Beweis für die abgeleiteten Fille 
dem vorstehenden ganz ahnlich ist. Pappus beweist jeden Fall besonders. 


AD. 


Wiewohl beim ersten Anblick des vorstehenden interessanten Satzes zu ver- 
muthen, dafs derselbe einer grölseren Ausdehnung fähig sein müsse: so findet 
sich doch nicht sogleich der Weg, auf welchem dieses Ziel leicht zu erreichen. 
Das nachstehende Verfahren, durch welches man den Endzweck zum Theil er- 
reicht, ist ziemlich einfach, kann aber vielleicht, zumal da nun das Gesetz be- 
kannt ist, noch auf einem anderen kürzeren Wege bewiesen werden. Das Haupt- 
resultat, welches weiter unten bewiesen werden wird, ist: 

„Das bestimmte Gesetz zwischen den Quotienten, die entstehen, wenn man 
aus den Mittelpuncten m,,.m, der beiden Kreise m,, m, (Fig. 8.) auf irgend 
einen beliebigen Durchmesser eines der beiden gegebenen Kreise M,, M, (an- 
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statt auf die Axe BM, M, (24) ) Lothe fället, und diese durch die Radien r,, 7, 
der respectiven Kreise m, , rn, dividirt,” i 

Wir bemerken hier beiläufig, dafs nun noch die folgende allgemeinere 
Aufgabe: 

„Wenn man aus den Mittelpuncten m,, m, der beiden Kreise m,, m, aul 
irgend eine gerade Linie L, Lothe fällt, und dieselben durch die Radien r,, 7, 
der respectiven Kreise 7n, , m, dividirt: ein Gesetz zwischen den beiden Quotien- 
ten, die dadurch entstehen, zu finden (24. c) ", zu lósen übrig bleibt. 


26. 


Berühren sich die beiden gegebenen Kreise M,, M, (Fig. 9.) in By be- 
rührt ferner jeder der beiden Kreise m, M die beiden gegebenen, liegt der 
Mittelpunct M, des letztern, in der Axe M, M,, und bezeichnet man die Radien 
der vier Kreise M, M,, M, m respective durch R,,R,, R,r, so ist: 

AC= BC— BA oder 2R=2h,—2R, 
oder: | 
R=k,—f,, und andererseits ist auch 
BM= Rk, + R,. 
Ferner ist: j 
BP? BIW Ht TF iit TORI 
oder 
DP:R,--H,—r:R,O—4R, 
und folghch: - 
hi, + f 

Setzt man zur Abkürzung das, aus dem Mittelpunct rn auf die Axe M M, M 
gefällte Loth mP =p, und M,P — U, MP=u, Mm=L, Mml, 
so findet man leicht folgende Gleichungen: 

2 L=kR,+r; R,=1+r, BP=R +U=R, + u 
Nun ist vermöge des rechtwinkligen Dreiecks M, P m: 
[-—p +u, 
oder wenn man u aus (2.) und (1.) substituirt, 
P-p--(BP—Hy 


- R,+R, : 
p E goer-r) 


=p (aar i 





woraus 
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woraus 
2 
Te T + Æ. + ) 
Er v 29 —D 
| HA, — a 
oder, wenn man den Quotienten 2 = g und = Pg c setzt 
: r R, wae R, ? 
ji iis g^ + Am 
"id: 2) l= AT. 
folet. Auf gleiche Weise Andet man 
| À 2 
re g+A(r+ 19 


Anti) 
"Aus der obigen Gleichung / = p* + u? findet man ferner: 

u =f — RB Gp) (E p) 
Ze pem . r+ gr) (CX pena . r— qr) 


ey, ji 





? 


und folglich : 
Dr qi der DP 


AT 
und eben so: 
wot Gu ACME AY s. 
6) U= L— ier D. Se 
Endlich ergeben sich aus (2.) und (3.) unmittelbar folgende Werthe für 
die Radien der beiden gegebenen Kreise M,, M,: 
_g - Am (m + 1) 
7) B= iz 
_g +A(r+1)r 


8). = 
Man sieht aus (3.) und (5.), dafs die beiden Linien 7 und u immer zu dem 
Radius r commensurabel sind, sobald p zu r (d.1. y) und R, zu R, — £i, (d. i. x) 
commensurabel ist. Bevor wir den Hauptgegenstand weiter verfolgen, wollen 
wir zuerst einige Fälle, wo die genannten Grölsen respective commensurabel sind, 
betrachten. | Z. D. | 
a) Nimmt man x = 1 oder d. i. R, = 2 H, an, so hat man (3. u. 5.) 


1. 34 
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I 


2 2 1 
Gg +4 i peg ae +16 
4 Y OP 8 


ir sas KaL 


2 
5 
Uu 
r 


Bezieht man diese Ausdrücke auf eine Reihe Kreise mn, , m,,m,,....(Fig. 10.), 
welche sich aneinander anschliefsen, und wo der Mittelpunct m, des ersten der- 
selben in der Axe M, M, der gegebenen Kreise liegt, so hat g respective die 


Werthe (24, a) = 0, 2, 4, 6, 8, .. 7... 2(n — 1), und daher hat : respective 


d 
die Werthe 1, 2, 5, 10, .... (n— 1) +1; — die Were Mss. 
(n — 1) 4- v, u | 








ee die Werthe = — 1, 0,3,8,...... (n—41) — 1; und end- 
2 
lich hat z respective die Werthe = — 2, —5, 0, 2, .... ct wel- 
ches folgende Tabelle giebt. 
RE NL MUSEI UPS I TSI TIE D BV CEA IE I AEE DU MERE 
Kreise. | m,.| m,| m, | m, | m,}../.... m, 
p:r=g—| 0 2 4 6 B8 IS 2(n — 2) 
livres 11:28 D. LATE TEE (n—1)ÿ +1 
Let os DA OBI SA Bel coal Me AER? Pr ha (n—1) 
Peu 2 
uirz |—1[. 01. 3945 [ee ee (n- EXER 
fro ap ce à Lo 110), Dist £4) se a 
| Lt ior 2 





Man sieht hieraus, dafs die vier Mittelpuncte M, , M, m,, m, ein Recht- 


eck bestimmen, dessen Seiten 7M, rn, und M M, sich verhalten wie 4 : 3. 
‘ | 


I q--tL ¢+9 














. R E "en mn 
b) Nimmt man Z1, — 34,, so ist r= *.— —lund^ 4. u, na 
| 2 1? R,—k, 2 u, 0 U q-—9 
à n ; N r2 S 
Hiernach erhält man für eine Reihe Kreise m,, m. m,, ...... Fig. 11., 


welche sich der Ordnung nach berühren, und von denen der erste 77, die Axe 
M,M, der gegebenen Kreise berührt, so dafs also g respective die Wérthe 
= 1,29,8,7,.... 2n —1 hat (24. b), folgende Tabelle: | 
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c) Nimmt man an, der Kreis M, gehe, durch unendliche Vergröfserung, in 
die gerade Linie AB (Fig, 12.) (Tangente des Kreises M.) über, so ist R, = ©, 








I R 
mithin x = Ar = 0, und daher 

‘ Nr ARS | 
RANG g" 2% REA g +4 
Pe eee TE 
uen; gen > U ’—4 
po T D. Dm, 4 

2 2 

Bo 209 darts Pa pie 1 kJ. 3.» 
r 0 r À | 

Für eine Reihe Kreise 7n,, 7n,, m,, m,, ..... , welche einander der Ord- 


nung nach berühren, und von denen der erste m, die, zu der Axe BC senkrecht 
stehende, gerade Linie CD ist, erhalt man, da q. respective die Werthe = 0, 
2.4,6,.... 2(n — 1) hat (24, a), folgende Tabelle: 


Kreise. | 7m, | m,| m,| m, | ™, | m |...» m 





| R 
Wie man sieht, ist hierbei die Reihe der VVerthe von it am auffallendsten. 


kie 
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27. | 
Es sei AC (Fig. 13.) irgend ein beliebiger Durchmesser eines-der beiden 
gegebenen Kreise M, M,, welche sich in B berühren, z. B. des Kreises MZ. 
Den Winkel AM M, welchen derselbe mit der Axe M, M, bildet, wollen wir 
durch a, und E aus dem Mittelpunct M, auf den Durchibessl AC petite 
Loth M, H durch À bezeichnen. 

Von den Kreisen m, m,, von denen jeder die beiden gegebenen Kıkise be- 
rührt, sei. der letztere ganz beliebig, dagegen lege der Mittelpunct zn des erste- 
ren in dem genannten Durchmesser 4C. Aus den Mittelpuncten m, m, fälle 
man die Lothe mP =p, m, P, =p, auf die Axe M, M, und ferner aus dem 
Mittelpunct mm, das Loth m. H, = h auf den Durchmesser AC. Die Radien 
der Kreise M, M, m, m, bezeichne man, wie oben, durch Zi;, H,,r;r,, und 


setze zur Abkürzung: 


M. H h | y) © 
oder qp =O, nd gr oder Be = 
so ist 1) ina pp nen Q. 


Bezeichnet man ferner die Winkel IH M, m, T P, M, m, durch £ und y, so 
ist, wie bekannt: 
sin 8 = sin(a—y) = sina. cosy — cos &. sin y, 


B ox PME JA ees 


oder | ui m ML zy SM: . Sin & — m M. COS a, 
und folglich: 

! 2) h =P M,.sma—m P,.cosa. 

Oder wenn man für P M, und m, P,, nach (26. ), woselbst sie durch u ned 4 


und g,r, setzt, so kommt 


Mos: d 1 1 z EL quet 
bezeichnet sind, ihre Werthe i 1 . 


setis d ipea hé | 
3) h,— jx Te SIN — gr, - cos a. 
Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Kreis m,, welcher die beiden gegebenen 
Kreise M,, M, na teat N Für den Kreis m ist aber das Loth h=0, daher hat man: 
— Ar” 
= ee T sina — gr. . COS a, 
und mithin: 


2 2 
4) cosa = T sina, 





Steiner, Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen. 269 


^'^ Ward dieser Werth von cos & in die Gleichung (3.) substituirt, so kommt: 
h E Mar "rae. À epo 
5) “= (2 iy Mi TR sin a. 
| r, AT Ang 
Setzt man in dieser Gleichung (5.) x. Q statt svn « (1.) und g +27 statt 9,, won 
die Stelle vua welche der Kreis 7n, nach dem pei rn einnimmt, so erhält man: 











(g+2n) — Ar’ 
= (4 — (q+ 2n) { ie). x. Q 
2 
= Q.n° Loree Be 
n-+Q 19 2n 
Bemerkt man aber, dafs nach (26, 3.) die Linie miM. En LE IT .r und 


Á 
mP =p = gr, do sin a yop: Nau Lt yh tha Zw — Po und 
ach sin a=  . Q (1.), folglich 
=, 
JT A 
oder 
g* + 4x’ 


Q WE" Um i 
so geht die vorliegende Gleichung in folgende über: 


1 6) ano 
P ux 


das heifst : 

„Man findet den Quotienten (A, :r,) für irgend einen Kreis m,, welcher 
die beiden gegebenen Kreise M,, M, berührt, in Bezug auf den angenommenen 
Durchmesser .4C, aus der Stellenzahl n dieses Kreises m,, von dem Kreise mn 





angerechnet, und aus dem Quotienten | R = Q des Kreises M,, in Bezug auf 


i; 4 - 3 
denselben Durchmesser AC.” 
Liest der Kreis 7m. auf der anderen Seite des Kreises m, wie z. B. der Kreis 
5 1 
Ai? so ist n als negativ zu betrachten, und man hat für diesen Fall: 


7) {i SE pare 
" 


cC 


Die beiden Formeln (6 und 7.) gelten auf ganz gleiche Weise, wenn man 
anstatt des Durchmessers 24 C, irgend einen. beliebigen Durchmesser des Kreises 
M. annimmt; nur würde sich im letztern Falle der pbonnt Q auf den Kreis 


M, beziehen. 
Der obige alte Satz (24, c) ist ein spezieller Fall des vorliegenden Satzes 
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(6. und 7.); man erhält jenen, wenn man bei diesem Q — 0 setzt, d. h. wenn der 


angenommene Durchmesser 4C mit der Axe M M, zusammenfällt. 


h 
Bezeichnet man den Quotienten = durch Q,, und den Quotienten A, : r, 


eines Kreises m,, welcher die (a — 1 ye Stelle nach dem Kreise zn, einnimmt, 
durch Q., so ist (6.): 
Q, = On’ + 2n 
Q. = O(n+a— 1)? + 2(n+ax—1). 
Wird aus diesen beiden Gleichungen 7 eliminirt, so findet man 
8 Q,— Q(a—1Y 5 2(«— Y (1 d- Q.Q) + Q,. 

„Diese Gleichung zeigt, wie man aus dem gegebenen Quotienten Q, eines 
bestimmten Kreises m,, aus dem Quotienten Q des gegebenen Kreises M,, und 
aus der Zahl x — 1, welche anzeigt, die wievielte Stelle irgend ein bestimmter 
Kreis zn, nach dem Kreise zi, einnimmt: den Quotienten Q. des Kreises m_, in 
Bezug auf den nemlichen Durchmesser AC, finden kann." 

Setzt man æ = 2, so hat man: 

) Q.=Q+2V( + QQ)- Q,. 

„Diese Formel zeigt, wie man aus dem Quotienten Q des gegebenen Krei- 

ses /M, , in Bezug auf den Durchmesser 4 C, und aus dem Quotienten Q, irgend 


eines bestimmten Kreises 72,, in Bezug auf denselben Durchmesser, den Quo- 


1? 
tienten Q, desjenigen Kreises m,, in Bezug auf den nemlichen Durchmesser, 


findet, welcher sich dem Kreise m, anschliefst (d. h. ihn berührt )." 





Es sei z. B. QE = 12 und ©, =m == 24, so ist: 
m, H, 1 1 





— Q,— 12 = 2^ (1 + 12:24) + 24 


== 70 6dep—4. 
Zur Erläuterung der Bedeutung der gefundenen Formeln (6, 7, 8, 9), wollen 


F9. 


wir dieselben noch auf einige bestimmte Reihen Kreise anwenden. Z. B.: : 

a) Nimmt man an, der gegebene Kreis /M, (Fig. 14.) berühre den genann- 
ten angenommenen Durchmesser 4 M, C, so ist Q — 1, und daher erhält man 
für eine Reihe Kreise: .... 4,, 4,, (4,, m, m,,m,, m,,...., d. h., für eine 
Reihe Kreise, welche sich zu beiden Seiten dem oben genannten Kreis m an- 
schliefsen, und welche einander der Ordnung nach berühren, folgende Quotien- 
ten (wenn man die aus den Mittelpuncten: .... &,, (u,, m, m, m,, .... auf 
den Durchmesser 4 C gefällten Lothe durch die Radien .... Q,, 0, rs Tis Ter e 
der respectiven Kreise ....4,, ju,, m, m,, m,, . .. . dividirt): 
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| Krese| 4 |-----| 4, || &, | m Im, |\|m, |m, |..... m. 





E esi inc Oj}... 0. 3 |01|[—1]| 0 JA: 15 |....° [n*--H2n 








Us le A, | 5s | s | HU, | 7 Um, mmn, |n. | mm, |... m. 


....124|12| 41010 | 4 |12|241|40]....|2n^4- 2n 











— = |2n?—2n 





u. Ss. W. 

Es ist noch zu bemerken, dafs die Sátze und Formeln, welche wir bisher, 

in Bezug auf die beiden einander innerlich berührenden Kreise M, M, aufge- 

stellt haben, auf ganz ähnliche Weise bei zwei sich äulserlich berührenden Krei- 

sen Statt finden, und dafs sie ferner auch dann noch Statt finden, wenn der eine 
Kreis (M,), durch unendliche Vergrófserung, in eine gerade Linie übergeht. 


28. 

Aus dem obigen alten Satze (24, c) lassen sich unter andern auch nach- 
stehende interessante Folgerungen ziehen. | 

Liegen die Mittelpuncte dreier beliebigen Kreise /M,, M,, m (Fig: 16.), 
welche einander, paarweise genommen, in den drei Puncten B, 4, C berühren; 
in einer geraden Linie: so ist, vermóge des alten Satzes, das aus dem Mittel- 
puncte m, desjenigen Kreises 7n,, welcher jene drei Kreise berührt, auf die Axe 
M,M,m gefällte Loth m, P gleich dem doppelten Radius m, D des Kreises m,. 
Demnach ist | 

PD = Dm, . 

Es ist klar, dafs dasselbe Statt findet, wenn mam sich, anstatt der genannten 
Kreise M, .M,, m, m,, Kugeln denkt. | Ferner ist leicht zu sehen, dafs jede 
Kugel, welche die drei gegebenen Kugeln M, , M, , m berührt, wo sie sich auch 
befinden mag, gleich der Kugel m, ist; und dafs ferner der Ort des Mittelpuncts 
einer solchen Kugel, welche die drei gegebenen Kugeln M, , M,, m berührt, ein 
Kreis. ist, dessen Radius = P;n,, und dafs die Ebene dieses Kreises, welche wir 
durch E bezeichnen wollen, in dem Punct P zw der Axe MM ,m senkrecht 
steht. . Denkt man sich nun eine Reihe Kugeln. m,,m,,m,,...., welche ein- 
ander der Ordnung nach berühren, und von denen. jede die drei gegebenen Ku- 


geln M,, M, m berührt: so folgt offenbar, da PD =m, D, dals die genannte 
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Ebene (Æ) mit jenen Kugeln (m,, m,, m, . .. .) eine Durchschnittsfigur bildet, 
welche der (Fig. 17.) gleich ist. Nun ist aber leicht zu sehen, dafs man um einen 
bestimmten Kreis P (Fig. 17.) gerade sechs Kreise rn, , m,, m,,m,, m,, m,, 
von denen jeder. dem Kreise P. gleich ist (PD = Dm,), so herumlegen kann, 
dafs, jeder den Kreis P berührt, und dafs sie einander der Reihe nach be- 
rühren. Daraus folgt nachstehender Satz: | 
„Berühren irgend drei beliebige Kugeln M,, M,, m (Fig. 16.), deren Mit- 
telpuncte in einer geraden Linie liegen, einander, paarweise genommen, in den 
drei Puncten B, A, C: so können in dem Raume, welcher zwischen den drei 
Kugelflächen liegt, sechs gleiche Kugeln 7n,, m,, m,, m,, m, , m, beschrieben 
werden, welche einander der Reihe nach berühren (die Kugel m, berührt die 
Kugel n,), und von denen jede die drei gegebenen Kugeln W,, M,, m berührt." 


Mittelst eines bestimmten Satzes bei Kugeln , welcher einem Satze bei Krei- 
sen (22.) analog ist, folgt aus dem Vorliegenden leicht nachstehender sehr merk- 
würdiger Satz: 

Wenn irgend drei beliebige Kugeln einander berühren und 


man beschreibt eine Reihe Kugeln m,, m,, m,...., welche einan- 


B 
der der Ordnung nach berühren, und yon denen jede jene drei 
Kugeln berührt: so schliefst sich immer die sechste Kugel dieser 
Reihe, wo man auch immerhin die erste annnehmen mag, gerade 
an die erste an. Und ferner liegen die Mittelpuncte dieser Reihe 
Kugeln immer in einer und derselben Ebene, und zwar in. einer 
und derselben Curve zweiten Grades." RAP 
Zum Beispiel: „Wenn die drei gegebenen Kugeln M,, M,, w (Fig. 16.) 
einander, paarweise genommen, berühren: so kann in dem Raume, welcher 
zwischen diesen drei Kugelflächen liegt, eine Reihe von sechs Kugeln &,, 4,, 
[44 » AL,» (4,5 Ab, WO man auch die erste Kugel, oder das Anfangsglied dieser Reihe 
o nach be- 


5 
rühren, und dafs jede die drei gegebenen Kugeln berührt; und die Mittelpuncte 


annehmen mag, so beschrieben werden, dafs sie einander der Ordnun 


dieser sechs Kugeln liegen in einer bestimmten Ellipse." 


Unter andern hierher gehórigen speziellen Fallen erwahnen wir nur folgenden: 
» Wenn drei gleiche Kugeln einander, paarweise genommen, (äufserlich) be- 
rühren: so giebt es zwei bestimmte, 'mit einander parallele Ebenen A, B, von 
denen jede die drei gegebenen Kugeln berührt. Und beschreibt man in dem 
Raum, welcher sich zwischen den drei Kugeln befindet, eine Reihe Kugeln, von 
denen die erste die Ebene 4 und die drei gegebenen Kugeln, und dann jede fol- 


gende 
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gende die vorhergehende und die drei gegebenen Kugeln berührt: so wird die 
vierte Kugel dieser Reihe gerade die andere Ebene 2 berühren.” 

Nemlich die beiden Ebenen A, B sind als zwei unendlich grolse Kugeln zu 
betrachten, welche einander berühren (da sie parallel sind), und welche also, da 
sie ebenfalls die drei gegebenen Kugeln berühren; in der genannten Reihe Ku- 
geln, die Stelle der fünften und sechsten Kugel vertreten, 

20. 

Durch Hülfe des alten Satzes kann ferner auch der Radius desjenigen Krei- 
ses, Welcher drei gegebene, einander beriihrende Kreise UO aus den Radien 
dieser Kreise leicht gefunden werden. 

Es seien die drei Kreise M, M, M, (Fig. 18), welche einander berühren 
gegeben. Der Kreis m berühre sie äufserlich und der Kreis M einschliefsend. : 
Die Radien der fünf Kreise M,, M,, M,, M, m sollen respective durch R,, £i, 
R,, H, r bezeichnet werden. 

Fallet man aus den Mittelpuncten M, m auf die Axe M, M, die Loth 
M, H, — h, und mn, — p,, so ist nach (24, ey 


m 
Hox wi tar 
à je sw gc dad 
woraus folet: hj fi, is h, 


Da man eine ähnliche Gleichung erhält, wenn man aus den Mittelpuncten 
M, und m auf die Axe M, M, , oder aus den Mittelpuncten M, und m auf die Axe 
M, M, Lothe fällt, so hat man zusammengenommen folgende drei Gleichungen: 


mae 
9 
bt 
welche addirt, 
core wage es tthe RTD 


geben. Der erste Theil dieser Hp pa ist aber nach einem bekannten Satze 
= 1; nemlich: „Wenn man die aus einem beliebigen Punct m auf die Seiten 
eines Dreiecks M,M,M, gefällten Lothe p,, p,, p,, durch die correspondiren- 
den Höhen he» h, , h, des Dreicks dividirt: so ist die Summe der drei Quotienten 
allemal = 1.". Die véniemetde Gleichung geht demnach in folgende über: 

I. | 35 
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1 1 1 1 2 25 2 

Bemerkt man ferner, dafs die Höhe eines Dreiecks durch die Seiten desselben 
ausgedrückt werden kann, und dafs die Seiten des Dreiecks M, M, M, ihrer 
Grófse nach R + R,; R,+ R,; FH, +, sind;. so hat man z. B. 

y (28, +R,+R,).2R,.2R,.2R,) 
ie 4(R, + R,) 
v (AB, n, HR HR) 
Toi sant Sins 

Werden diese Werthe für h,, h,, h, in die obige Gleichung substituirt, so er- 
halt man nach gehóriger Noi han: Gleichung: 


1 1 R, +R, +R, 
107 -X*E Bis oc Ti N VA Siete oc Nil jd Rha 


Diese Gleichung zeigt, wie man "n Bebe: desjenigen aes mn, welcher drei 
gegebene, einander äufserlich berührende Kreise M,, M,, M,, äufserlich berührt, 
aus den Radien R,, R,, R, der letztern Kreise finden kann. | 

Für den Kreis M, welcher die drei gegebenen Kreise einschliefsend berührt, 





hat man auf ähnliche Weise, wenn man die aus dem Mittelpunct M desselben 
auf die Axen M, M. ; M, M,; M, M, gefällten Lothe MN, M IV, , MN, durch 
P,, P,, P, bezeichnet, folgende Gleichungen (24, c): 








pt hs P. d fino p. ch, 
R À SE Roi a AR ei AR: 
oder: er ni R IR 
A FR fi, 7 "n 
P, RA 2H 
h, Es. fi, h, : 
2 AH 2 
Tic MEI d 
Die Summe dieser drei en ist: 
Pa iP P 4 2 2 
Pte AR Et 38 SM EET 


Bemerkt man, dafs der erste Theil it Gleichung, nach dem oben erwahn- 
ten Satze, gleich 1 ist, und setzt statt der Grölsen h,, h,, h, (Höhen des Dreiecks 
M, M, M,) ihre oben angegebenen Werthe: so erhält man, nach gehöriger Re- 
duction, folgende Gleichung: 

1 1 RH, + Rk, + R, 
Iran ee)‘ 
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welche zeigt, wie sich der Radius .R desjenigen Kreises M, welcher die drei ge- 
gebenen, sich berührenden Kreise M, , M, , M, einschliefsend berührt, aus den 
Radien A,, R,, Ri, der letztern Kreise fiden lifst. 

Durch Veibinduhis der Gleichungen (1. und 2.) erhalt man z. B. folgende 
Gleichungen: 


Hi 4. RER 
2" a )=-41V at EE a a 


4 1 2 
P ET. Xm X pt +2 
RAS 1 1 R,+R, +R, 
y) rR TO Rima DA. R, SI RE. u. x 


Geht einer der gegebenen Kreise, z.B. der Kreis M. , in eine gerade Linie über, 
so ist ft, = ©, und daher gehen die Gleichungen (1. u. 2.) in folgende über: 


er om 1 
9 —otkg tbe 
1 1 1 1 
4) usos ars Kane 


„Diese Gleichungen zeigen, wie der Radius (r oder R) eines Kreises (m oder M), 
welcher zwei sich äufserlich berührende Kreise 7M, , M, und deren gemeinschaft- 
liche Tangente berührt, aus den Radien der beiden letztern Kreise gefunden wird." 


Nimmt man an, die drei gegebenen Kreise M, , M, , M, seien einander gleich, 
so dafs At, — Ri, — H,, so gehen die Gleichungen (1. u. 2.) in folgende über: 


ODE Se N y snb 04 
5) vaa de oder the PW: aya be 
f. ucc -2v59 TEN 
6) As R. irte irm > 
woraus folet: 
T) EN SER», 


Ist ferner À, = o und £i, = R,, so folet aus (1 j: 
1 


ph ap bh j 
* 


r R 


I 


welches mit (26, c) übereinstimmt. 
Um die Symmetrie zwischen den vier Grófsen r, R,, R,, R,, welche in der 


# oe oe { 
Gleichung ( 1.) vorkommen, leichter übersehen zu kónnen, setze man ==9; 


g4 Le: gy —4e so dafs nach (1.): 


35* 


276 Steiner, Fortsetzung der geometrischen Betrachtungen. 


G9=9,+9,F 4; +2V (9, TER TEN 
Daraus folgt: ! 
Cr 1) qi gilet IOS, | | 
oder nach gehóriger Bb htt 
8) g +9 9, - 9, — 299 +99, +99, +99, +99 +99) TI 

Setzt man ferner 7 = 0: so findet man auf ähnliche Weise aus der Glei- 
chung (2.) die folgende: 

9) OG +9, +9. 2(09,7- Q9, - Q9,—9,9,—9,9,—4.0) — 0 

30. 


Es lassen sich noch eine Menge Betrachtungen an die obigen anschliefsen. 
Zum Beispiel folgende: 

A. Sind drei beliebige Kreise M, M,, M, (Fig. 19.), die einander, paarweise 
genommen, in den Puncten B, C, A santi. und deren Mittelpuncte in einer 
geraden Linie liegen, der Grófse und Lage nach gegeben: so kann, wie aus dem 
alten Satze (24.) folgt, derjenige Kreis 4, welcher jene drei Kreise berührt, 
leicht gefunden werden, wie folgt: | 


„Man errichte aus den Mittelpuncten M, M, die beiden geraden Linien MG 
und MW, senkrecht zu der Axe M M M, nehme MG — AC — 2R und 
M H= BC=2h,, und ziehe die geraden Linien BG und AH, so schnei- 
den sich diese im Mittelpunct & des gesuchten Kreises (u (24, V.)." 

B. Jeder von den beliebigen Kreisen zn, 72, , m, berühre die beiden gege- 
benen Kreise M,, V, ; die geraden Linien MD, m P, m, P,, m, P, seien zu 
der Axe M M iM und ebenso die gerade Linie B, B, ele die gege- 
benen Kreise M, , M, in B berührt; die Radien der Kreise JM, zn, m, , m, sollen 


respective durch. Zi, r, r,, r, bezeichnet werden. 

Da die Kreise M, rn, rn, , rn, die Linie der gleichen Potenzen BB, der 
beiden gegebenen Kreise M,, M, gemeinschaftlich zur Achnlichkeitslinie haben 
(13.), d. h., die Parallelen aus den Mittelpuncten M, m, m ‚m, nach der Linie 


BB, sich wie die Radien der respectiven Kreise M, m, m,, m, verhalten, so 
hat man (wie 24, B, Ps 


-— — 7 — — — Bor 8) RS 


Zieht man aus B durch die Mittelpuncte rn, m,, m, die geraden Linien 
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BmD, Bm, D,, Bm , D, , so folet ferner, wed die geraden Linien M D,, PE,, 
BUE Pom: Karaliel sind, dafs: 
b) MD, - PE, Es PE, ele! i m, 











v.i eatin Kb n Mic 
Eben so ist: 





irre MN Pr Bu = mw 
und mithin, wenn MN = H, auch: 
Fa AA ARTE PME naves rn 


Ferner ist: 


PA ex. duod yr ia ed ji. Put a 
| ) hk 7 r. 
Nimmt. man an, dafs die Kreise m,, 7n, einander berühren, so ist m, F, = 2r, 


(24, V.), folglich in diesem Fall: 
EI mum 2n. EE eia DD. E22 f. 
Zicht man aus B durch den ad mealies 6 der beiden Kreise zn, , m, die 
gerade Linie BOF, e, d,, so ist ferner (24, V.): 
EN rp ern ue er DoD SR 
Aus dem Vorliegenden folgt, unter anderm, Nachstehendes: 


a) Wenn der Quotient *) eines unbekannten Kreises m,, in Bezug auf die 
Axe MM, gegeben ist, so findet man nach (b) eine gerade Linie B.E, D,, in 
welcher der Mittelpunct des unbakannten Kreises liegt. Ist nemlich der gegebene 
Quotient = g,, so nehme inan MD, = 9, . t und ziehe die Linie BD,, oder 
man nehme, wenn der Kreis m gegeben ist, PE — 9, .r und ziehe die Linie BE, 
so liegt in dieser Lime (BE D.) der Mittelpunct m, des gesuchten Kreises 7n,. 
B) Nimmt man in der Linie Prn irgend zwei Puncte E , /, so an, dafs .E, E, 
—2r, und zieht die geraden Linien BE, BE, : so liegen in diesen beiden Linien 
die Mittelpuncte Th, , m, Zweier bestie Kreise 7n, , m,, die sich und die bei- 
den ÉD en Reise M, M, berühren, und zwar ‘echt die gerade Linie Be,, 
wenn e, die Mitte der Liuie Æ E, ist (g.), durch den Berührungspunct à jener 
beiden Kreise mm), m,. Em Gleiches findet Statt, wenn man in der Linie MD 
zwei Puncte annimmt,. anstatt in der Linie Pm.  Hiernach ist leicht eine 





*) Zur Abkürzung: nehmen wir jetzt den Ausdruck: ,, Quotient eines Kreises, in Bezie- 
hung auf eine gerade Linie,” in dem beschrünktern Sinne, als: ,,das aus dem Mittelpunct des 
Kreises auf die gerade Linie gefillte Loth, dividirt durch den Radius des Kreises." 
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> Ad : 1 

Reihe Kreise m,, m,, m,, m,, .. zu beschreiben, welche einander der Ord- 
nung nach berühren, und von denen jeder die beiden gegebenen Kreise M, , M 
berührt. | Ee on 


C. Legt man in den Endpuncten des Durchmessers AB eines gegebenen 
Kreises M (Fig. 20.) die Tangenten AD und BC an den Kreis, zieht durch einen 
willkürlichen Peripheriepunct E die beiden geraden Linien AEC und BED, 
und legt in dem Punct Æ die Tangente FEG an den Kreis: so ist das Dreieck 
B EC bei E rechtwinklig und die Tangenten GB und GE sind einander gleich; 
folglich ist auch GE = GB — GC. Eben soist F4 — FD. Das heifst: 


„Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele Tangenten AD und 
BC, die den Kreis in 4 und B berühren, zieht z. B. aus dem Berührungspunct 
A eine beliebige gerade Linie 44 C, welche den Kreis in .E schneidet, und legt 
in diesem Durchschnittspunct eine Tangente FEG an den Kreis: so halbirt diese 
letztere Tangente die Tangente BC in G.” 


Da ferner die beiden rechtwinkligen Dreiecke ABC und DAB ähnlich 

sind, so ist: | 
ADX BC= ABX AB, 
das heifst: 

„Legt man in den Endpuncten eines Durchmessers 4B eines gegebenen 
Kreises M, zwei Tangenten an den Kreis, und zieht aus denselben Puncten A 
B durch einen beliebigen Peripheriepunct des Kreises zwei gerade van 
AEC, BED: so ist das Rechteck aus den Stücken BC, AD, welche die letz- 
tern beiden Linien von jenen Tangenten abschneiden, gleich dem Quadrat des 
Durchmessers AB des Kreises." 

Da aber, wie vorhin bemerkt, BG = GC und AF = FD ist, so ist, wenn 
man den Radius des Kreises durch À bezeichnet: 

BGXAF=1ABXAB = RP’, 
das heifst: | 
„Legt man an einen gegebenen Kreis M zwei parallele BG, AF und eine 
beliebige Tangente GEF: so schneidet die letztere von den beiden ersteren zwei 
Stücke BG, AF ab, deren Rechteck dem Quadrat des Halbmiessen des Kreises 
gleich ist *).” 





* . . . . L] 

) we voe andern Gelegenheit wollen wir zeigen, dafs die hier (C.) vom Kreise be- 
wiesénen bekannten Sätze auf analoge Weise bei jeder andern Curve zweiten Grades, also 
dafs folgende allgemeinere Sätze Statt finden: | 
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D. Es seien die beiden Kreise M,, M, (Fig. 21.), die einander in B berühren, 
gegeben. ‘Ein beliebiger Kreis zn berühre die gegebenen in den Puncten d, c und 
der Kreis M, dessen Mittelpunct in der Axe M, M, liegt, berühre dieselben in 
den Puncten D, C, und endlich berühre die gerade Linie AB dieselben in dem 


1) „Legt man zwei beliebige parallele Tangenten AD und BC an irgend eine gege- 

bene Curve zweiten Grades, welche diese Curve in den Puncten 4 und B berühren, und 
zieht z. B. aus dem Punct A die gerade Linie AE C, welche die Curve in E schneidet 
und die Tangente B C in C begrenzt, und legt in dem Punct E eine dritte Tangente GEF 
an die Curve: so halbirt diese letztere Tangente die Tangente BC in G." 
x Hieraus ergiebt sich, wie leicht zu sehen, ein sehr einfaches Verfahren, in einem gege- 
benen Punct E an irgend eine Curve zweiten Grades eine "Tangente zu legen, wenn nur 
eine der beiden Axen derselben gegeben ist. Z. B. es sei (Fig. 23.) AB eine Axe irgend 
einer Curve zweiten Grades, und E sei irgend ein gegebener Peripheriepunct, in welchem 
eine Tangente an diese Curve gelegt werden soll: so errichte man im Endpunct B die ge- 
rade Linie BC senkrecht zur Axe AB, ziehe die gerade Linie AE, welche jenen Perpen- 
dikel in € trifft, und halbire den Abschnitt BC in G: so ist die gerade Linie GE die ge- 
suchte Tangente. 

2) „Legt man an irgend eine gegebene Curve zweiten Grades zwei beliebige parallele 
BG, AF und eine dritte willkürliche Tangente GEF, so schneidet die letztere von den 
beiden ersteren zwei Stücke BG und AF ab, deren Rechteck dem Quadrat desjenigen Haib- 
messers der Curve gleich ist, welcher mit den beiden ersteren Tangenten parallel ist.” 

Aus (1.) foigt ferner: 

3) „Stellt man sich beliebig viele Curven zweiten Grades vor, von denen jede zwei 
gegebene Parallelen AD und BC in denselben Puncten A und B berührt, zieht aus A ir- 
gend eine Linie AC, welche die Curven respective in den Puncten E, E,, E,, ...... 
schneidet, und legt in diesen Puncten E, E,, E,, ...... Tangenten an die Curven: so 
schneiden alle diese Tangenten einander in der Mitte G der Tangente BC. Und umgekehrt: 
Legt man aus irgend einem Punct G der Tangente BC an jene Curven Tangenten: so lie- 
gen die Berührungspuncte E, E,, E,, ...... aller dieser Tangenten mit dem Punct 4 zu- 
sammen in einer geraden Linie." | 

Aus diesem Satze (3.) folgert man leicht den nachstehenden: 

4) „Stellt man sich anstatt der Curve M (Fig. 20.) irgend eine beliebige Fläche zwei- 
ten Grades, anstatt der Tangente BC eine Ebene, welche jene Fläche in B berührt, und 
anstatt des Puncts G, irgend eine in der Ebene BC liegende gerade Linie vor, und zieht 
alsdann irgend eine gerade Linie GEH, welche die Linie G und den Durchmesser BA 
der Fläche schneidet und zugleich: die Fläche in E berührt: so ist der Ort des Berührungs- 
punctes E eine ebene Curve (zweiten Grades), und die Ebene (EA) dieser Curve geht 
durch den Punct 4 und schneidet die Ebene BC in einer bestimmten geraden Linie C, 
welche mit der Linie G parallel ist, und welche doppelt so weit von dem Puncte B entfernt 
ist, als die Linie G.” U. s. w. 

Wir bemerken nur noch, dafs man auf dieselbe einfache Weise in irgend einem gege- 
benen Punct E, an irgend eine beliebige Fläche zweiten Grades eine Berührungsebene legen 
kann, sobald irgend zwei von den drei Axen der Fläche gegeben sind, so wie solches für 
den analogen Fall bei Curven zweiten Grades so eben gezeigt worden. 
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Punct B. Aus dem Früheren folgt, dafs die drei geraden Linien Mm, Dd, Cc 
einander in einem bestimmten Punct 4, welcher in der Linie BA (als Linie der : 
gleichen Potenzen der gegebenen Kreise /M, , M,) liegt, und welcher der äufsere 
Achnlichkeitspunct der beiden Kreise M, m ist, schneiden (8, 13,), Ferner folgt, 
dafs sowohl die Puncte D und d als auch C und ec, in Bezug auf den Aehnlich- 
nsi A, potenzhaltend sind (24.), so dafs also 
Sft] ROADS AOR AC! 

und dafs folglich die vier. Puncte D, C, c, d in der Peripherie eines bestimmten 
Kreises 4 liegen. 


Legt man an den Kreis M, in dem Punct d die Tangente 02, ‚so halbirt 
diese die Tangente 4 Bin G (C.) ; und aus gleichen Gründen geht die Tangente 
Gc, welche man im Puncte c an den Kreis M, legt, durch die Mitte G der 'Tan- 
gente Ab. Da die beiden Tangenten G d und Gc zugleich den Kreis m berüh- 
ren, so steht die gerade Linie Gm auf der Sehne de senkrecht und halbirt sie, 
und da die Kreise zn und x diese Sehne gemein haben, so liegen die. drei Puncte 
G, m, « in einer geraden Linie. 

Zieht man ferner noch die geraden Linien Bim N und M uN, so folgt, da 
BG = GA, die beiden Linien M und BA parallel sind, und die drei Linien 
BN, Gu, AM einander in einem und demselben Punct m schneiden, dafs: 

Mu 400% et | 

Bemerkt man, dafs, wenn A, r die Radien der Kreise M, m bezeichnen, 
und m P mit NM parallel, mithin senkrecht zu der Axe JM, M, ist, dafs dann 
(B, b): 


XM mp 
| SEU Quo 
so ist 
NV ='q": R; 


und folglich | | 
Mu — (3M) =5ig.R. 
Hiernach kann folgende Aufgabe leicht gelöset werden. 


Aufgabe. 


„Einen Kreis m zu beschreiben, welcher zwei gegebene, pe in B hes 
rührende Kreise M,, M,, berührt, und dessen Quotient, in Bezug auf die Axe 
M, M, (d. h. das Verhiltnifs seines Radius r zu dem aus seinem Mittelpuncte m 


auf die Axe M, M, gefällten Lothe mP) gegeben ist.” 
Aufló- 
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Es sei der gegebene Quotient Aus = g.. Man errichte aus der Mitte M der 
Linie CD die zu der Axe M,M,CD senkrechte Linie Mu, , nehme Mu=q.M D 


= q. H, und ziehe hierauf um den Punct « einen Kreis ju, welcher durch die 
Puncte D, C geht: so schneidet derselbe die gegebenen Kreise M,, M, aufser- 
dem noch in denjenigen beiden Puncten c, d, in welchen sie von dem gesuchten 
Kreis zn berührt werden, so dafs also die geraden Linien M, d und M, c einan- 
der im Mittelpunct m des gesuchten Kreises schneiden. 

Ferner ergiebt sich aus dem Obigen ein einfaches Verfahren, eine Reihe Kreise 
m,m,,m,,....Zu beschreiben, von denen jeder die beiden gegebenen Kreise 
M,,M, berührt, und welche einander der Ordnung nach berühren. Denn da 
von di Quotienten 9, g,, 93» +++, Welche dieser Reihe Kreise, in Bezug auf die 
Axe MM, respective zugehören, jeder folgende um Zwei grófser ist als der 
vorhergehende (24, c): so stehen die Mittelpuncte u, u, , u,, ..... der Kreise 
AL, 045 0,5. um den Radius MD = R von einander ab, weil z. B. 

Mu=;g.R und My, —jg,.H —i(g-2-2).R, 
mithin 
| Mu, —Mu=uu,= R. 

„Um also die genannte Reihe Kreise zu construiren, nehme man die Puncte 
Miadbisdlgben Sai so an, dafs uu, — uu, —....— R= MD, und ziehe 
um diese Puncte Kreise 1, 44, , &,, ...., von denen jeder durch die beiden Puncte 
D, C geht: so schneidet der erste dieser Kreise die gegebenen Kreise JM, , M, 
in den Puncten c, d, in welchen dieselben von dem Kreise m berührt werden; 
der zweite Kreis 4, schneidet die gegebenen in den Puncten c,, d,, in welchen 
dieselben von dem zweiten Kreise zn, der genannten Reihe Kreise berührt wer- 
den; u. s. w.” 

E. Legt man in dem Punct D die Tangente DF an den Kreis M,, so ist 
leicht zu sehen, dafs die Mittelpuncte M,, 4 der beiden Kreise M,, 4, yas pA 
einander in den Puncten D, d schneiden, mit dem Punct F, in welchem die in 
den Puncten D, d an den Kreis M, gelegten Tangenten DF, d.F einander schnei- 
den, in einer geraden Linie M, 1 liegen. Eben so liegen die drei Puncte 
M,, &,, F,, so wie auch M,, 4,, F,, u.s. w., in geraden Linien M, u, F,, 
M,u,F,,...., wenn nemlich der Kreis «, den Kreis M, in demselben Punct 
d, hdneidatt in welchem derselbe von der Tangente F d, berührt wird; u. s. w. 
Legt man ferner in den Puncten C und c, c,, c,, ...., in welchen der Kreis M, 
von den Kreisen +, &,, &,, .. fitt Ape wird, Tangenten CE, cl’, c, E,, 
c, E,,.... an den Kreis Mm, so liegen aus gleichen Gründen sowohl die fares 
Puncte JM, , E, #, als auch M,, E,, P, u. s. w. in geraden Linien. 

rL 36 
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Nun sind die Abstände der Mittelpuncte &, #,,#,,...., wenn sie sich auf 
eine Reihe an einander sich anschliefsender Kreise zn, m,, m,,.... beziehen, 
einander gleich (D.), d. h., es ist pi, = &, e, =.... — 1; demnach ist auch, 
da die Linien M#, DF und CE parallel sind: 

à) EE, mE, m EAE m edens een 


b FF=FFE=FF=........ 


und 


Und ferner ist: | 

MMM BEBE STE, 

oder wenn man die Radien der Kreise M, M, durch R,, Ji, bezeichnet, und be- 
merkt, dafs M D — A,, MM=R under, — h= MD-—R, — H,, so 
hat man: nd 

ROSES A? ee 

und folglich: | 


) FF = (R,—H) 
Aus ähnlichen Gründen ist: ’ 
d) EE, =F! (RK, — R,) 


, 
Der Sinn der Sätze (a, b, c, d), in Worten ausgesprochen, ist folgender: 
„Beschreibt man eine Reihe Kreise m, m,, m,,.... von denen jeder zwei 
gegebene, einander in B berührende Kreise M,, M, berührt, und welche einan- 
der der Ordnung nach berühren, und legt man in den Puncten d, d,, d,, . ...; 
in welchen dieselben den Kreis M, berühren, Tangenten d F, d, F y GUB, M 
an den letztern: so schneiden diese Tangenten, die in dem Endpunct D des 


Durchmessers BD an denselben Kreis M, gelegte Tangente DF so, dafs die 
Abschnitte FF, FF, F,F,,...., ale einander gleich sind, und zwar jeder 


gleich der bestimmten Grölse a (R, — R,) ist. Und eben so schneiden die in 


den Puncten €, c,, €,, .. . ., in welchen die Reihe Kreise m, m,,.... den Kreis 
M, berühren, an den letztern gelegten Tangenten c.E, c,.E, .... , die in dem 


Punct C an denselben Kreis gelegte Tangente CE in gleiche Stücke EE, E E,, 
E,E,,...., von denen jedes der bestimmten Grüfse == (i, — R,) gleich ist." 


2 


Aus dem Vorigen ergiebt sich ferner ein Verfahren, die genannte Reihe an 
einander sich anschliefsende Kreise rn, m,,m,, .... zu construiren. Denn nimmt 


man in der Tangente DF die Puncte F, F,, F,, ....soan, dafs FF, — FF, .... 

"BR if MN ET s 

ira (R,— fi,) , und zieht um dieselben respective mit den Radien FD, FD, 
"rU 

F,D,....Kreise F, F,, F,,...., welche den gegebenen Kreis M, zum zwei: 
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ten Mal in den Puncten d, d,, d,,..... schneiden: so sind diese wer 
Puncte, in welchen der Kreis M, von den gesuchten Kreisen m, m,,m, 
berührt wird. U. s. w. 

Da, wie oben ‚gezeigt worden, JM, « F' und M,r, F' gerade Linien sind, so 
folgt ferner, dafs 

DF: DF, = Me: Me,, 
oder, da (D.) Me =39.MP und Me, = ig,. MD, so ist 
DF Leg 


C 


Saar io 

F. Legt man in den Endpuncten des Durchmessers AB eines gegebenen 
Kreises M (Fig. 22.) Tangenten AD, BC an den Kreis, und ferner aus einem 
beliebigen Punct G der Tangente BC eine dritte Tangente GE,, welche den 
Kreis in .E, berührt, zieht aus demselben Punct G eine beliebige Secante GE, E, 
welche den Kreis in den Puncten E,, .E schneidet, und legt endlich in den letz- 
tern Puncten E,, E Tangenten .E, F,, EF an den Kreis: so folgt, dafs die letz- 
tern beiden Tangenten einander in der Linie BE,, in JV, schneiden (5.). Geht 
ferner durch den Punct JY die Linie OVP parallel mit AD und BC: so sind die 
Dreiecke B H.E, und OWE, einander ähnlich, und da die Seiten HB und HE, 
als Tangenten de Kreises, ander gleich. sind, so ist auch 

NE, = NO. 

Eben so folet aus der Aehülichkeit der Dreiecke BCE und PNE und aus 

der Gleichheit der Seiten BC und C E, dafs auch 

NE= NP, 
folglich, da VE und JY E,, als Tangenten des Kreises, einander gleich sind, 
ist auch 

NO = NP. 

Wenn aber VO = NP ist, so folet, da die Linien OP und .4 D parallel 
sind, wenn man die geraden Linien BED, BED, B E, D, zieht, welche die 
Tangente AD in den Puncten D, D,, D, schneiden, dafs auch: 

a) DD =D,D. 
Und da nach (C.) AF = rD, AU u ,D, und AF = F,D, ist, so 
folet ferner, dafs: 
b FF —rF.,. 
Aus diesen beiden Sátzen (a, b) ergeben sich unmittelbar folgende: 
c) 2AD = AD + AD,, 
d) 2.4 F. = A+ ble 

Diese vier Sätze (a, b, c, d) in Worten ausgesprochen, lauten wie folgt: 

„Legt man zwei parallele Tangenten BC, AD an einen gegebenen Kreis 
M, nimmt in der ersten einen beliebigen Punct G an, legt aus demselben die 

oo. 
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Tangente GE F,, welche den Kreis in .E, berührt, und zieht aus dem nemli- 
chen Punct G eine willkürliche Secante GE, E, welche den Kreis in den Punc- 
ten £,, E schneidet; zieht ferner aus dem Berührungspunet B diegeraden Linien 
BED, B E, D,, B E, D,, welche die Tangente AD in den Puncten D, D,, D, 
schneiden: so belindel A immer der Punct D, in der Mitte zwischen den bei- 
den Puncten D und D,, wie auch immerhin die Secante GE, E, von dem 
Puncte G aus, ihre Richtung ändern mag. Und legt man ferner in den Punc- 
ten E, E, die Tangenten EF, .E, F, an den Kreis: so liegt ebenfalls der Punct 
F’, stets in der Mitte zwischen den Puncten Fund F,, welche Lage die durch 
den angenommenen Punct G''gehende Secante G E, E auch haben mag. 
Daraus folet, dafs sowohl die Summe der beiden Abschnitte 4D + AD, als 
auch die Summe der beiden Abschnitte AF-+ AF, constant bleibt, so lange 
die Secante GE, E durch denselben Punct G geht, sonst aber ihre Richtung be- 
liebig ändert *)." 





*) An einem andern Orte wird sich zeigen, dafs alle diese Eigenschaften nicht blos 
dem Kreise, sondern auch den übrigen Kegelschnitten zukommen; ‚dafs nemlich folgende 
allgemeinere Sätze Statt finden: (Zur Erleichterung und um der Vorstellung zu Hülfe zu 
kommen, fasse man (Fig. 22.) in's Auge, stelle sich aber, anstatt des Kreises M, irgend 
eine Curve zweiten Grades vor, von welcher Curve 4B nicht blos Axe, sondern ein belie- 
biger Durchmesser ist.) 

„Legt man in den Endpuncten eines beliebigen Durchmessers AB irgend einer Curve 
zweiten Grades zwei Tangenten BC und 4D; ferner aus einem in der ersten Tangente 
(BC) willkürlich angenommenen Punct G eine dritte Tangente GE,F,, welche die Curve 
in E, berührt, und die Tangente 4D in F, schneidet, zieht aus dem nemlichen Punct G 
eine willkürliche Secante GE,E, welche die Curve in den Puncten E,, E schneidet; 
zieht ferner aus dem Berührungspunct B, der ersten Tangente B C, die geraden Linien BE, 
BE,, BE,, welche die zweite Tangente 4D in den Puncten D, D,, D, schneiden: so 
liegt immer der Punct D, in. der Mitte zwischen den Puncten D und D,, welche Lage 
auch die Secante G E,E, von welcher die Puncte D, und D abhängig sind, haben mag. 
Und legt man ferner in den Puncten E, E, eine vierte und fünfte Tangente E Fund E,F, 
an die Curve, welche die zweite Tangente AD in den Puncten F, F, schneiden: so ist der 
Punct F, stets in der Mitte zwischen den beiden Puncten F und F,, welche Lage die aus 
dem bestimmten Punct G gezogene Secante G.E,E auch haben mag. ^ Daher folgt ferner: 
dafs sowohl die Summe der beiden Abschnitte A D und AD,, als auch die Summe der bei- 
den Abschnitte AF und AF,, constant bleibt, so lange die Secante GE,E durch den nem- 
lichen Pnnct G geht.” 

Da nicht nur die Linie 4D, sondern auch jede andere Linie (wie z. B. OP), welche 
mit der Tangente BG parallel ist, von den drei Linien B.E, B.E,, B.E, so geschnitten wird, 
so dafs, wenn d, d,, d, die respectiven Durchschnitispuncte sind, dd, = d,d, ist: so lassen 
sich. mit Hiilfe dieser Eigenschaft und mit Bezug. auf einen Satz über die Projection einer 
ebenen Curve, die in einer Fläche zweiten Grades liegt, welcher im ersten Heft, Seite 45. 


(V.) dieses Journals mitgetheilt worden, leicht folgende interessante allgemeine Sätze über 
die Flächen zweiten Grades ableiten. 
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Es ist noch zu bemerken, dafs die obigen beiden Sätze (c, d) immer 
Statt finden, selbst wenn der eine Durchschnittspunct E der Secante GE, E 
in den andern Halbkreis, unterhalb des Durchmessers AB, fällt, nur sind 
in diesem Falle die betreffenden Abschnitte AD und AF negatiy zu nehmen, 
so dals | 


sm E 


Zum leichtern Verstindnifs stelle man sich anstatt der Curve M (Fig. 22.), irgend eine 
Flache zweiten Grades vor; anstatt der Tangenten BG, AD, zwei Ebenen, welche die 
Flache in den Endpuncten eines beliebigen Durchmessers 4B berühren, und welche Ebenen 
demnach parallel sind; anstatt der willkürlichen dritten Tangenten GE,, eine wilikürliche 
Ebene, welche die Fliche in dem Punct E, berührt, und die Ebene BG in einer bestimm- 
ten geraden Linie G schneidet; anstatt der Secante G E,E, eine Ebene, welche durch die 
Linie G geht und die Fläche in einer, Curve E E, schneidet; anstatt der Tangenten NE, 
NE, , alle möglichen Tangenten aus dem Punct N an die Flächen M, d. h. denjenigen Ke- 
gel N, welcher die Fläche in der Curve EE, berührt; und endlich anstatt der geraden Li- 
nien BE, BE,, alle möglichen Linien aus B durch die Peripherie der Curve EE,, d.h. 
einen Kegel, dessen Scheitel B ist, und welcher durch die Curve E E, geht, und die Ebene 
AD in einer bestimmten Curve DD, schneidet: so lassen sich die gedachten Sátze, wie 
folet, aussprechen. 

— y»Legt man irgend zwei parallele BG, AD und eine dritte beliebige Berührungsebene 
GE, an irgend eine gegebene Fläche M .zweiten Grades, welche die letztere respective in 
den Puncten B, À und E, berühren; ferner durch die Durchschnittslinie G, der ersten (BG) 
und dritten Berührungsebene (GE,), eine willkürliche Ebene GE,E, welche die Fläche in 
einer gewissen Curve EE, schneidet; läfst ferner aus dem Berührungspunct B (als Scheitel) 
durch die Curve EE, einen Kegel gehen, welcher die Ebene 4D in einer bestimmten Curve 
DD, schneidet; und läfst endlich durch die beiden Berührungspuncte B, E, die gerade Linie 
BE,D, gehen, welche die Ebene AD in dem Puncte D, trifft: so ist immer der Punct 
Dt der Mittelpunct der genannten Curve DD,. Noch mehr: Läfst man in der 
Vorstellung die Ebene G E, E ihre Lage. so verändern, dafs sie sich um die gerade Linie G 
bewegt: so sind die verschiedenen Curven DD,, welche dadurch in der Ebene AD. nach 
einander entstehen, alle einander ähnlich, ähnlichliegend nnd concentrisch, nemlich D, ist ihr 
gemeinschaftlicher Mittelpunct. Auch bewegt sich dabei, wie bekannt ist, der Scheitel N des 
Kegels N, welcher die Fläche M in der Curve EE, berührt, in der unveränderlichen geraden 
Linie BE,N. Ferner folgt unmittelbar, dafs also nicht allein die Ebene AD, sondern auch jede 
andere Ebene, welche mit der Ebene BG parallel ist, die genannten Kegel, aus dem Punct B 
durch die nach einander entstehenden Curven LE, in ähnlichen, ähnlichliegenden concentri- 
schen Curven. schneidet, und dafs immer die gerade Linie BE, durch den gemeinsamen Mit- 
telpunct dieser Curven geht." Ferner kann man noch folgenden besondern Satz herausheben: 

,Projicirt.man aus irgend einem Punct B in irgend einer gegebenen Fläche M zwei- 
ten Grades, eine beliebige ebene Curve EE,, welche in derselben Fläche liegt, auf eine 
Ebene (z. B. DD,), welche mit der in dem Punct B an die Fläche gelegten Berührungs- 
ebene BG parallel ist: so geht immer diejenige Linie BN, welche den genannten Punct E 
mit dem Scheitel desjenigen Kegels JV verbindet, welcher die Fläche in der genannten Curve 
EE, berührt, durch den Mittelpunct der Projection (der durch die Projection entstande- 


nen Curve).” 
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y 2AD,=AD,— AD, 
d) 2.4F, = AF, — AF. 
G. Aus dem Vorhergehenden (Æ) und ( F) kann unmittelbar noch Folgen- 
des abgeleitet werden. 

Angenommen, die beiden gegebenen, einander in B berührenden Kreise M,, 
M, (Fig. 24.), würden von irgend zwei beliebigeu Kreisen m, m, berührt, und 
die Linie BG berührte die gegebenen Kreise in B, d. h., sei ihre Linie der glei- 
chen Potenzen: so liegt, wie oben schon ôfter erwahnt, der äufsere Aehnlich- 
keitspunct G, der Kreise m, m, in der genannten Linie BG, und die Puncte .£, 
E,, in welchen der Kreis M, die Kreise m, m, berührt, liegen mit dem Aehn- 
lichkeitspunct G in gerader Linie GÆ,ÆE. Nimmt man ferner an, der Kreis m, 
berühre die gegebenen Kreise so, dafs z. B. die Tangente P,.E, G, welche er im 
Berührungspunct /, mit dem Kreis M, gemein hat, ebenfalls durch den genann- 
ten Punct G geht; ferner berühre die gerade Linie 4 F den Kreis M, im End- 
punct A des Durchmessers B.A, die geraden Linien .E F,.E£, F, berühren den- 
selben in den genannten Puncten E, E ; und endlich würden die Quotienten 
der Kreise m, 7n, , m,, in Bezug auf die Axe 7, M,, d.h. die aus den Mittel- 
puncten zn, m,, m, auf die Axe M,M, gefällten Lothe, dividirt durch die 
Radien der respectiven Kreise m, m,, m,, durch Ir ir d. bezeichnet: so ist 


nach (E, e): 


ABA» AF, Sg 
ARTE BOS Up 
und folglich 
AU Ps cu 
DE au audient 


Berücksichtigt man aber (F, d.), wonach der erste Theil dieser Gleichung 
= 2 ist, so folgt dafs 
I= RAT PR 


oder 
2g, rig *. Ja° 

Der Sinn dieser Gleichung, oder dieses Satzes, ist folgender: 

„Nimmt man in der Linie der gleichen Potenzen BG zweier gegebenen 
Kreise M, , M,, welche einander in B berühren, einen beliebigen Punct G an, 
zieht aus demselben eine willkürliche Linie Gm,m, und beschreibt diejenigen 
beiden Kreise m, m,, deren Mittelpuncte in dieser Linie liegen, und von denen 
jeder die beiden gegebenen Kreise berührt: so ist die Summe der Quotienten 
(9, 9,) der beiden Kreise m, rn, , in Bezug auf die Axe M, M, constant, so lange 
die Linie Gm, n durch denselben Punct G geht, wie sie auch übrigens ihre 
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Lage ündern mag. Und zwar ist die genannte Summe der Quotienten gleich dem 
doppelten Quotienten 2, desjenigen Kreises rn, , welcher z. B. den Kreis M, in 
demselben Punct .E, berührt, in welchem dieser nemliche Kreis von der aus dem 
angenommenen Punct G an ihn gelegten Tangente GE, berührt wird." 

Es ist noch zu erinnern, dafs, wenn der Kreis m unterhalb der Axe 
BM, M,.A fallt} alsdann sein Quotient als negativ anzusehen ist, so dafs für 
diesen Fall 

2 ET FRI 
Endlich ist noch des besondern Falles zu erwähnen, wenn die genannte Linie 
aus dem Punct G durch die Mitte M der Linie CA geht.  Nemlich in diesem 
Falle liegen in der Linie G7», M die Mittelpuncte M, m, zweier Kreise M, m,, 
welche die gegebenen Kreise berühren, und deren Quotienten, in Bezug auf die 
Axe M. M,, respective 0, 2g, sind, so dafs also der Quotient des Kreises mn, ge- 
rade doppelt so grofs ist, als der des Kreises m,. 


31. 


In dem Vorhergehenden sind unter andern auch die Mittel, folgende Auf- 
gabe zu lósen, enthalten. 


Aufgabe. 


„Wenn zwei beliebige, Kreise M, M, (Fig. 25.), die einander in B be- 
rühren, und irgend ein beliebiger Durchmesser eines dieser beiden Kreise, z. B. 
der Durchmesser DE des Kreises M, gegeben sind: so soll man einen Kreis 
m., beschreiben, welcher die beiden gegebenen Kreise M, M, berührt, und des- 
sen Quotient, in Bezug auf den gegebenen Durchmesser DE (d. h., das aus dem 
Mittelpunct 72, auf den Durchmesser DE gefällte Loth 7n, P,, dividirt durch 
den Radius des Kreises zn, ), gegeben ist." 


Auflósung. 


Der Quotient des gegebenen Kreises M,, in Bezug auf den gegebenen 
Durchmesser DE, ist als gegeben zu betrachten; er sei — Q; ferner sei der 
gegebene Quotient des gesuchten Kreises m, = g: so ist nach (27, F.): 

g = Qx° + 2%, 
wo nemlich æ anzeigt, die wievielte Stelle der Kreis m,, unter den Kreisen, die 
die gegebenen Kreise berühren, nach demjenigen Kreise m, dessen Mittelpunct 
m in dem gegebenen Durchmesser DE liegt, einnimmt, d. h., wo der Quotient 
des Kreises 7,, in Bezug auf die Axe M M,, um 2x grölser ist, als der Quo- 
tient desjenigen Kreises 7n, welcher die beiden gegebenen Kreise M,, M, be- 
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rührt, und dessen Mittelpunct in dem, gegebenen Durchmesser DE liegt. in 
Bezug auf die nemliche Axe M, M,. Man findet aus dieser Gleichung 


e=—G*v(74+G)- 


Ist nun # der Mittelpunct desjenigen Kreises ^, welcher durch die vier 
Puncte A, C, D, d geht, d. h., welcher durch die beiden Puncte 4, C geht; 
in welchen die Axe M M, die : ee M, , M, schneidet, und durch die beiden 
Puncte D, d, in welchen et genannte Kiois m die gegebenen Kreise M,, M, 
berührt; und ist ferner #, der Mittelpunct desjenigen Kreises &,, welcher dürch 
die nemlichen beiden Puncte A, C, und durch diejenigen beiden Puncte D,, d, 
geht, in welchen der gesuchte Kreis rn, die beiden gegebenen Kreise M,, M, 
berührt: so ist nach (30, D): 


vt LM. = ib qe vd 1 
ee = Me, Me=2.MA=( otv +q))* MA 
,Man beschreibe daher zuerst einen Kreis ^, welcher durch die drei gege- 


benen Puncte A, C und D geht, nehme hierauf in der zu der Axe M,M, senk- 
rechten Linie Mev, den Punct #, so an, dafs 


1 dor | 
ee, = (st (+ o?) x MA, 
und ziehe um diesen Punct einen Kreis #,, welcher durch die Puncte A, C 
geht: so schneidet dieser Kreis ®, die beiden gegebenen Kreise M,, M, aufser- 


dem noch in den beiden Puncten dy; D, , in welchen dieselben von dem gesuch- 
ten Kreise zn, berührt werden." | 

Zum Schlusse ist zu bemerken, dafs alle obigen Betrachtungen und Sätze 
(30, 31.), auf gleiche Weise Statt finden, wenn man anstatt der denselben zu 
Grunde liegenden, einander innerlich berührenden Kreise M,, M,, zwei, einan- 
der äufserlich berührende Kreise annimmt. 


Berlin, im Marz 1826. 





26. 


Allgemeine Theorie der Epicykeln. 
(Von Herrn L. Rabe.) 


a VV enn in der Peripherie eines Kreises sich der Mittelpunct eines zweiten 
Kreises bewegt, so nennt man diesen zweiten Kreis Epicykel. Bewegt sich nun 
noch in der Peripherie dieses Epicykel, mit Beibehaltung der vorigen Bewegung, 
der Mittelpunct eines dritten Kreises, so ist der letzte Kreis ein Epicykel des 
Epicykel, und man nennt ihn zweiten Epicykel, wenn man den ersteren, ersten 
Epicykel genannt ‘hat. Bewegt sich, die bereits statt habende Bewegung mitge- 
rechnet, noch der, Mittelpunct eines vierten Kreises auf der Peripherie des zwei- 
ten Epicykel, so ist der letzte Kreis ein dritter Epicykel; und wenn man die 
Aufeinandersetzung der Kreise, nach Art der früheren, beliebig annimmt, wo 
nemlich der Mittelpunct eines nachstfolgenden Kreises in der Peripherie seines 
nächstvorangehenden sich bewegt, so wird im Allgemeinen der (7 + 1)" Kreis 
der n° Epicykel genannt. 

Nimmt man nun noch an, dafs in der Peripherie des 7" Epicykel ein Punct 
sich bewegt, so ist der Zweck gegenwärtiger Untersuchung, die Art der Bewe- 
gung dieses Punktes zu bestimmen, oder die Art der Curve auszumitteln, welche 
der Punct, durch auf so mannigfaltige Art zusammengesetzte Bewegung, be- 
schreiben wird. i; 

2. Um uns in der Folge einfacher ausdrücken zu kónnen, wollen wir fol- 
gende Bezeichnungen einführen. Es sollen durch 

j enr CL 2) (3), LEI RE 
der Ordnung nach, der erste ruhende Kreis, der erste, zweite, dritte, vierte, ..... 
Epicykel vorgestellt werden. 
r ESSA RET 


0? 4? 


u. S. W. 
seyen analog ihre Radien. 


I. ‘OT 
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Im Mittelpuncte des (0) schneiden sich drei auf einander folgende Coordi- 
natenachsen x; y; z; und es seyen die Ebenen der a y, der xz, der yz, die 
Ebenen, welche durch die Achsen der + und y, durch die Achsen der x und z 
und durch die Achsen der y und z gehen. 


Lj WEG TESCO SO Se WA 
sollen die Neigungen der Ebenen, in welchen die (0), (1), (2), (3), ER 


fallen, mit der Ebene der xy vorstellen. 


lh .cde. dv d ck usw. 
sind die Winkel der Knotenlinien analoger Ebenen in der Ebene der ay mit der 
Achse der a. 


a a, 9 œ a, * a LE: S. W. 


o? 2? 4? 


seyen die Winkel der Knotenlinien analoger Ebenen in der Ebene der ay, für 


eine bestimmte Epoche ¢ mit den Radien 7,, r,, 7 


4 27 ry P +. ee 


or Nor «ge Ey Juasifui Ts Ver Dati Vis Du ty eae 
stellen die Coordinaten der Durchschnittspuncte der Peripherien der (0), (1), 


(2), (3), -.... mt den Radien rs, Ten , ebenfalls für die Epoche £, vor. 
3. Macht man noch die Voraussetzung, dafs die Winkel, die r,, r,, r,, 
TOME LM S mit den Coordinatenachsen »; y; z; bilden, durch 


(rod), Cray) Xr ww) (rar) Om usa 
(rT: 7), (ry); (ry ) (r9), (ry); u. S. W. 
(r,2); (7/2), (7,2), (r,z), (rz), u. S. W. 


bezeichnet werden, so hat man: 


m 


y,T—r,cos (r,y )- 


r, cos (r.a ), 


z, — r, cos (r,z). 
Eben so 
V. — ©, =r, cos (r,x), 
a ay M rw rs pos (ry); 
2, — 2, =r, cos (T, z)E 
ferner 
qc m T. gos (rx), 
y, aT, cosi) 
z, — 2, =r, cos (r,z); 
u. S. W. 


so bekommt man sofort folgende Gleichungen: 
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x, =r, [cos a, cos k, + sin a, sin £, cos n, ], 
y, =7, [cos a, sin k, — sin a, cos k, cos n, ], 
z, = Tan sinwz,, 
m, — xm, — r, [cos a, cos k, + sin a, sin k, cos n,], 
y, — y, =7, [cos a, sink, — sin a, cos k, cos n,], 
Z, — Zz, =r, sina, sin m,, 
x, — x, -— r, [cos a, cos k, + sin a, sin k, cos n,], 
y, —y, rr, [cos a, sin À, + sin a, cos k, cos n, ], 
2, 2, =r, sin a, sin 7n,, 

u. S. W. 


Man erhält demnach für die Coordinaten des Durchschnittspunctes des 7, 
mit der Peripherie des (rn), oder für die Coordinaten des in der Peripherie des 
n'* Epicykel sich bewegenden Punctes, folgende Ausdrücke: 

m, = 7, [cos a, cos k, + sin a, sin k, cos n,] 
+ r, [cos a, cos k, + sina, sin k, cos n,] 
+ r, [cos a, cos k, + sin a, sink, cos n,] 
4 . . . . @ +. « + +. °° * ° . . e v" ] = e eee * . * ee . € 
+ r, [cos a, cos k + sin a, sin k, cos n, ], 
ya = T, [cos a, sin k, — sin a, cos k, cos n,] 
+r, [cos a, sink, — sin o, cos k. cos n,] 
4 r, [cos a, sink, — sin a, cos k, cos n ] 
A- * eevee * LI e L +. 9 e . ee 9 e e e . . . p» . e e . * * . e . 
+ r, [cos a, sink, — sin a, cos k cos n, ], 
z, UPS Ana ^sm n 
+7, sin &, sin z, 
+r, sm a, smn, 
oh e 0 * * » * * à * eo 
+r, sin @ Sm 7. 


Setztman, um diesen Ausdrücken einfachere Formen zu geben: 


cotang k 4 cos k, 
tang — — 02 und sna,=- 
ang 4, Ont sine" 








T cos no 
ET ees e 
| tang k : sin k 
tang B, =— "8 9 und sin à, =——, 
X des cos 72, sin D, 
tang C, — 0 und sin €, = sin n,, 


mit den ganz analogen Bedeutungen der arófsen 


SE 
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Ae Bs CR’ ARD ET AND, Ses a saws, 
à V bv, cH" as DES m owe gs 
wenn man nemlich k, und n,, der Ordnung nach, in 
k, und n,; k undn,; k,undn,; usw. 
übergehen läfst, so wird man ohne Mühe erhalten: 
c, —r, sin a, sin (4, 4-0.) H- r, sin a, sin (A, 4- a. )+r,sina,sin(A,-+a,) H- u. s. w., 
Ya 7r, sino, sin (B, 4-a,) H- r, sind, sin (B, +a )-+r, sin b, sin (B,+a,)+u.s.w., 
Z, =r,sinc,sin(C, +a,)+r, sinc, sin(C, 4- à.) H-r, sinc, sin(C, 4- a.) -- u.s. w. 
4. Seyen nun der Ordnung nach 
Gi: GG ‘G,, G, usw. 

die Geschwindigkeiten der Mittelpuncte von . 

(195; (2. (3), (Ca), 90. sw. 
in den Peripherien von | 

(0): (4), (2), (3),- u.s. We, 
und G, sey die Geschwindigkeit des in der Peripherie des n^" Epicykel sich be- 
wegenden Punctes, so ist, wenn man unter dé ein Element der Zeit versteht, und 
die Aenderung der Winkel a,, a,, a,, a,, ....., während dieses Zeitelementes 


dt, durch: 


€ . 


4 9 U. S. W.; 


a 


da, u.s. W. 


da. , da. , da,, da,, ; 


bezeichnet werden, wie bekannt, 








r da N PO r,da 
en ee Ge wu 


daher: 
GEST TOR ar r da, 


1 —— 








€ — nn 0 — Qu. S. W. 
> Y , ; 

G r,da, 6, r, da, 

Wird noch, der Kürze wegen, gesetzt: 

r G r G 


rre i Cu o 7) te es AM ls — 2. —5 u. S. W. 
8, Y 6G Og ES 85 r, G, \ ? 


r 
so hat man aus diesen und den vorhergehenden Gleichungen he v 


> 


0 2 0 


da,=g,da,, da,=g,da,, da,=g,da,, u.s.w., 
und diese Gleichungen so integrirt, dafs, für a, = 0, die Grófsen A,» A, €, 
rios, . die constanten Werthe 
b,; Py Bas Bo B,» Ibis M 
annehmen, so hat man folgende Gleichungen: 
AT Bir On EP a, = §,% + Po a,=6,% + Pu DRS: 
Man hat also statt der letzten drei Gleichungen in 3., wenn man dort die hier für 


LA 


7 


¥ CI ace à 
Sur 
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&,, &,, &,, -..+.. gefundenen Werthe hineinsubstituirt, folgende, blofs von 
a, abhängigen Coordinaten des beweglichen Punctes in der Peripherie des 
n'*" Epicykel: 
æ, = FT, sin a, sin (4, + o) 
+r, sin a, sin (4, + B, + g,o,) 
+r,sin a, sin (A, + D, + g,4,) 


+ r, sin à, sin (4, + D, +g a), 
ya = r, sin à, sin (B, + a,) 
+r, sind sin (B, + B, + 8,4,) 
+r, sin 6, sin (B, + B, + g,%, (1.) 


+r sind sin (B, + P,+g,%)> 
z,= 7, sine, sin (C, + a) 

+r sin c, sin (C, + D, +8,%) 

+r, sine, sin (C, + B, + 8,%) 


+r sin c, sin (C, + B, + g,%)- 


5. Diese Gleichungen (I.) enthalten die Auflösung unserer Aufgabe. Man 
Kann fürs erste mittelst derselben, bei Festsetzung aller in ihnen vorkommenden 
constanten Grölsen, für Jedes beliebige «,, oder für alle Werthe von a,, zwischen 
den Grenzen a, = 0 und a, = 360°, die Lage des, in dem letzten Epicykel sich 
bewegenden Punctes, gegen die drei festgesetzten Coordinatenebenen bestimmen, 
und zweitens kann man durch Elimination von a,, aus je zweien der Gleichun- 
gen (L), die Gleichungen der Projectionen der, vom besagten Puncte beschrie- 
benen Curve, auf die Ebenen der xy, der zz, und der yz erhalten. 





55 


Im Folgenden wollen wir für einige besondere Fälle aus den allgemeinen 
Gleichungen (I.) die Curven aufsuchen, 


Erster besonderer Fall. 
£; Essey 8, = 8, = 8, = 6, = 6, >>... = g, = 1, 
o gehen obige Gleichungen (I.) in folgende über: 
c ——rina,sin(A4, 4-0.) 4-r, sina, sin(A, +ß,+a,)+tr,sina,sin(A,+ß,+@,)+ u.s. w. 
Yur,sind, sin(B, +a,)+7, sind, sin (B, +ß,+a,)+r,sind,sin (B, 4- B, 4 o.) 4- u.s. w. 
Z, 7r,sin c, sin(C, +a,)+r, sine, sin(C,+8,+o,)+r, sinc, sin(C,4- 2, 4 a) u.s. w. 
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Wenn nun p(a,) irgend eine Function von o, vorstellt, so ist, wie bekannt, 
re er eae ema v. 
WVendet man dieses Theorem auf die drei letzten Gleichungen an, und setzt 

überdies noch abkürzend: 
A —r, sin a, sin.Á, -- r, sina, sn(A + B.) 4^ r, sina, sin (A, +2, ) 4- u.s. w., 
'A-—r,sin b cordi: +r, sina, cos(.4, + 8,) +7, sina, cos (A,+ß,) + u.s. w., 
= r, sin à, sin D, +7, sind, sin(B, + B,) +7, sin à, sin (B,+P,) + u.s. w., 
Ba sin b, cos DB, + r, sind, cos(B, + B) 4- r, sin 6, cos (B, -- B,) + U.S. W., 
C =r, sin c, sin C, +r, sin c, sin (C, -- 2.) Fr, sin c, sin(C,+ß,) +u.s. w., 
^C =r, sin e, cosC, +7, sine, cos(C, + 9.) +r, sin c EU +8,) + u. s. W., 
so hat man 
m = A cos a, + À sin a, 
y, = B cos o, + ‘B sin a, (a). 
z, = C cos a, + ^C sin a,. 
Eliminirt man aus ihnen die Grófse a,, so erhält man im Allgemeinen zwei 
besondere Gleichungen, zwischen je zwei der veranderlichen Coordinaten eines 
Punctes der Curve, und diese zwei Gleichungen drücken die Relationen der 
Coordinaten eines*jeden Punctes dieser Curve aus. 
Sind nun x; y; z; die Coordinaten eines beliebigen Punctes dieser Curv e 
so sind, wenn man folgende Abkürzungen einführt: | 


À + A = D, 
BA+'B'A _ CA CIA), 
pO DR. — E uud COT E Wis = E, 
‘AB + ‘BA ‘AC +'CA 
eee s = F und EN DS dont ‘F, 


die Gleichungen fiir die Projectionen der Curve auf a Ebenen der xy und der az, 
yo Ect F v Disa 
Er PY DPE 
Transformirt man das Coordinatensystem so, dafs man die Ebene der ay um den 
Winkel o, gegen ihre ursprüngliche Lage, durch die Achse der a dreht, so ist, 


wenn die Coordinaten eines bestimmten Punctes gegen das alte Coordinatensy stem - 


uA 


a; y; £; waren, und gegen das neue a^; y^; z^; sind, 


Tq DS 
y = y' cos p + z' sin q, 
z 


= z' cos p + y' sin p. 
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Führt man diese neuen Coordinaten 2^, y^, z' in die letzten zwei Gleichungen 
der Curve ein, und sind ebenfalls die Coordinaten von was immer für einen 
Punct dieser Curve, in Bezug auf diese neuen Coordinatenachsen, 2’, y’, z, so 
sind die Gleichungen der Projectionen auf die Ebenen der a^y^ und az’ 

y! = a (E cos o — ^E sin p) -E(F cos o — ^F sin p) Y D! — x”, 

z' = a (E sin q + ^E cos y) Æ (F sin q + ‘F cos q) V D! — a^. 
Der Winkel p, sieht man, ist eine ganz willkürliche Gröfse. Bestimmt man ihn 
so, dafs man annimmt: 

F sin 9 + ^F cos p = 0, 

wodurch 9 immer einen móglichen Werth hat, so geben die letzten zwei Glei- 
chungen wenn man abkürzend setzt: 


^y , HEY, 


folgende Gleichungen unserer Curve: 
y! — Is’ 2G Y D' — «^, 
z'= Jar. 
Diese zwei Gleichungen zeigen, dafs die so erhaltene Curve eine ebne Curve ist, 
und wir wollen daher noch ihre Gleichung in der Ebene suchen, in welche sie fällt. 
Transformirt man zu diesem Zwecke das Coordinatensystem so, dafs wir in 
der Ebne der x’ z‘* die Achse der x’ um den Winkel a) gegen ihre ursprüngliche 
Lage verschieben, und heifst man die Coordinaten eines Punctes für dieses Sy- 
stem x^, y“, z^. so hat man | 
a = a" cos ^p + 2” sin ab 
y — iis 
ZE pegs ere ae sin al 
Führt man hese neuen Coordinaten in die letzten zwei Gleichungen der Curve 
ein, so erhalt man folgende Gleichungen fir die Projectionen der Curve auf die 
Ebenen der z^ n und az": 
_ (1 — "I tang spy [Ty" = G CYP (P3833 
7 [eosab (1- (1 —^I tanga) + sinap (4 + tangi) ] L£--6*] Y 
a^ (^I + tang ^p) 
1 — ‘I tang ‘tang ay 
Soll nun die Curve ganz in die neue Coordinatenachse z^" fallen, so muls 
“ = 0 seyn. 
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Man hat dann, wenn man abkürzend setzt: 


D' (P + G) = K 


IVi+T _ reg AT ATETTEN & 
Ga a her mmu miis 


folgende Gleichung für die gesuchte Curve: 
a" = Ly"! + MV Ky — y" 
Verschiebt man noch diese Achse der z^ in der Ebene ét x" y" um den Win- 


u 


kel 4, und sind dann a, 4^, die Coordinaten eines Punctes der Curve, so hat 


man erstens 
aj ee gno cos 4 -I- y’ sin 4, 
y“ sah ‘cos à — x" ‘sin ¢. 


Nimmt man den Winkel ¢ so an, dafs man hat: 


LME NCA 


tang 9 = 
: 2L 
so erhält man, wenn man abkürzend setzt: 
KM 
a — V (cos a NIE M ELLA ARES 
(cos a — L sin 0) + M" sin "oe 
KM 


TV (sin 6 + L cos e)! + M° cos* »’ 


als Gleichung der gesuchten Curve: 
- + 2 
Dana? Bs 
MEET IL TH a). 
Also eine Ellipse, deren halbe grofse und kleine Achsen a und sind. 
Zweiter besonderer Fall. 


Es sey mit der Annahme aus dem ersten besonderen Fall noch diese ver- 


einigt, dafs die Ebenen, in welche (0), (1), (2), (3) ..... fallen, nur eine einzige 
Ebene bilden, und zwar sey es die der x ds so so setze man in den Gleichungen (a) 
n zn zn =n=en =......= =n, = 0, 
Pee eS pe USE ER he =k.= 0. 


^, 


Dann geben jene Gleichungen, wenn man abkürzend setzt: 
IN — r, 4^ r, cos D, +7, cos B, 4- r, cos B, + u. s. w., 
215 r, sin f, +r, sin 9, +7, sin 8, -- u. s. w., 
folgende Ausdrücke für die Coordinaten des Id Punctes im letzten ! 
Epicykel : 
c, = [V cos a, — *N sin a,, 
y„=-N sina, — ‘NV cos a,, 


Elimi- | 
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Eliminirt man ebenfalls hier die Grófse «,, so erhält man dadurch die Relation 
zwischen den Coordinaten eines jeden Punctes der von diesem beweglichen 
Puncte beschriebenen Curve. Sind hier ebenfalls = und y die Coordinaten eines 
beliebigen Punctes dieser Curve, und setzt man, abkürzend: 
VN? a NN Ar, 
so Ist die Gleichung dieser Curve | 
po €v—— 3 2 
y= Verte ut) (B) 
Die so erhaltene Curve, ersiebt man aus letzter Gleichung, ist cin Kreis, dessen 


Halbmesser r ist. 


Dritter besonderer Fall. 
Es sey, nebst der Annahme für den ersten besonderen Fall, die folgende eben- 
falls vereinigt, nemlich, wenn man hat: | 
O==r, sin a, sin A, +r, sin a, sin (A1, 4- B) H-r, sin a, sin CA, a- B.) +u.s. w., 
Or, sin à, sin B, +r, sind, sin (B, +8 )-+7, sind, sin(B, +.) + u. s. w., 
Or, sin c, sin C, +7, sine, sin(C, 4- B.) +r,sinc, sn(C,+ B.) + u. s. w.; 
d. h., wenn in den Gleichungen (a) die Gröfsen 
eo H0 
sind, so gehen jene Gleichungen (2) in folgende über: 
æ = 4 sina, 
y, == ‘B sna, 
| z z'C sina, ; 
Aus diesen Gleichungen o, eliminirt, erhält man die Gleichungen der, von dem 
in der Peripherie des letzten Epicykel beweglichen Punctes, beschriebenen Curve, 
und diese Gleichungen sind, wenn man mit x, y, z, die Coordinaten von was 
immer für einen Punct dieser Curve bezeichnet: 7 
C 
‘A 
‘B 
y = TA X. 
Also, die so beschriebene Curve ist eine gerade Linie, deren Projectionen auf die 
Ebenen der xz und «y durch die letzten zwei Gleichungen vorgestellt werden. 
Ferner hat man eine geradlinige Bewegung für den beweglichen Punct in 
der Peripherie des letzten Epicykel, wenn man in den Gleichungen (a) annimmt: 
ABC, 
wo dann die Projectionen dieser Geraden auf die Ebenen der »z und ay sind: 
E 38 


3 x, 


(y). 
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(3°) 
LA 
Endlich erhält man eine geradlinige Bewegung für den Fall, wenn in (a), 
udi Ug B-U ee 1G, 
gesetzt wird; für den Fall fallen die Linien (y) und (5^) zusammen. 

Diese beiden Geraden (y) und (45^) gehen durch den Ursprung der Coor- - 
dinaten. Da aber die Bewegung des, in der Peripherie des letzten Epicykel sich 
befindenden Punctes, nicht von der Art sem kann, dafs er beständig nach einer 
und derselben Richtung hin, längs einer Geraden fortlaufen könnte, so sind 
diese so eben gefundenen zwei Geraden, (y) und (y‘), als solche zu betrachten, 
in welchen sich der betrachtete Punct auf- und abwärts bewegt. 


6. Für jetzt will ich mich mit der Auflösung noch anderer besonderer Fälle 
nicht aufhalten, und an dessen Statt etwas von der Anwendung dieser Epicykeln 
mittheilen, was hoffentlich für die Leser ERS CN rei Zeitschrift nicht ohne 
Interesse seyn wird. 

Etwas Nothwendiges für die Astronomie der Alten war eine Theorie der 
Epicykeln. “Wir wollen, um dieses zu bekräftigen, erstens ihre Hypothese über 


den Zustand des Planetensystems mittheilen, und zweitens wollen wir zeigen, mit 


3 
Hülfe der eben deducirten allgemeinen Theorie der Epicykeln, in wie weit man 
berechtigt wäre, diese Hypothese der Wirklichkeit zu substituiren. - 

' Die Meinung der Alten war: Im Mittelpuncte unseres Planetensystems be- 
finde sich die Erde ruhend, und um sie herum bewegen sich, in concentrischen 
Kreisen, alle übrigen Planeten sowohl, als die Sonne. Diese Hypothese stimmte 
aber schon bei dem damaligen Zustande der Instrumente mit ihren Beobachtun- 
gen nicht überein; theils aber aus besonderer Vorliebe fiir die kreisförmige Bewe- 
gung, und theils das Bedürfnifs, die bald vor-, bald rückwárts gehende Bewegung 
der Planeten deutlicher zu machen, setzten sie auf den schon einmal angenom- 
menen Kreis, in der Peripherie dessen, ihrer ersten Meinung nach, der Planet 
gehen sollte, einen zweiten Kreis so auf, dafs der Mittelpunct des letzteren sich 
auf der Peripherie des ersteren bewegte, wahrend der Planet in der Peripherie 
dieses zweiten Kreises herumging. Diesen zweiten Kreis nannten sie Epicykel. 

Mit dieser Hypothese noch nicht zufrieden, versetzten sie die Erde nicht 
in den Mittelpunct des ersten Kreises, sondern sie nahmen die Lage der Erde 
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excentrisch, in Bezug auf den ersten Kreis an, welches, wie bekannt, eben so viel 
ist, als hatten sie die Erde in dem Mittelpuncte des ersten Kreises gelassen, und 
dafür den Planeten in einem zweiten Epicykel gehen lassen. 

Noch andere nahmen sogar einen vierten Kreis an, oder versetzten den 
Planeten in einen dritten Epicykel, und glaubten dadurch der Wahrheit noch 
mehr nahe zu kommen, und eben so konnte man die Anzahl dieser Epicykeln 
nach Belieben vermehren. | 

Alle diese Kreise wurden aber von ihnen, als in einer Ebene liegend, vor- 
ausgesetzt. 

Um nun diese Hypothese mit der wirklich Statt üodoanen von der Erde 
aus gesehenen, oder geocentrischen Bewegung der Planeten zu vergleichen, 
müssen wir zuerst die Gesetze der geocentrischen Bewegung der Planeten ableiten. 

Alle Planeten sowohl, als unsere Erde, bewegen sich in Ellipsen, in deren 
einem und allen gemeinschaftlichen Brennpuncte die Sonne sich befindet. 

Das Coordinatensystem, auf welchem die Gleichungen (1.) 4. beruhen, soll 
ebenfalls für gegenwärtige Untersuchung gebraucht werden, wo der Ursprung 
desselben im Mittelpuncte der Sonne sey. Die Ebene der wy sey die Ebene der 
Ekliptik, und die Achse der & Behr durch die Kootenlinie der Bahn des Planeten 
in die der Erde. 

morte und Xi eZ, 

seyen die Coordinaten des Planeten und der Erde für diese Coordinatenebenen. 

rund À, 
die Adi : vectores des Planeten und der Erde. 

u und U, 
stellen die Argumente der Breiten des Planeten und der Erde vor, oder die 
Winkel von r, mit der Knotenlinie der Bahn des Planeten in die Erdbahn, und 
von A mit der Linie der Nachtgleichen. 

| n, 

stelle die Neigung der Bahn des Planeten mit der Erdbahn vor, und endlich: 

MAG k, 
stelle die Lange des aufsteigenden Knotens vor, oder den Winkel, welchen die 
Linie der Nachtgleichen mit der Knotenlinie bildet. Nimmt man nun an, dafs 
gie Erdbahn mit der Ekliptik zusammenfällt, so hat man folgende Gleichungen: 

@=rcosu, und X=Rcos(U—h), 
y=rsinucosn, Y=Rsn(U—k), 
Z = F Sin U sin A, Z0. | 
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Sucht man aber die Lage des Planeten gegen die der Erde, und sind £, v, Z, die 
Coordinaten des Planeten, wenn man den Ursprung der Coordinaten i in den Mit- 
telpunct der Erde verlegt, so hat man: 


p—r—X, 
v=y— YJ, : 
[=z — Z. 


Werden in diesen Gleichungen die Werthe für x, y, z, und X, Y, Z, aus 
den obigen Gleichungen, substituirt, so erhált man: | 
— r cos u — AH cos (U — k), 

v = r sin u cos n — R sin (U — Kk), 

£ —rsin u sin zi. 
Es ist aber, wie bekannt, die Gleichung der Ellipse: 
1—e £ (u — h) 
wo f der halbe Parameter, e die Excentricität, und A das Argument der Breite 
des Apheliums bedeuten, und eben so: 


R= 


p — 


F 
1 —.E cos (U — Hy 
wo hier die grofsen Buchstaben dasselbe bedeuten für die Erdbahn, was die 
kleinen Buchstaben für die Planetenbahn ausgedrückt haben. 
Man hat also, wenn man in die letzten drei Gleichungen die Werthe für 
r und A einführt: 


f cos u F' cos (U — k) 
dm 1—ecos(u—h) 1-— Eco (U— Hy 
"e f sin u cos n sn ODE es k) & (IL) 
1—ecos(u—h) 1 —.Ecos (U— A)’ 
29 fsnusmn 


1 —e cos (u— h) 

Diese Gleichungen drücken für jeden Stand der Erde in ihrer Bahn, und des 

Planeten in seiner Bahn, die Coordinaten des letzteren in Bezug auf die erstere aus. 
Da also die Coordinaten eines jeden Ortes des Planeten in seiner geocentri- 

schen Bewegung von zwei Variablen abhangen, so erhält man, durch Elimination 

der Grölsen u und U, aus der Gleichung (II), eine einzige Gleichung zwischen 

den drei veránderlichen Coordinaten eines Punctes; und eine Gleichung zwischen 


£, v, &, oder den Coordinaten eines Punctes, gehört im Allgemeinen irgend 
einer krummen Oberfläche zu. 
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Wir folgern also hieraus, dafs alle gcocentrischen Orte des Planeten sich 
auf irgend einer krummen Oberfläche befinden. — Wollte man also, als 
Hypothese, blofs die Gleichungen (1) aus 4, siatt jener (II) zur Bestimmung 
der geocentrischen Orte der Blaocien gebrauchen, d. h., wollte man eine. epi- 
cyklische Bewegung der wirklich Statt findenden, von dee Erde aus gesehenen 
Bewegung des Planeten substituiren, so zeigen die vorhergehenden Betrachtun- 
gen, dafs eine solche Annahme unmöglich bestehen könnte. 

Die scheinbare Bewegung der Sonne aber liefse sich allenfalls durch eine 
epicyklische Bewegung ersetzen, denn geocentrisch bewegt sich die Sonne m 
. einer Ellipse, und die Gleichung (a) aus 5 zeigt, dafs, unter der dort angeführ- 
ten Bedingung, eine epicyklische Bewegung eine Ellipse hervorbringen kann. 

Diese Gleichung (a) aus 5 ist aber unter der Bedingnils gefunden worden, 
wenn die Epicykeln in verschiedenen Ebenen liegen. Die Annahme der Alten 
aber, wie bereits erwähnt wurde, war, dafs alle Epicy ‘kel sich in einer und der- 
selben Ebene befinden, und diese Annahme giebt, wie es aus Gleichung (9) in 5 
erhellt, einen Kreis; es konnte mithin die Hypothese der Alten nicht einmal "dazu 
gebraucht werden, um sich die scheinbare Bewegung der Sonne zu erklären. 





27. 


Ueber Gaufs neue Methode, die Werthe der Integrale 
náherungsweise zu finden. 


(Von Herrn Prof, Dr. C. G. J. Jacobi.) 





1: 


In den Principüs von Newton liest man eine Methode, wie man durch eine 
"Anzahl gegebener Puncte eine parabolische Curve legen könne. Diese Aufgabe 
erscheint analytisch als Interpolationsproblem, aus mehreren Gliedern einer 
Reihe das allgemeine zu finden. Es ist der bekanntere Fall, wenn die Intervallen 
der Ordinaten der gegebenen Puncte gleich grois sind, oder analytisch ausge- 
drückt, wenn die Werthe des reihenden Elements, für welche auch die Werthe 
der entsprechenden Glieder der Reihe gegeben sind, eine arithmetische Progres- 
sion bilden. Aber der elegante, mit Unrecht weniger gekannte, Algorithmus, den 
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Newton giebt, erstreckt sich schon auf den allgemeineren Fall, wenn jene Inter- 
yallen der Ordinaten der gegebenen Puncte, oder jene Werthe des reihenden 
Elements irgend beliebige sind. Newton hat hiervon eine Anwendung auf die 
Quadraturen gemacht. Durch mehrere Puncte der zu quadrirenden Curve, für 
welche die Ordinaten berechnet worden sind, legt er die parabolische Curve, und 
deren Quadratur zwischen denselben Grenzen, zwischen denen die gegebene 
Curve quadrirt werden sollte, giebt emen Näherungswerth. 

Newton hat von jenem Interpolationsproblem und seiner Anwendung auf 
die Quadraturen ferner in einem Tractätchen gehandelt, welches Methodus Dif- 
ferentialis betitelt ist, und zuerst der Amsterdamer *) Ausgabe seiner Principia, 
v. J. 1723, nebst anderen Abhandlungen angehängt gefunden wird. Hier rathet 
er unter andern, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale, für jede 
Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich grofs annimmt, Tafeln 
anzufertigen, von denen er auch selbst einen Anfang giebt, welchen hernach 
Roger Cotes in seiner harmonia mensurarum fortgesetzt hat. 

Aber Gaufs hat in den Göttinger Commentarien gezeigt, dafs man durch 
schickliche Wahl der Abscissen, für welche die Ordinaten berechnet werden, 
den Grad der Nàherung auf das Doppelte treiben kann; und da solche Bestim- 
mung unabhingig von der Natur der zu quadrirenden Curve geschieht, so ist 
es moglich, ARE dr der so vervollkommneten Methode Tafeln zu verfertigen, 
von denen auch Gaufs eine Probe gegeben hat. Gauls gelangt zu seinen 
Resultaten auf dem Wege einer schwierigen Induction, die durch die sogenannte 
Kästnersche Methode, wenn etwas für die Zahl n gilt, es auch für die Zahl 
n + 1 zu erweisen, zur Allgemeinheit erhoben werden kann. Es ist also noch 
ein directer Beweis zu wünschen. Die grofse Einfachheit und Eleganz der - 
Gaufsischen Resultate, läfst einen einfachen Weg vermuthen. Auf einem sol-" 
chen einfachen und directen Wege zu jenen Resultaten zu gelangen, mit denen 
Gaufs die Wissenschaft bereichert hat, ist der Zweck dieser Abhandlung. 

2. | | | 

Es sey das Integral fy dx zwischen den Grenzen x = 0 und a = 1 zu 
nehmen. Andere Grenzen werden leicht auf diese zurückgeführt. Es seyen 





*) Von dieser Ausgabe ist die Curiosität zu erzählen, dafs sie auf Kosten des berühm- 
ten Philologen Richard Bentley veranstaltet worden ist, der in seinen englischen. und latei- 
nischen Predigten oft die Principia seines genauen Freundes Newton anpries, als ein Bollwerk 
gegen die Irreligiositat, und eine Offenbarung der Grüfse Gottes. > 
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ferner die Werthe von x, für welche y bekannt ist, a’, a“, a, ...... am, "so 
dafs, wenn man y = f(x) setzt, die entsprechenden AN ehe: von y werden: 
PODS (a^) fa) rer , (a). Man bilde das Product (a — a’) (x — a”) 
(tee Noa s co (a — a), und nenne es (2), so hat man, wenn y = f(a) 
eine ganze rationale Function vom (n — 1)** Grade ist, durch Zerfällun 
Partialbrüche: 

Ya). flat LOD. un dei Fior c 8. FOP 
px) g(a’) Ga)" Fa)" pa) q (a^?) (x — a)" 
ger) für x = «a, bezeichnen. 

da 


Vermittelst dieser Formel findet man, durch Multiplication mit px, sogleich y 


5 in 





TO 


wo wir mit g’(a™) den Werth von g'(x) = 


aus den speciellen Werthen für x — o/, x 2", x = o", ...... x = a” 
Uebersteigt aber y den (n — 1)'*" Grad, so giebt der Ausdruck zur rechten Seite 
des Gleichheitszeichens, welchen wir G nennen wollen, nur den ächten Bruch, 
J (x) 

(x 


2) steckt; so dafs, wenn f(a) z. B. vom (n-- p)" Grade 





der in dem unächten 
ist, und man /(x) = U-r 7 .g (a) p: wo U höchstens vom (n—1)*^, Y vom 


p'" Grade ist, G = si aeg: —— +F=G-+Y. Entwickelt man G und 
| g(a)’ Pla) 9 (o | 2: 
den Bruch "AS nach den absteigenden Potenzen von +, so enthält G = YE 


(p (x) 


die negativen, Y die positiven Potenzen yon x, die sich in der Entwickelung 


von JG) befinden. Setzt man daher f(x) = 











Pe x) 
at aa -- a" a^ He + aa + NEN... + 900 37? + u. s. w., 
3 eg A^ A AY 
po TER + DEF ar PTT em sot. = 


so findet man V = | 
a Af + at) (Ala + A + at) (A v + A" x + AY + ...... 
+ a^ N At AM ar... HAN) HU sw. 


3. 
Newton's Näherungsmethode besteht darin: statt y = f(x) die Function - 
U =G. g(a) zu substituiren. Der Fehler oder die Differenz der Integrale der 
. gegebenen und substituirten Function wird dann A — 
fydx — f Udz = fg (a) F da. 
Es wird jetzt die Aufgabe gestellt, die Grófsen a’, a“, a^, ...... Ro 


304 Jacobi, über appoximative Integrale. 


so zu bestimmen, dafs der Fehler A möglichst gering, oder die Naherung mög- 
lichst genau werde. In den Fällen, wo die Naherungsmncthode mit Glück ange- 
wendet werden soll, müssen die Coéfficienten der für y gesetzten Reihe rasch 
abnehmen. Je mehr daher von den ersten Coéfficienten dieser Reihe, welche 
die hauptsächlichsten sind, in dem Ausdruck für den Fehler A verschwinden, 
desto kleiner wird er im Allgemeinen, und desto grölser die Naherung. Da nun 


schon, was auch die Grófsen, a’, o^, a^, ...... , 4") waren, mm Ausdrucke 
für A= fo (x). dx, wie aus dem für 7^ gefundenen Ausdrucke erhellt, die 
Coéfficienten a, a‘, a”, ...... , Q7? nicht mehr vorkommen, so wollen WIF, 


vermittelst schicklicher Bestimmung jener Grófsen, auch noch die mit a, a™*”, 
TTA a*^7?, behafteten Glieder verschwinden machen, wodurch ein doppel- 
ler r Grad der Näherung erreicht wird. Es wird dieses immer möglich seyn, da 

e Zahl der willkörlichen Grófsen und der zu erfüllenden Bedingungen dieselbe 
n Man sieht sogleich aus dem für J^ gefundenen Ausdruck, dafs hierzu eine 
solche Bestimmung von g(a) erfordert wird, dafs die Integrale: 

fq Qd, fapadnu, fa pla) dann, <x , fx T'p(x)dx, 

zwischen den Grenzen x = 0 und æ = 1, zwischen denen das Integral fy dx 
genommen werden soll, verschwinden. Diese Bestimmung ist jetzt die Aufgabe. 


4. | 
Es läfst sich durch eine bekannte Reductionsformel das Integral fag (a) dx 
auf die vielfachen Integrale von (x) zurückführen. Man hat nemlich allgemein : 
fucdz ee ACH — fdufedxz, 
fdufedx -duf'ed- | — fd'uf' eda, 
PEAU TER = dufrdaoe — /[duf’oda, 


€ 6 b wu ete «e 5» @ © O 9 re € © RO. e Q 6^ are a @. e 8 


[Pufroeds = d"u f^* eda — [detiufet'oda, 
du 
wo man jede Formel aus der vorhergehenden erhált, indem man 7, att u, und 


feda statt e setzt. Hieraus folgt sogleich: : 
fucdx =ufedx — duf'edao + dl uf ed —..... (— 1)" d"uf^*'eda 
+ (— 4) *! fd" t'y ft oda. 

Seizt man u = a", e = g(a), so erhält man hieraus: 

f" q (x) d c =a" fp(x)dx— ma" {ff p(x)dx+m(m—1) x"? f! p(«) da? 
u (— 1)" m(m — 1) (m —2) ...... tft (a) darts, 

Giebt man dem m nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3, ...... , n — 1, so 

erhält man: 


f (a) d 
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fade = fg (a)de, ( 
Szy(a)da = xfp(x)dx — f’yla)dat, | 
fa! pada = a^ fp(a)de — 2af pla)da’ + 2/ g(a)de’, 
Jaa) daa" fig (2) da n1) af’ Gr)da nn Ya Y (a) 

ANT. (— 1)y'^' (n — 1) (n — 2) ...... 1 f^ (x)da*. 
Diese Formeln sind bekannt. Man sicht aus ihnen, dafs wenn f9(x)dx 
fzgoqQ)us; fx p(x)dæ, ...... ,J« q(x)dao, zwischen gewissen Grenzen 
verschwinden sollen, zwischen denselben Grenzen auch f/g(a)da, /*q(a)da*?, 
fp(x)da”,......, f^g(a)da" verschwinden müssen, und umgekehrt. 

5. 

Unsere Aufgabe ist also Jetzt darauf zurückgeführt, die Function (x) so 
zu bestimmen, dafs ihr 1'*, 2'*,3"*,,.,:.. , n Integral, zwischen den Grenzen 
a=0 und x — 1, verschwinden; d. h., wenn man die aufeinanderfolgenden 
Integrale bis zum n"^ so bestimmt, dafs sie für 2 = 0 verschwinden, so sollen 
sic auch für æ = 1 verschwinden. 

Man setze /"g (x) dx" = n(x), die aufeinander folgenden Integrale so be- 
stimmt, dafs jedes für æ = 0 verschwindet, so kann man jetzt die Aufgabe 
so ausdrücken, eine Function n(x) zu finden, die für x — 0 und für a = 1, 
zugleich: mit, ibrem«1'7,.2*,. 375... .... , (n — 1)" Differentiale verschwindet. 
Dieses erheischt, dafs die Function n (a) die Factoren a? und (x — 1)" habe, 
und umgekehrt, jede Function, die den Factor =" (= — 1)" hat, erfüllt die ver- 
langten Bedingungen. Es mufs daher gesetzt werden n(x) = a"(a — 1)" M. 
Da nun px) = (x — o^) (x — a”) (x —a'^) ...... (a — a), also eine ganze 
rationale Function von der n'" Ordnung ist, so ist n(x) = f"g (x) dz" eine ganze 
rationale Function von der 2n'" Ordnung, woraus folgt, dafs M für unsern Fall 


eine Constante ist. Auf diese Weise erhält man g (a) = Md" x" (@ — 1) um 


da" 
n n° n-1 n(n—1" | 1) gio n. (n —1) (n — 2) a" 
ee or A FR PAR 2n(2n — 1)" 102. 3. 2nQn-1)2n—2)- 
i n(n —1)(n—2)...... 1 
ates ef) 2n (2n — 1) (2n — 2) ...... (2 + 1)’ 
1 


^wo M = 


dun Pam EVE E gesetzt worden ist. 
Die Wurzeln der Gleichung q (x) = 0, für (x) den eben gefundenen 


Ausdruck gesetzt, geben dann die Grófsen a/, a“, a”, ......, a”, so bestimmt, 


I. 39 
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dafs der Grad der Näherung der möglichst grölste sei. Da aus der Lehre von 
den Gleichungen bekannt ist, dafs wenn die Wurzeln einer Gleichung n (x) = 0 


I^n(a) 


i Pig és d à 
alle reel sind, auch alle Wurzeln einer Gleichung RT zac reel sind, und 


zwischen den Wurzeln jener Gleichung liegen, so folgt hieraus, da die Wurzeln 
der Gleichung n(a) = 0, oder der Gleichung a" (v — 1)" = 0 alle reel sind, 
und zwar n von ihnen = 0, die anderen = 1, dafs auch die Wurzeln der 
Gleichung (x) = 0, oder die Grölsen a’, o^, a^, ...... , a™ alle reel sind, 
und zwischen 0 und 1 liegen; wie es auch Gaufs in den berechneten Beispielen 
gefunden hat. — | 


6. 


In unserer, (S 4) gefundenen Formel: 
furdz = ufede — duf' edo + d'uf'edz — ......(—1)"d"uf"t'edx 
— (— 1) ttfd™ttuf"t'eda, 
setze man zm — n — 1, u=V, e- ga, so erhält man, da die n ersten Inte- 
grale von e = jg æ zwischen den Grenzen a = 0 und w = 1 verschwinden, und 
a"(a— 1)" 
JO ^. 2n(2n — 1) 
= r 


quU , 


Ds Y dace a LANG ADT Le aan 
Apu dee ry RE yr T E 


welches Integral zwischen den Grenzen a = 0 und x = 1 zu nehmen ist. 

Man setze ferner in der angeführten Formel u = {"*', und es verschwinde 

; du d'u du qu 
t für x =/, so wird auch u, ——, 5—, —, ...... ; =~, fir a = 1, ver- 
dr. doc. dx da" 

schwinden. Es seyen ferner die Integrale feda, f/*eda^, f eda, ...., f^ eda" 
so genommen, dafs sie insgesammt für æ = 0 verschwinden; so verschwinden 
ufeda, duf edax, d'uf eda, ...... , d"uf"*'edx, zwischen den Grenzen 
æ=0 und a=/. Man erhält demnach, zwischen den Grenzen a= 0 und x = /, 


fusdr = ET veda = (CRETE Sel 


Qr coto 


n 


d: A 
Setzt man jetzt 2 — 1 — x, /=1, m=n—1, ea" 498. 59 erhält man, 


zwischen den Grenzen x — 0 und x = 1: 


hice ]" 
f(1—2a)'a^ = "1:472 1.2.9... nffas dante. 2:3... nA d "dee 


4 
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Man erhalt auf diese Weise: 


TU dE n 
MG m 
2n(2n —1)...... uu 124^ WE AUT 


wo die auf einander folgenden Integrale so zu nehmen sind, dafs sie für a = 0 


PASE 


verschwinden, und, nach beendigter Integration, « = 1 zu setzen ist. Unter die- 
ser Form ist der Fehler A am leichtesten zu berechnen. 





4 
Vermoge des (S 2) findet man or = 
c4) n (n —-1)(n-2)......1.4 
tat? (c *t1)2(2-1)...... 2.4'/r n (n-1)(n-2)....14) 
Agent (Ce +2) (u+1)n...... Az" (n1) n (n—-1)....2.4 x E n(n-1) (n-2).... 14) 
tat? ((n+3) (1*2) (n1)... 44d! 7^ (n2) (n+1)n.... 34/2? +(n+1)n(n-1)....2.4%r 
t2 (n-1)(n-2)...... 147) 
uU. S. W. 


Hieraus ergiebt ich Ai 
qi» 4 tat (n+1)? A + A! + 


2R +2 
g 2012 (n+1)? (n2)? Ay (n+ i fil +4) + 


1.2. (2n - 2) (2n+3) 2*4 2 
(n+ 1)? (n2)? 7 








HESSE Im. 


DD. Qn) Cr) a (IP s 


1.2.3.(2242)(2nt3)(2n«4) 1.2. (2242) (2n13) 


(n +1) dd 7) 
ton eas kd 


u. S. W. 


A^ 





Diese ersten Glieder des Fehlers A kónnen zur Correctur dienen. Die Grófsen 
- Ad, A“, AM”, A” u. s. w. bilden eine wiederkehrende Reihe, da sie aus der 


Entwickelung des Bruchs QUA -— 


px) 
1 
Quo une n^(n-1) | n-2. n° (n-1)* (n-2) pU (Aye N (1-1) (7-2) ee 1 
2n 1.2.2»2(2n-4). 1$.2.3.2n(2n-1)9n-2) |. "^ 2n(2n—1)(2n-2).... (14-1) 


entstanden sind, welche wir (S 2) 
A A" AMY Pe ite 
p "m 7 X PIT «T rs + ou. sw. 
gesetzt hatten. Sie werden durch die Gleichungen gefunden: 
39°” 
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{= 4" 
DES ur epe 
2n 
n* (n — 1) n° : 
NA X EM a 
IA ann eim 
0= À! omn ese) (rame) A Um. sn (ni) p As — 4" 
1.2.3.2n(2n—1)(2?n—2) 1.2.2n(2n — 1) 


u. S. W. 


Diese Resultate stimmen genau mit den von Gaufs gefundenen überein. — 





28. 


Die unbestimmt scheinenden Werthe einiger Functionen 
zu finden. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 


WV enn p und 9 beliebige Functionen von x sind, und es ist: 

BEE 

D 
so ist der Werth von z, welcher, wenn p und g für irgend einen Werth von 
æ beide zugleich verschwinden, unbestimmt zu seyn scheint, bekanntlich gleich 


on sofern die Differentiale nicht unendlich, und nicht etwa ebenfalls Null sind. 


Man kann den Fall, wenn p und g fiir irgend einen Werth von æ beide 
zugleich unendlich sind, in welchem Falle der Werth von z ebenfalls unbe- 


stimmt zu seyn scheint, auf den vorigen bringen. Es ist nemlich 7 dw; : i4 und 
in diesem Bruche sind = und 5 beide zugleich Null, wenn p und 4 beide zu. 
gleich unendlich sind. Der Werth von z ist also = d Q -) ile [t 1 = = — d 


d "d 
(— )-7 € Td das heifst: es o es P, wenn p und g beide ian 
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für irgend einen Werth von x unendlich sind. Daraus folgt: 
| PoP _ 
Go dan 


Also ist z = "E für p und g = ©. 

Sind etwa in dem Bruch =. Zähler und Nenner wieder beide zugleich 
unendlich, so kann man mit dem Bruch T von Neuem so verfahren, wie 
vorhin mit P. 


Es sey z. B. p = log x, g = +, so sind p und g beide unendlich, für 


a c also ist LEE = d gm _ 1 _ erg) für z = x. 
dax x Oc 
Es sey p = a", Q = x, so sind p und 4 ebenfalls beide unendlich für 
«= ec, insofern a > { ist. Also ist = — => Me) — = a" log a=a ? log a — D, 
für c= o. | 
Von der Function 
z-p, 


deren Werth ebenfalls unbestimmt zu seyn scheint, wenn p= % und g=0, oder 
wenn p = 0, q = oo, oder wenn p = 1 und g = co ist, kann man den Werth 
im unbestimmt scheinenden Falle mit Hülfe desjenigen eines Bruches finden. Es 


ist nemlich log z = q log p = log p: 3 also 
| 1 
NA een gi 
IE mn AE) Er x . 5 — oo p 
Ist also p = ©, g = 0, so ist der Bruch (log p) : C) = also, dem Obigen 
dp dq _— g’dp 


zufolge, sein Werth = — — : — = ————-——-, folglich: 
p pdg 
RER 
RP iat 
: 1 — 00 
Ist pz-0,g — 9, so ist (log p) : (7 =——=-, also 


ze” =0. 
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Istep = 1, 17. == 00,5 30 Ist der Bruch (log p) : = EM 2. also sein Werth — 


* dp 
dp. ree “ttn und wie vorhin: 
pu y p à 
g° dp 
; 2 
ze "T, 
1 : d 
Es sey z B. p —«, dime so 1st p — 00, g = 0, für x = ©, also ver- 
4 1 1 
tt ee 
LE] 0 a 
möge des ersten Falles, z = e =e =e me’ =< 1. Also ist: 


1 
opti Ry FT Le Yeo) ale 
ims : | e 
Es sey p = log x, q = v ist p = 00, g = 0, für æ = oo, also wie- 


derum vermöge des ersten Falles: 


z2=e PA > FE me TIRE po arp — 
Also ist 
A A 
(log x) 221, für a= 00. 
1 ^ 3 ; 
Es sey p ==, 9 =, so ist p = 0, g = ©, für 2 = 00. “Also ist, 


vermóge des zweiten Falles, 
{\7 N 
(-) = 0,für = = 060! 
x 


Es sey p= 17 , 7 = nx, so wt p= 1, == 90; fie a Also 


ist, vermóge des er Falles, 


Ld 


pected) Lado 


Also ist 


(1+ 2) = HEIDEN, 
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Untersuchungen über die Reihe: 


m m.(m—1) ,.,m.(m-—1).(m—2) , 
1 meses — ————M Ma, BoB USE S TTP T PUER) PPS eet REN j & $$ 2 9 o? » . «Je 
Mr kes Far ar rtis Te 2 3 Xo u. S. W, 


(Von Herrn N. H. Abel) 





1 


(Operam man das Raisonnement, dessen man sich gewóhnlich bedient, wo 
es sich um unendliche Reihen handelt, genauer, so wird man finden, dafs es im 
Ganzen wenig befriedigend, und dafs also die Zahl derjenigen Sátze von unend- 
lichen Reihen, die als streng begründet angesehen werden kónnen, nur sehr 
geringe ist. Man wendet gewöhnlich die Operationen der Analysis auf die 
unendlichen Reihen eben so an, als waren die Reihen endlich. Dieses scheint 
mir ohne besonderen Beweis nicht erlaubt. Sind z. B. zwei Reihen mit einander 
zu multipliciren, so setzt man 

(„ru ru, ru -- u. s. w.) (te, +6, H- 6, Fu. s. w.) 
= use, + (ue, + u, e) + (ue, tue + u, v) + u. s. w. 


VAR Ma e up iesu, CL) Hire. + uS e,) - u. s. W. 
Diese Gleichung ist yollkommen richtig, wenn die beiden Reihen 
U. chu, ck. SEEN NER ENTM 


endlich sind. Sind sie abr unendlich, so müssen sie erstlich nothwendig con- 
vergiren, weil eine divergirende Reihe keine Summe hat, und dann cols auch - 
die Reihe im zweiten Gliede ebenfalls convergiren. Nur mit dieser Einschrän- 
kung ist der obige Ausdruck richtig. Irre ich nicht, so ist diese Einschränkung 
bis jetzt nicht berücksichtigt worden. Es soll in gegenwärtigem Aulsatze 
geschehen. Eben so sind eine Menge ähnlicher Operationen zu rechtfertigen 
nöthig, z. B. das gewöhliche Verfahren, eine Grölse durch eine unendliche Reihe 
zu dividiren, eine unendliche Reihe zu einer Potenz zu erheben, den Logarithmus, 
den Sinus, Cosinus davon zu nehmen, u. s. w. | 

Ein anderes Verfahren, welches man häufig in der Analysis antrifft, und 
welches nur zu oft auf Widersprüche führt, ist das: divergirende Reihen zur 
Berechnung numerischer Werthe von Reihen zu gebrauchen. Eine divergirende 
Reihe kann nie einer bestimmten Gröfse gleich sein: sie ist blos ein Ausdruck, 
mit gewissen Eigenschaften, die sich auf die Operationen beziehen, denen die 
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Reihe unterworfen ist. Die divergirenden Raben können zuweilen mit Nutzen 
als Symbole dienen, diese oder jene Sätze kürzer auszudrücken; aber man darf 
sie nie an die Stelle bestimmter Grófsen setzen. Thut man es, so kann man 
beweisen, was man will: Unmöchliches sowohl als Mógliches. 


Eine der merkwürdigsten Reihen der algebraischen Analysis ist folgende: 


m ,m(m-—1) . m(m—1)....m—(n—1) 
— a^ + Ir +... ————————————— 
BEER SE u L.2 NEM n ^ 


u. S. W. 

Ist m eine ganze, positive Zahl, so läfst sich die Summe dieser Reihe, 
welche in diesem Falle endlich ist, bekanntlich durch (1 + x)" ausdrücken. Ist 
m keine ganze Zahl, so geht die Reihe in's Unendliche fort, und sie wird con- 
vergiren oder divergiren, je nachdem die Gröfsen m und a diese oder jene 
Werthe haben. In diesem Falle setzt man nun ebenfalls die Gleichung 


m m . (m — 1 
(day mim aam D rp usw A HEAT ‘5 
aber dann drückt die Gleichheit weiter nichts aus, als dafs die beiden Ausdrücke 
150 | 
+ a)", 1 EI yam. e 1) or a ce 


gewisse Eigenschaften gemein haben, von welchen, für gewisse VVerthe von m. 
und a, die numerische Gleichheit der Ausdrücke abhängt. Man nimmt an, 
dafs die numerische Gleichheit immer Statt finden werde, wenn die Reihe con- 
vergent ist; dies ist aber bis jetzt noch nicht bewiesen worden. Es sind selbst 
nicht alle Fälle untersucht worden, wo die Reihe convergent ist. Selbst wenn 
man die Existenz der obigen Gleichung voraussetzte, müfste dennoch der 
Werth von (1 + x)" gesucht werden; denn der Ausdruck hat im Allgemeinen 
unendlich viele verschiedene Werthe, während die Reihe 1 + mx + u. s. w. 
nur einen einzigen hat. 
Der Zweck dieser Abhandlung ist, die Ausfüllung einer Lücke zu aa 
und zwar durch die vollständige Auflösung folgenden Problems: 
„Die Summe der Reihe 
m m (m — 1 m (m — 1) (m — 2 
(Eae Vu me ool» 
„für alle diejenigen reellen oder imaginairen Werthe yon x und m zu finden, 
„für welche die Reihe convergirt." 


x + u. S. W. 


II. 
Wir wollen zuerst einige nothwendige Sätze über die Reihen aufstellen. 
Die 
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Die vortreffliche Schrift von Cauchy ,,Cours d'analyse de l'école polytechnique”, 
welche von jedem Analysten gelesen werden -sollte, der die Strenge bei mathe- 
matischen Untersuchungen liebt, wird uns dabei zum Leitfaden dienen. 
Erklärung. Eine beliebige Reihe 
re He his SF 0, Ù s. W. 

soll convergent heifsen, wenn, für stets wachsende Werthe von m, die Summe 
ee He, +... + Om sich Immerfort einer gewissen Gränze nähert. Diese 
Grenze soll Summe der Reihe heifsen. Im entgegengesetzten Falle soll die 
Reihe divergent heifsen, und hat alsdann keine Summe. Aus dieser Erklirung folet, 
dafs, wenn eine Reihe convergiren soll, es nothwendig und hinreichend sein wird, 


dafs, für stets wachsende Werthe von m, die Summe v,, + og Eb UE Li 


4 
1 m+n 


sich Null immerfort nähert, welchen Werth auch m haben mag. 

In irgend einer beliebigen Reihe wird also das allgemeine Glied #„ sich Null 
stets nahern *). | 

Lehrsatz L Wenn man durch o,, @,, 9, ...... eine Reihe positiver 


Omri 





Grölsen bezeichnet, und der Quotient für stets wachsende Werihe von m, 


m 


einer Grenze « sich nähert, die gröfser ist als 1: so wird die Reihe 

E, 0,7 €,0, FE 0, Hh eee ee) À En Om bee ees, 
worin €, eine Gröfse ist, die für stets wachsende Werthe von zn, sich Null 
nicht nahert, nothwendig divergiren. 


Lehrsatz Il. . Wenn in einer Reihe von positiven Grófsen, wie o, + 0, 


0, eee Qn, der Quotient dc für stets wachsende Werthe von 7n, sich 


m 
einer Grenze « nähert, welche kleiner ist als 1, so wird die Reihe 
£,0, HEC - 6,0, Ft... FE Qu 
worin &,, &,, €, u. s. w. Gröfsen sind, die die Einheit nicht übersteigen, 
nothwendig convergiren. 


In der That kann man, der Voraussetzung zufolge, m immer grofs genug 
k e . 
folgt Q |, < 4 + Qu und mithin 


ra 


arte tl taten ta) 








%) Anmerkung. Der Kürze wegen soll in dieser Abhandlung unter æ eine Größe 
verstanden werden, die kleiner sein kann, als jede gegebene, noch so kleine Grófse. 


L Se AO 
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und folglich um so mehr 
On 
1, 0d | 
Da aber Q,,, < 40, und a < 1, so ist klar, dafs sich @,,, und folglich AG 


die Summe 


S his om ds Co hom dod Hy... be Fu dnd lE A ys 


E iva +e eg Oa py et^: ec voc ^ TE pe Cee 
Null näbern wird. TL 


Folglich ist die obige Reihe convergent. 


Lehrsatz Ill. Bezeichnet man durch 7,, £,, 2, ...... tm eine Reihe von 


beliebigen Grölsen, und die Grófse p, — £, +1, +i,+.....: Hd NT ist 
stets kleiner als eine bestimmte Grófse d, so hat man 
P= 8) Heil hig, Beil, ID beta ON ta 
wo €,, €,, €, positive, abnehmende Grölsen bezeichnen. 
In der That ist | 
by Post, pP, Pot, pP, IPs uS Wes 
also | | 
rE PEt 8. (Py TR) ee Pet Pa x. HE (p= Pa); 
oder auch | 
TREE WRITE + 2: lise hp, 
Da abere, — &, 2, —e,,....:. positiv sind, so ist die Gröfse r offenbar kleiner 
als d.e. 


Erklärung. Eine Function f(x) soll stetige Function von a, zwi- 
schen den Grenzen + = 0, « — heilsen, wenn für einen beliebigen Werth 
von a, zwischen diesen Grenzen, die Grófse f(x — p) sich für stets abnehmende 
Werthe von 9, der Grenze f(x) nähert. 

Lehrsatz IV. Wenn die Reihe 

YAS fa +o a+e,a +. eb ER iu. 
für einen gewissen Werth d von @ conv My so wird sie auch für jeden. klar 
neren Werth von a convergiren, und von der Art seyn, dals f(a — ß), für 
stets abnehmende Werthe von ?, sich der Grenze /(a) nähert, vorausgesezt, 
dafs a gleich oder kleiner ist als 9. 
Es sey 
0, mL ees + cQ. 07 7 m (a), 
AO ar ee AL, 5 We ue nce AD CO) 

so ist 
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ab (a) = Gy: On d7 + (3 n Omg Ot! bus. W., 


folglich, vermóge des Lehrsatzes (ilI.), ab («) < (2): «ps wenn p die grófste der 


Grófsen e, 0", en 0" + 6,4, 07 **, e, 0" Eng 07 *! -H- 6,4, 0" *? u. s, w. bezeichnet. 
Mithin kann man für jeden Werth von «, der gleich oder kleiner ist, als d, m 
grofs genug annehmen, dafs 
i ab(a) = æ 
ist. Nun ist f(a) = g (a) 4-3 (a), also f(x) — fa — A= (a) — q (a— B) +a. 
Da nun g(a) eine ganze Function von « ist, so kann man f klein genug an- 
nehmen, dafs 
q(a) — p(a— 8) = w; 

also ist auch auf gleiche VV eise 

| So) —fla— By & vw, 
wodurch der Lehrsatz bewiesen wird. 

Lehrsatz V. Es sei 

6, 9:0 Fed +... u. S. W.,. 


eine Reihe, in welcher ¢,, e,, e, continuirliche Functionen einer und derselben 


2 
veränderlichen Grófse & sind, zwischen den Grenzen + = a und x = 4, so ist 
die Reihe 
f@a)=e; +s are, rn AAT NE ; 
wo a</3, convergent und eine stetige Function von x, zwischen denselben Grenzen. 
Es ist schon ‚bewiesen, dafs die Reihe f(a) convergirt. Dafs die Function 


J (a) stetig ist, làfst sich, wie folgt, beweisen. 


Es seı 
Heat... + 08.0977! = g (a), 
Pa UT CE: he Se == ab (a), 
so ist of 
f(x) = px) + 3b (x). 
Da aber 


a\™ ANT ON es 
(x) = (5) os c kre (5) és OT TI + (5) FU W., 
am hat man, wenn man durch s(&) die grófste unter den Grófsen 6,8", c, ó7 
3,4107 1, eu 07 + Crp Ont! Ae e, 4,07 TE u. s. w. bezeichnet, vermóge des 
Lehrsatzes (IIL): N 
| ab (x) < (3) (x). 


A0 * 
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Hieraus folgt, dafs man m grofs genug nehmen kann, dafs &b(a) = w, und 


also ebenso 
f(x) = Y + w, 
wo w kleiner ist, als Jede angebbare Grüfse. 
Es ist eben so 


S(@— P) = 9@— Ff) +», 
f(x) —/(@ — B) = px) — 9(x — 8) + «. 


Dem Ausdruck von p(x) zufolge ist aber klar, dafs man Klein genug article 


kann, dafs 


also 


g(a) — p(a— B) == w, und 


fle) — ft — B) = 
Also ist die Funktion f(a) stetig *). 
Lehrsatz VI. Bezeichnet man durch Q,, 9,, Q, U: s. Wes Qo» Q,, Q; US. W. 


also ebenso 


die Zahlenwerthe der un Glieder zweier convergenten Reihen 


P ERO S NL D) — p und 
+ e "t e; vv. = Dis 
so sind die Reihen 
Patan A! yer ER und 
He Hoi +... 


ebenfalls noch convergent, und auch die Reihe 
AR TO ee ie Be 

deren allgemeines Glied 
nett. te. tt 


1 
und. deren Summe 





*) Anmerkung. In der oben angeführten Schrift des Herrn Cauchy (Seite 131) findet 
man folgenden Lehrsatz: 


» Wenn die verschiedenen Glieder der Reihe 
ug; tu, tu,f-u,+..... 235218. wr. 

»Functionen einer und derselben veränderlichen Gröfse sind, und zwar stetige Functionen, 
„in Beziehung auf diese Veränderliche, in der Nahe eines besonderen Werthes, für welchen 
„die Reihe convergirt, so ist auch die ae ars s der Reihe, in der Nihe jenes besonderen 
» Werthes, eine stetige Function von x.’ 

Es scheint mir Nas dafs dieser Lehrsatz Ausnahmen leidet. So ist 2. D, die Reihe 

sin 9 — + sin 20 + + sin 39 — ...... us. w. 


unstetig für jeden Werth (2m + 1) von x, wo m eine ganze Zahl ist. Bekanntlich giebt 
es eine Menge von Reihen mit ähnlichen P 





1.2 
(e P 6, He. +...) X (es He o bel +...) 
ist, wird convergent seyn. 
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Beweis. Setzt man 
Pm Pp EP 


| i ee + el, 
so sieht man leicht, dafs 
PP (Pt pet) (a) 
4.038 | up 
"E: p. on. + p, mi Teese mud ee iy) 
Setzt man nun 
OF OF Geo... Ss 


He te, t:..... st, 
so ist klar, dafs, ohne Rücksicht auf das Zeichen, 
1 1 
Guo o. He os 0.0), 
4 4 ’ 
(cuo dou dri + 0,4.) 


Da aber die Reihen 
Qe, He H...... Hate... 

convergent sind, so werden sich die Gröfsen ¢ und 2", für stets zunehmende 
Werthe von m, der Grenze Null nähern. Setzt man also in der Gleichung (a) 
m unendlich grofs, so ist | 
rer, +r, +r, He us sw. = (0, +e, H- e, He us s. w.) (te, He + us. w.). 
Gesetzt, £,, Z,, £, u. s. W., t D, t, u. s. w., seyen zwei Reihen positiver und 
. negativer Grófsen, deren allgemeine Glieder sich der Null ohne Ende nähern, 
so folet aus dem Lehrsatze (IL), dafs die Reihen 

L+tiatta +us.w, Lo He 0 He (a. usw, 
worin a eine Grölse bezeichnet, die kleiner ist als 1, convergent sein müssen. 
Es verhält sich eben so, wenn man jedem Gliede seinen Zahlenwerth giebt, also 
ist zufolge des vorhergehenden Lehrsatzes: 
(t, 4- t£,0 0 £9. +...... G+ toda +...... pista: 

£0 e (LS e tU) oe (Luth e 1,4 He £0) ^ + us s. w. (à.) 
+ (Ltd P a o cst, eee + Ls) a" HU SW. 
Nimmt man nun an, dafs die drei Reihen 
£dd, +t, He us s. We, 
t,+t ded; H- u.s. w. und 
LEHE e 10) FE Ho 1 tie UU) us. vw. 


+ s 
#20: 9, ,0. € 


318 Abel, Untersuchungen über die Reihe i + gs + TOM EINE S 


convergent sind, so findet man, vermóge des Lehrsatzes (IV.), wenn man in 
der Gleichung (5). « der Einheit sich nähern läfst: 
(+ 0 eR toe. ) € +t +t, Fo.) 
Erler) + (t,t) + t,t) n 0) + us. w. 
III. 
Wir wollen jetzt die gegebene Reihe 
m m.(m—1) , 


1+—-.2 + ——, | 
dur ero ate ap NN DATI ic. 


untersuchen. 


Bezeichnet man sie durch q (m), und setzt man, der Kürze wegen, 1 — m,, 
m m . (m — 1) m..(m—1)....(m—u+1) 


[oe (ier og eae und allgemein ; E u == HN 
P e d ee © & @ ee 


so ist: | 
1. p(m) =m, + m,x + im, + m, z^ + u. s. vw. 
Es kommt nun zunächst darauf an, die Werthe von m und x zu finden, für 
welche die Reihe convergirt. 
Da die Gröfsen zn und c im Allgemeinen auch imaginair seyn können, so sey 
z=arbVY—i, m=k+—k' y — 1, | 
wo a, b, k, k', reelle Grölsen sind.  Subststuirt man diese Werthe in den 
Ausdruck (1.), so nimmt derselbe folgende Form an: | 
q (m) —p-4-9Y-—1, 
wo p und 7 Reihen sind, deren Glieder reelle Werthe haben, Man kann diese 
Reihen, wie folgt, finden: | 


Es sey 
1 
2 an? __ a b : 
(a + à) =a, pinta GO Pe ain du 
so ist 
x =a (cos p + Y — 1. sin g), 
wo a und q zwei reelle Grófsen sind, und a aufserdem positiv ist. 


Setzt man eben so 
;m-—u-3-1 CAUTE 1 — 
5 RER bn x (cos Yu + y-— 1. sin Yu) an nd Kcd V—t—u+i - Ly 
| | = | 


so findet man 


k— uc E Ex : le — { i 
= = (C7 yog. (—) : 60S — EL sin y, = ur 
At ud, Xe irr 
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Setzt man in dem Ausdruck: 


mov qe d du (cos y, + Y — 4 .sin Yu) 


PT 
æ nach und nach gleich 1, 2, 3,...... (4, so bekommt man Gleichungen, 
welche, Glied um Glied mit einander multiplicirt, 
bi Imm le DDR... ni nu +4) 
Xd etas NOR : S AAA dade near se A 
J, <6, 1 ó, rti Ju [ cos (, +9, + d redi Va) Y-—1 . sin(y, 4-y, + 2M P yu)l 


geben werden. 
Hieraus folgt, wenn man mit 
a" — a" (cos q + Y — 1 . sin q)" = a“ (cos up + Y — 1. sin wg) 
multiplicirt: 





m, a" =a .0,.6,.Ó, Lt: Baill eos (ALD. yo yg Her 1555.) 
iyi. . sin (uq 4- y, ty, Hm sess. +») | 
oder auch, wenn man der Kürze wegen, 
050. 0, be re Op 
ap + y, BEC o ACE dés densi Ya = 64 Setzt: 
Mn =, a^ {cos 6, +y — 1. sin 6, |. 


Der Ausdruck ( 1.) d didis in X 
qu (m) = 1 + X, « (cos 6 + y — 1 . sin 4) + À,a° (cos e, + V — 1. sin 6j) 


usos E Aa" (cos 4, + V — 1. sin 4 Py b ee } 
oder in 
g(m) = 1 +A, a. cos s, + ka. cos à, +... + Ju af. cos 8, + u. s w. 
Vy DEW Ia. sine + ^, a”. sin 8, +... + Nya -sin $, UL s. Ww. |; 
über; also ist - | 
p=i+ha.cos 6 +h,a*. cos 6, + d etr + Aa" . cos &, + yi o 
oe Ka. sine, H- A, . sin e, + Tu A, GS SII a E verus: 


Nun behaupte ich, dafs diese Reihen divergiren oder convergiren, 
je nachdem a gröfser oder kleiner als {ist — 
.Aus dem Ausdruck für Mu . folgt Neg A 22 


u E31 H1 
1&9, Ní0 , und 


; pi 2 
also Kur. o — 


CET 

at — 3 

À, a Ph 
feted 
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Es ist aber 


En (C4 + =) + (= 


also wird sich d,, für stets wachsende Werthe yon 4, der Grenze 1, und folglich 
“+ 
Nees’ On 


der Grenze « nähern. Mithin sind, vermöge des Lehrsatzes (I) und 
m | 


hu 
(IL), im vorhergehenden Paragraph, die Reihen p und 4. divergent oder 
convergent, je nachdem @ grófser oder kleiner ist, als die Einheit. Mit 
der gegebenen. Reihe. g (m) verhält es sich folglich eben so. 

Der Fall, wo a = 1 ist, kommt weiter unten yor. 

Wenn die Reihe (m), fir Jeden Werth von a convergirt, der Minen 
ist als 1: so wird ihre Summe eine gewisse Function von m und x seyn. Man 
kann auf folgende Art eine Eigenschaft dieser Function aufstellen, welche dazu 
dienen kann, sie zu finden: 


Es ist 
gp (mn) 2 m, mama +...3.. + m, a" + us. W., 
q(m-—n,-n,x--n, a^ 4... "E n.a" + u. S. w., 


Wo Ny den Werth yon 7n,, für 7 — n, bezeichnet. Hieraus ergiebt sich nach 
dem Lehrsatz VII: 
pm) . p(n) = tt + (t m 1) eS e tu ded) Hu sw. 
EUN zi tt; i. Xi Too Gt) Fu swe 
wo t, = m, a" : Ü =n,2", sobald die Reihe im zweiten Gliede convergent. 
ist. Substituirt man die Werthe yon ¢, und OM so erhált man 


q (m).q (n) = m,n, + (m,n, 4- m,n,)a + (m,n, + m,n, +m,n)& +... 


AL 
3-06 n,-k m,n, HM, Ny tee: + Mn) his 
Nun ist, vermóge einer m Grôfsen m, u. S. W. gemeinsamen Eigenschaft 
(m +n), — m,n, tm nat m,n, ghee: + m.” 


wo (m+n), den Werth von m, MIRO wenn man darin zn + n statt m 
setzt. Mithin erhält man durch Substiuan | 
em). qnm) =(m+n) 4- (m4- 0) x A- (m4- 0) x +... + (m+n), x" + u. s. w. 
Aber nach dem Vorhergehenden ist das zweite Glied dieser Gleichung eine con- 
vergente Reihe, und genau dasselbe wie p(m + 2). Also ist 
3.g(m). p(n) = p(m + n). 
Diese Gleichung drückt eine Grund-Eigenschaft der Function p(m) aus. 
Wir 
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Wir wollen jetzt aus derselben den Ausdruck der Function in endlicher Form, 
vermittelst Exponential-Grófsen , logarithmische und Kreis- Functionen, herleiten. 
Wie man oben sah, ist p(m) von der Form p + 4 Y— 1, wo p und g stets 

reel, und Functionen der Grófsen k, k', a und q sind, und m = k + k' Y — 1, 
x = a(cos p 4- y — 1. sin q) ist. Man setze 

p+gy—-i=rkoss+ty—1. sin s), 
so findet man 

24€ Tuo D . 

(pi 4-4) =r, C= cos s, 7 — sin's, 
wo r stets positiv und 5 eine reelle Grófse ist. Man setze 

p — fk, A), SEED (UL 

so ist 
3. p-a-qY —1- g(k 4 BY —1) mf k) (cos) £^) JY m. sinab(k,k‘)). 
Hieraus ergiebt sich, wenn man nach und nach / und /, und & + / und k' + / 
an die Stelle von & und k' setzt: 


g( -- 7 Y — 1) — f(r) )(cos Ab( I + y — 4 «sin GE), 
p(k i+ GE + T) Y — 1) = fce LI +7). (cos able + LI! +2) 
4- Y — 1 .sin b (k + Lk + n 
Aber vermöge des Ausdrucks (rn) . 9 (n) = g (m + n) ist 
p(k LH (c ep T) Y—1) = q(k + k Y—1) xo? Y-—1, 
wenn man m = k + &' Y — 1,n-l-4- l Y — 4 setzt. Folglich erhält man 
durch Substitution: 


Shak + P) leos pe + 1 FEE AV; cin aet ien] 
= f(k,k') fl) ) cos (xp (lH re amt CA Dy)-Y—1 1 „sin(ap(k, k^) N 


Diese Gleichung giebt, wenn man die reellen Glieder von den imaginairen 








absondert: 


SEALE +P) x cost (c 2-2, k,+1,) == fk). f 1) -cos b k ) d-Ab (4 1) 
fCkALK, 41) x sin ap (k 2-2, k, 4-2) = fs A) SG I). sin (uy (k, kab, 2) 


Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhält man: 


(Skee ki e D) = (fs) f Dy. 
und hieraus: 


I. A1 








m.m — 1 2 


DE 
A fk 4-1 k! -- D) — fk). f rr. 
Vermige dieser Gleichung gehen die obigen in folgende über: 
cos Wk + 7, k + D) = cos[ıb(k, kK) + 3b (4 ANG 
sin ab (k + 4 ki +2) = sin[sb (e, kh’) +b, DIE 
Diese Gleichungen geben 
5. WkAELE AL) 2 2mm te bh kK) 4- 4b D), 
wo m eine ganze, positive oder negative Zahl ist. 
Jetzt kommt es darauf an, aus den Gleichungen (4) und (5) die Functionen . 
Sk, k') und sb (E, k^) zu finden. 


Zuerst behaupte ich, dafs sie stetige Functionen von k und 4", zwischen 
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beliebigen Grenzen dieser veränderlichen Grölsen, seyn werden. In der That 
sind p und g, nach dem Lehrsatze (V.), offenbar stetige Functionen. Es ist aber 


Sh k^) = (p^ + 945; cos wk, K^) = Ud py sin x(k, k^) = AE 
folglich ist /(k, k') eine stetige Funktion; eben so cos ab (E, k*) und sin «b(%, K^). 
Daher kann man voraussetzen, dafs es ^| (X, &*) ebenfalls ist. Wir wollen zuerst 
die Gleichung (5.) untersuchen. Da a (4, k’) eine stetige Function ist, so mufs 
m für alle Werthe von X, k', 1, I denselben Werth band Setzt man also nach 
und nach / = o, k = 0, so erhält man 

w(k, % +1) = 2mm + wk, k^) + wo, 7), 
Wk +l) = 2mm + Wo, k') + 35 ( D). 
Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung (5.) die beiden - 
Grölsen ^b (I, k*) und ab (, 7), so findet man 
ab (f k* HP) AP nb (Lk! AL) = 2mm + sb (o, k') 4- 3b (o, P) + Ab (2-1, kt 4-7). 
Der Kürze wegen sey 
wW(k, ki -- D) = (X), 
2m + (0, k^) + wo, 7) =a, 
SO ist 
7. (ER) +6) 2 a -t «(kx JD. 
Setzt man hierin nach und nach / = k, 2k ...... ek, so erhält man 
26(k) = a + «(24), 
6(k) + 0(2k) = a -r 0(3hk), 
6(k) + 6(3k) = a + 6(4h), 
sk) + (o —1)k = a + (ok). 
Addirt man diese Gleichungen, so findet man 
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TT 

e«(À) = (o — 1)a + (0x). 
Hieraus Tolet wenn man k = 1 setzt, 

«(9 = e(«1) — a) + a; 
oder auch, wenn man e(1) — a = c setzt, 

8. 4(Q-—c.9-7r a. 

Diesen Werth hat also die Function #(k), wenn k eine ganze Zahl ist. Aber 
die Function #(k) wird für alle Werthe von k dieselbe Form haben, was sich 
leicht, wie folgt, beweisen läfst: | 


Setzt man in der Gleichung (7.) k = 5 €, wo a eine ganze Zahl ist, so ist 


(2) =(e—1)a-+ (u). Aber vermöge der Gleichung (8.) ist 


(4) — c. a. 
Mithin findet man, wenn man substituirt und durch g dividirt: 


(T) o 


Die Gleichung (8.) findet daher für alle positiven und rationalen Werthe 

von g Statt. Gesetzt nun, / sey = —k, so geht die Gleichung (7.) in 
: e (À) + 46’—k) = a + $(0) 
über. Hieraus folgt, wenn man k = o setzt: 
((0) = a, und folglich «(— k) = 2a — 4(k). 

Ist aber & rational und positiv, so erhält man 
| 6(k) — c. k +, also «(— hk) 2 —ck + a. 

Die Gleichung 

9. «(k)zc.k-ra 
findet also allgemein für alle rationalen Werthe von k, und folglich, nach dem 
Lehrsatze (V.), für alle reellen Werthe von k, Statt. 
— ^ Nun ist 6(k) = Wk, k° HT) und a = 2inx+ wo, k') + sb (o, 7); 
setzt man also c = s(k', /'), so erhält man 
ab(k, k! + L1) = o(k', D). k + 2mm + (0, k') + woo, 7). 
das es ci sich, wenn man k = o setzt, | 
ab (o, k' +2) = 2mr+ yo k°) + ^b (o, i'). 

Da diese Gleichung dieselbe Form hat, wie die Gleichung (7.), so wird sie 

auf dieselbe Weise: 
ab(o,k') 28 .k' —2mz 
‘geben, wo B' eine von k' unabhängige Grölse ist. 
41" 





CRC ee 
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Setzt man /' an die Stelle von &', so erhält man ab(o, 7) = — 2mm + fl’. 

Substituirt man diese Werthe von ab (o, k^) und ab (o, 7) in die Gleichung (10.), 
so ergiebt sich 

Wh ki -- D) = (D). k + 8 (E +7) —2mz. 
Hieraus sieht man, dafs ¢(k*, 7) eine Function von k* + list. Bezeichnet man 
sie durch F(k* + 7'), so ist 1 
ab (E, ki -- PD) 2 FC AT) A+ BK’ --7D—2mz, 
und folglich, wenn man 7' = o setzt, 
ab (k, kh’) = Fk’). k + 8 k. —2m. 
Exwagt man, dafs pea | 
bo == 2m; 
so giebt die obige Gleichung 
FR +E) kt Bh (R48) —2mr=2mxt¢ E(k’) AAG k —2mz4L —2mm, 
das heifst: 
E(k +7) = FE. 
Setzt man also k' — 0, so ist F(Z) = F(0) = B= Fk ) Der Werth von 
vb (k, k') geht also VAM in 
oo e). k + 8. = me x 

über, wo # und " zwei Constanten sind. Dieser Werth von ap (k, k^) wird in 
der That der Gleichung (5.) in seiner ganzen Allgemeinheit Genüge leisten, wie 
leicht zu sehen. 


Jetzt wollen wir die Gleichung 


JE LIF "e T) = fs IP) J.T) 
untersuchen. Da f(k, k') immer eine positive Grófse ist, so kann man immer 
setzen : 


fk, I) = ef^, 
wo F(k, k’) eine reelle, bestándige Function von k und k' bedeutet. Substituirt 
man, und nimmt die Logarithmen der beiden Glieder, so findet man 
Fk+l,2"+T)=F(kk)+-F(lT). 
Da diese Gleichung mit der Gleichung (5.) übereinstimmt, wenn man F statt 
w, und 0 statt m setzt, so giebt sie, vermöge der Gleichung (11.): 
12. F(k, kj) ao kes kK, 

wo d und 6", eben wie (9 und f", zwei von k und k' unabhängige Grófsen sind. 
Die Function /(k, k') geht also in 


Stk, k') x, eet + STKE 
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über. Nachdem auf diese Weise die Functionen ^p (k, k') und ap (k, 4*) 


gefunden worden, hat man, vermóge der Gleichung (3'.) 
13. p(k E Y — 1) = e [cos(Bk + B' E) 4- Y — 1 . sin(Bk + fk), 
worin noch die Grófsen d, ó', a, A‘, die nur Functionen von o und œ seyn 
kónnen, gefunden werden müssen. j 
Es ist 
gp (k—k' Y—1)—p--qY-—1, 
wo p und g durch die Gleichungen (2.) gegeben sind.  Sondert man die reellen 


Grôfsen von den imaginairen ab, so ist: 
a OA cos(Bk+ BI?) =14+h,acoss, +h, o cost, +... +h, a". cos, T u.s. W., 
de sn(Bk--B'k')- hasine, +, a° sins, +... T, af. sine, + u.s. w. 


Wir wollen nun zuerst den Fall betrachten, wo m reell, d. h., wo k” = 0 ist. 
Alsdann gehen die Ausdrücke (12.) in 
(9 cos Bent cos a cos 2g u, 1 


k.(k—4 k.(k 
a em 1) 2 snap 2) a sin 3q4 u.s. w.=6(a) 


über, Um d und f zu finden, setze man k = 1, so erhält man: 


a cos qt u. s. Ww. f(a), 





aes. 
e sin Bk= grasinp+ 


& cos [| = 1 + a cos q; e° sin p — a sin q. 
Hieraus folet: 
4 
e? = (1 + 2a cos p + a^), 


1 + 1 
cos D = — zu OPER i, sin 2 = ——" 1, 
(1 + 2a cos q + a’)* : (1 + 2a cos p + a”) 
a SIN gp 
t ee ED ML TE LR 
des 1 + & cos qp 


Die letzte dieser Gleichungen giebt, wenn man durch s den kleinsten aller Werthe 


q . , . . TEN 
von ß bezeichnet, welcher ihr genug thut, und welcher immer zwischen — 5 


und 5 liegen wird, 
B=s+ur, 
wo 4 eine ganze positive oder negative Zahl ist. 
Daher gehen die Gleichungen (15.) in 
f(a) =e". cos k(s + ux) = e . cos ks.cos kun —e 
(a) = e . sin k(s + um) = e . sin ks. cos kun + e(F . cos ks .cos kur 
über. Aus diesen Gleichungen folet: 


$& sinks .sin um, 
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cos kun = e7" (Ca) .cosks-+ ¢(a). sin ks), 
sin kun = e (4(a) . cos ks + f(a) . sin ks). 
Aber nach dem Lehrsatz (IV.) sind ¢(a) und f(a) stetige Functionen von 
a, es müssen also cos kur und sin kur die nemlichen Werthe für alle 
Werthe von « behalten. Daher ist es, um sie zu finden, hinreichend, @ einen 
beliebigen Werth beizulegen. Es sey a gleich 0, so erhält man, wenn man 
erwägt, dafs alsdann e=1,f(a)=1, (a) = 0, s= Oist: | 
cos k,um — 1, sin kur = 0. 
Substituirt man diese VVerthe in die Ausdrücke von f(a) und ¢(a), und erinnert 


sich, dafs e° = (1 + 2a cos p + a*)* ist, so erhalt man: 
k 





k “u 

f(a) =(! + 2a cos p + a^). .cosks; Kda)=(1+20cosp-+ a^) . sin ks. 
Die Ausdrücke (15.) gehen also schliefslich über in: | 
k. oer hes te 

pre yee stat ceret ( D a cos de er ET ER 

1 1 [i Rouge MR ‘ 
= (1 + 2a cos p + a^) . cos ks, 

k — k.(k— — 

<a sin p + = 2 Das sin 2p + = CNED EN sin 39 + usw. 


t 
= (1 + 2a cos p + a). sin ks, 


: . T T te . . 
wo s eine zwischen — + und + - enthaltene Grófse ist, welche der Gleichung 


SANS TS Mr didi Y 
1i-r2acosq 
genugthut. 

Die Ausdrücke (16.) sind zuerst von Cauchy in der oben angeführten Schrift 
aufgestellt worden. 

Die Grófse « ist hier kleiner als 1 angenommen. ‘Weiter unten wird sich 
zeigen, dafs auch a = 1 seyn kann, wenn die Gróüfse k einen angemessenen 
Werth bekommt. 

In dem Vorhergehenden haben wir die Grófsen ó und B gefunden. Jetzt 
wollen wir zeigen, wie sich die beiden anderen unbekannten Grófsen ó* und £' 
finden lassen. Setzt man zu dem Ende in (15.) k = 0 und k*= n, so erhält man 

e^" . cos (B' n) = 1 +h, a cos à, +, a cos 4, + u. s. w., 


ófn , 1 . h: . 
€ ^, sin. (Bon) = À, € sin 6, +A a^ sine, + u. s. w., 





À ee oid cd. à Ow i= uo dy. Fy + SEN ya 


AL 1 2 3 4 


ist, und ó,, und y, durch die Gleichungen 


1 
6,=((=4) + (à). cos Vende sin (dor 


bestimmt sind. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende: 


e?" . cos (B' n) — 1 


——————— = — . @ cos 8, + — a’ cos 4 oe ds 
n n n " 

ót!n . 1 

e ”. sin n 3 ; A i 

e^. sn (B n) == 1, . sn + — a” SID EST Fe 
n 1 n 2 


Man hat aber, unter der Voraussetzung, dafs n positiv ist: A == ó, = n, 


í Pre. . 
also —— — 4, . 0, .... . dy, folglich 
$!n t 
e cos (8n) — 1 $t 3 

D ——— — à cos #, + Ó,« cos 8, + Ó,Ó, 4 cos e, +...... : 
ö!n E 1 

e .ınpn : | ; 
crap a sin &, + Ja" sin 6, + ó Ó a SIN 6, wee... 


n 

Diese Reihen convergiren für jeden Werth von n, Null mitbegriffen, wie 

aus dem Lehrsatze (IL) leicht zu sehen. Läfst man daher 7 sich der Grenze 

_ Null nähern, und erwägt, dafs die Reihen, nach dem Lehrsatze (V.), stetige Fun- 
ctionen sind, so erhált man 


Y * 
Ó' =a cos t; + 0, . a" cos 4; + Éd à cos 6 + ...... ; 
B' — « sin &; + Ó; . à sin # + dia sin 6 H- ...... 
O'R I ó'n . at 
: Re €  .cos(D n)— 1 e .sin (5 n 
wo ó* und ß* die Grenzen der Grüfsen conso (fée) À und e" "sin(p n) 
n n 


sind. #' 4 ist die Grenze von +, und ó" « diejenige von du. Nun ist, zufolge 


des Ausdrucks von du, d'u = oc also cos y, = — 1; sny,= 0 


- (wenn 4 > 1), folglich: / 
cos (4) = cos (up + y, d- y, +... YA) = — sin (ug). (— 1)", 
sin (45) — sin (uq 4- y, +y, +...... yg) = — cos (ug) . (— 1)" 


wenn man erwägt, dafs zufolge der Gleichung 
ny — 4 — ó,(cos y, + Y —1 . sin y,), 
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cos y, = 0, sin y, = 1 ist. Folglich werden die Werthe von ß' und 6" fol- 
gende seyn: | 

ges Cor cos p — ta? cos 29 -- la? cos 3 —...... Sh 

ó' =+(a.sin 9 — $a. sin 29 + ha’ sin 3 — ...... ). 


Auf diese Weise sind nun die Grófsen 3* und &* durch unendliche Reihen 
gefunden. Man kann sie aber auch in endlicher Gestalt ausdrücken. Denn-aus 
den Gleichungen (15.) folet 


6% 
€ .cos Bk—1 _ E 1s (k—1) (k—2) 3 
A 
e^ . sin Bk ki ln. 2) 3 
—— __ — STS El 2 e*t 
T a sin p+ Ta sin 2p+ EWR. œ sin 3g + 


Hieraus folet, wenn man X sich Null nähern läfst: 
3 





a” a 
= a COS p — — cos 29 + — cos 3g — u. s. W. 

2 3 

17. a? o? 
B = «sin p— j sin 29-7 sin 3g — u. s. W., 


folglich 
B -T-4,ó0 =—R. 
Die Ausdrücke (14.) gehen also in 
14%, a.cos 6+ a cosé,+....+h, a" cos JUR el cos (Bk -- ók) =p, 





18. . . Ao? 64 = 341 » , 
Na sın 6, +," sin 6, tee thy SIN 6, t ....—e sin (Bk+dk')=9, 
i =} ), B=! ssim y. 
über, wo ó = 5 log (1+2a cos p+a’), A = Arc. tang G Tg und 
da nun die Summe der gegebenen Reihe = p + g Y — 1 ist, so hat man 
oen 1 . — RJ ow onda Ua 
(UBL p Eum ir... EUR D M por 
1 1 5 1: 2, COTES: A | 


= 054 af {obs (Blick A EN EU sin (B k + dk')|. 
Nun ist m =k+ k Y — 4, x = a(cos p+ V — 1 .sin p) —a-- ó Y — 1, 
also a, — Y a* 4- ^, a cos @ — a, a sin p — 5, 


ó = ilog(1--2a-2- a 24-5) =} log (Ct + a) + 4°), B — Arc.tang (1 
Substituirt man, und setzt mn statt k, und n statt K', so verwandelt sich dm ce 


Ausdruck in: 





19. 
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usse ee fe py Saad ee ae UT ay 
(mn = m—itny — m— ec 
3E ay —1)( Rd 1)( nr vV— Sy erede mp ees TL 


HUY lax, 1)(n-2+ny —1 € 
a Soup ee E ^ nf D esten = Yardy C1)" u.s w. 


A mt te)4 My. g^ Are "ape tme( I)e: 1 1nlog( (1 +0)24 ij) 
Ry ot nr Arc. tang 32 log (ad cote) 


Dieser Ausdruck findet, wie wir sahen, ebensowohl als ( 18.), für jeden Werth 
. von a — Y a’ + 0’, der kleiner als 1 ist, Statt. 
Setzt man z. B. 6 = 0, n = 0, so hat man den Ausdruck 








m Sy ee 1) > 
m ION a7 TES po = ({ + a)”, 
von welchem wir weiter unten Gebrauch machen werden. 
| IV. 


In dem Vorhergehenden wurde die Summe der gegebenen Reihe für die 
Fälle, wenn «a = Y a! + 0 kleiner als 1 ist, gefunden. Es bleibt noch der 
Fall zu untersuchen übrig, wenn jene Grófse gleich 1 ist. 

Aus dem Lehrsatze (IV.) folgte, dafs, weñn man a der Grenze 1 unendlich 
sich nähern läfst, die Reihe 


zu gleicher Zeit der Grenze ¢, +6, +, +...... sich nähert, sobald nur die 
letztere Reihe convergent ist. Läfst man daher in den Ausdrücken a der Einheit 
sich nähern, so hat man: 
+, cose, + À, cost, d... -- À, 0084, +... = g^ cos(B k+ 5k) 
+, sine, + À, sind, +... + Ay sin e, 4... = et BMY inh bed x, 
wo d, und f, die Grenzen der Grófsen d und £ sind, vorausgesetzt, dals die in 
dicito Gleichungen enthaltenen Reihen convergiren. | 

Es ist aber klar, dafs 3 log (2 + 2 cos 9) die Grenze von ó, und 

à sin cos sin 
Arc. tang. es = Arc. tang en 
Grenze von ß ist, folglich ist 

22, ob, = 3% log (2-+2 cos y), B, = Arc. tang (tang $9). 

Es bleibt also nur zu untersuchen übrig, in welchen Fállen die Reihen con- 

vergent sind. Zu dem Ende wollen wir drei Fálle unterscheiden: wenn & — — 1 
I. 42 


21. 


= Arc. tang (tang ! 3 L cp) die 
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ist, oder zwischen — 4 und — co liegt; wenn & zwischen 0 und + © liegt, und 
wenn & zwischen 0 und — 1 eingeschlossen ist. 
Erster Fall, wenn k = —1 ist, oder zwischen — 1 und — © liegt. 


Es ist 1 » i 
eR 
=(£*4) + C). 


Setzt man also k = — 1 — 7, so st 
/n + u\° kN? N£ 
TE (C5 + C) ; 
Hieraus ist zu sehen, dafs d, immer grölser ist, als 4. 

Man hat aber A, — 0,.6,.0, ...... ó, , also wird A, für stets wachsende 
Werthe von 4, nicht gegen 0 hin convergiren, und folglich sind die Reihen (21.), 
vermóge des Lehrsatzes (I.), divergent. 

Zweiter Fall, wenn k positiv ist. 


Gesetzt, c sei eine positive Grófse, kleiner als k, so hat man 
(u — k — 4 4- c) = (u—k— 1)” + 2c (e —k—1) c, 





also 
(u — k — 1) +k? — (uk ir +k? —c—2c(u — k— 1) 


Setzt man 
12 


2c , 
so folet, dafs zugleich k^ — c* — 2c (u — k — 1) negativ, his MER: 
(4 — k — 1)! + — (u — k — 4 +0), 


a>kri—ic+ 


; LUF 2M 
$e SE p qe. c 
m 


ist. Setzt man in der Gleichung (20.) a = e m — — n, so ist 
(4 


(+) 1-24 1 


1 | 2 e mg ES We 
n  n.(n--1) 1 en 
— { — — DS ee ne — 
| ALT. 2 er 3 (1 — xU +. U.S. w. 


Daher ist, wenn man n = 1 + k — c setzt, wie leicht zu we 


-1-A+c Nr 
« 
folglich 
4+4-c 2 
n ks 
“hie Cae, ,Wwourkbt—to+ (9) 


Abel, Untersuchungen über die Reihe 1 + Ts + E 2. 33l 


also 
+m MUT 
etu QA ud ; WO AR > O ist. 
Setzt man, der Reihe nach, p = 0, 1, 2, 3...... #, und multplicirt die Resultate 
mit einander, so erhält man: ! 


hoc 
Oe ti TT 
eti O42 ARTS IT I m) , 


also, da Aw 2 = 0 Suit ore ó te Mute ee TO Nd derer) ; 


folelich, wenn man u — 0, 1,2, ....... a setzt, 


4+4-e 
Ne is 9. + hu <d,.0, 0 ó, .(@ + 1) Tas Mte 


1 1 
me ni meas PE M of 
(o + 2)! *^7* (o + u + aa | 
Setzt man aber in dem Ausdruck (20.) a = — AA AR m= —k +e, so 
etuti 
hat man 
1 ort Esa k—oO(k— 
(1 — ——) Ent A bn Le ea OO ae GO D AH de 
etut i etutti 1.2.(e+t u - 1) 
folelich ist, wenn man sich erinnert, dafs k > c; 
( e+ u you fem Ge 
otuti Quai 
Daraus folgt, wenn man mit (4 — a (o ie ww + 1)*°° dividirt: 
Bet, RAS UE SW , 
(+ u + tke NET a: = (pru 17 
Dieses giebt, wenn man u = 0, OHR. a setzt, und addirt: 
| qe 1 1 


(o Tu [y ue + Cee D) TEE 


EUM EMINENS T KO 
io [= rar] Ace ob 
Hieraus folgt, dafs | 

(0 ip 4)! +4-0c 
* (k — c) GS. 
welchen Werth auch & haben mag. Daher wird die Reihe 14+ X, 4- ^, 47 X, +... 
deren Glieder sämmtlich positiv sind, conyergiren, und folglich werden auch 


| die Reihen 








À, HA Ree + hu 0,0,0, er een ó 
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1 -- X, cos 6, + À, cos 8, d- ...... "d tos b e SER. 
sine H- À, sin 6, +... Tu sin du ses was ; 


nach dem Lehrsatze (IL), convergent seyn. 

Dritter Fall, wenn k gleich 0 ist, oder zwischen Null und 
— 1 liegt. 

In diesem Falle werden die obigen Reihen convergent seyn, für jeden 
Werth von k, so lange nicht = (2n + 1) ist. 

Dieses läfst sich, wie folgt, zeigen: 

Es sei m — k -- k! Y — 1, x = cos p -- Y — 1. sin p, und 1 + m,x 
HN T +mx #:..... + ma" = p.. Durch Multiplication mit 1 + 
erhalt man | 
1+(m T-1)o 4 (mm )a^4 (m, + m); 9... (mit n, )a" m," * —p (1-2). 
Wie bekannt, ist aber 


7h, A- 1 — (m -- 1),, m, 4- m, — (m+ 1),, ...... m, +n _, = (m 4r 1),_,, 
also, wenn man substituirt: 
1+ (m+1) x 27 (m4 1), a +... + (m 4- 1), =" — — m, a" + p (1 + 2). 


Setzt man nun n — ©, so ist das erste Glied dieser Gleichung, nach dem vorher. 
gehenden Falle, eine convergente Reihe.  Bezeichnet man sie durch s, so ist 
=p, (1 + x) — m, [cos (n+ 1)  4- Y —1 . sin (n+ 1) y], 
wo n unendlich grofs ist. Nun läfst sich, wie in dem zweiten Falle, beweisen, 
dafs m, = 0 ist, für n — 20. Man hat also 
s — p (1 -- 2), wo p — 1 4- m,x -- m,a* + u. s. w. in inf. 
Diese Gleichung giebt, wenn nicht 2 + 1 = 0: 
| ean 
1x 
Die Reihe p ist also alsdann convergent, und mithin sind es auch die obigen 
Reihen. 
Ist 2 +1 — 0, so ist | 
{+cosp+tV¥—1.sing=0, also sin p — 0, 1 + cos p = 0, 
d. h., p = (2n+ 1) x, wo n eine ganze, positive oder negative Zahl ist. Folglich 
sind die in Rede stehenden Reihen, für jeden Werth von 4 zwischen 0 und — 1, 
COnvergengr so lange nicht p == (2n + 1) x. 2 
Ist p = (2n + 1) x: so sind die Reihen nothwendig divergent, 
denn waren sie alsdann convergent, so hätten sie zur Summe die Grenzen der . 
Functionen 


TEST cos (kd, + k'd) 4- Y — 1. sin dii +k'd)], « 
wenn man o gegen Null hin convergiren läfst, und q = (2n + 1)x setzt: 
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Es ist aber:- 
8 — log (1 + 2a cos p+ a°), d = arc. t shade 1: 45.4) 
2108 ( = een: Gas cos =) 

folglich für p = 2nx + 1, 
| | ó —log(1—2a), d = 0. 
Die in Rede stehende Function geht also in 

(1 — [cos (A log (1 —a)) +V—1. sin (k log (1 — a))] 
über. Da aber k = 0 oder negativ ist, so ist klar, dafs diese Function, wenn 
man a sich O nähern làíst, keine endliche und bestimmte Grenze hat. Die 
Reihen sind also divergent. 


Aus dem Vorbergehenden folgt also, dafs die Reihen (21.) für jeden 
Werth von g Statt finden, wenn k positiv ist, und für jeden Werth von 
g, für welchen nicht sin 3p Null ist, wenn. k zwischen — 1 und + 0 liegt, 
was sonst auch der Werth von k' seyn mag. In jedem anderen Falle sind die 
Reihen divergent. In dem Falle, welchen wir untersuchen, geht die allgemeine 
Reihe (19.), wenn man 6° + a? — 1, d.h. à — V 1 — a setzt, über in: 





v — yn e 
iE xi V ar yg. ponens 1)(m re uiuit Do d cr ny 
— 1)(m—1--n Y —1) (m— T T 
APE een ae jt dd 
23. 
jid ge yaarz 
aa). Mi | ^ (mArc tung) 1-1 nlog (2+ 2 a)) 


-- Y —1.sin (m Arc. tang — + in log (2 + 2]. 


Folgendes ist eine Uebersicht der bisherigen Resultate: 
1. Wenn die Reihe: 


re ia he o fn DOE a CMM v», (a+bY — 1)*--u. s. w. 
HNIC ENIM ci ce 


convergirt, so ist ihre Summe: 
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Re nb: ay A 5e à e Arc. tang Gap. (ee tang(- Lj log ((14-2)* TU )) 
b 
-4- Y — 4 .sin (» Arc. tang oL E IM ; log (a + a)! + py 


II. Die Reihe ist convergent für jeden Werth von m und n, wenn die 
Grófse Y a? + 6° kleiner ist als Eins. Ist Y a? + à? der Einheit gleich, so ist 
die Reihe convergent für jeden Werth von mn, zwischen — 1 und + co, insofern 
nicht zugleich a = — 1 ist. Ist a=— 1, so mufs m positiv seyn. In jedem 
anderen Falle ist die gegebene Reihe divergent. 


DE 
hcl 








Als besondere Falle mufs man unterscheiden : 


A. Wennn = 0. 


Alsdann ist: 


1+ (a+ VTT) + ED at LY ay + 








2, ^E b bo 
=(({-+2) +0") [ome a) | 


Dieser Ausdruck giebt, wenn man a = a cos q und 6 = a sin q setzt, und die 


+Y —1.sin (m Arc.tang 


reellen Glieder von den imaginairen absondert: 


er 
1 





2\2 
cos 20--u. s. w. —(1 4-24 cos 0 4-«^) * cos(mAre. nir Sons) 
MN 2) gi 


m. ; 9 Vt 9 2 ( NL. sin 9 
| ra sing} s Ze” sin 29 4-u. s. w. —(1-4- 22 cos Q-«^) ? sin( m Arc. «tang, cose): 
B. Wenn à = 
In diesem Falle geht der allgemeine Ausdruck in folgenden über: 
Dc + ee ig Gin 1) m —1 nal Vier. it) 
26. ; 
—(1-4-a)". [ cos [7 log (1 + a)] + Y — 1 . sin [n log (1 + a] 
Gt Wenn! mo DE 


ae unnm ) 


29: 





Bini t. + u. s. w. 


Alsdann ist: 

m.(m—1) 4,.m.(m—1)(m — 2) 
DOT 5o ADEM HITS SS 

Dieser Ausdruck findet für jeden Werth von zn Statt, wenn dan Zahlenwerth 

von a kleiner ist, als 1; ferner für jeden Werth von zn, zwischen — 1 und + co, 

wenn a — List, und für jeden positiven Werth von zn, wenn 2 = — 1 ist. 

Für andere Werthe yon a und m ist das erste Glied eine divergente Reihe. 


21. 14-7 .0+ at... ‚=(1+a)”. 
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Setzt man z. B. a — -- 1, a — — 1, so in man 


m .(m — 1) 


4+ — — — US Woo... = 27, 


m 
:i IUS 
qma mm a ey Pls MAE e 0; 
Die erste Gleichung gilt für jeden Werth von m, zwischen — 1 und + co, und 
die zweite für jeden positiven VVerth von 7n. 

D. wenn Y a? 4- 6° +b zi (a — cos q, eatin, 
Alsdann ist 


NA PN ar u en S DEP ai —1)ru.s.w. 


1 
i) 1 


-a 


ms -nArc.tang erg: 
= (2+2a)°.e Zr [ m. Me eV ia Ae Tg 7 log (2+ 2 a) | 


4- Y — 1. sin [». Arc. m pron no DEPTH = + 7 log (2 + -20)] | 


Setzt man hierin 2 = cos g, so erhält man: 


Liste fe 1 (coset = a de oM SEMEN 





29. = (2-l-2 cos i. e FAR ex). | ^ [v (0 — ex) + 5 log (2-+- 2 cos e) 


y —1.sin [ m (o — e7) +5 log (2+ 2 cos 9] | 


, s 1—a 1 — cos p 

enn man nemlich erwiet, daf: s | er — Arc. Ra 1E 

Ww | wagt, dals Arc. tang TL Arc. tang SEO 
| : c m 

= Arc. tang 39 — 49 — oz, vorausgesetzt, dafs 3p zwischen gsm und o7 + 5 liegt. 


E. Wenn V¥ a^ +l? — 1, a=cos p, b=sing, n — 0. 
. In diesem Falle giebt der Aue 


14 cose + —1- sing)4-7— =" (cos2e- Y I. -sin2?)--us.w. von? = gr-2 


NY ARE OMEN bis £ = er42, 


gder, wenn man die reellen Theile von den imaginairen trennt: 





30. 








= m 
147 cos ae we D cos20 tu. S.W.* «m 2056)" cosm(2-gr) von? =er-5 

DE m 
+7 sin ¢ + cE Sx sin 2 9 4-u. s. w.*:—(24-2cos 9)” sin m($~er) bis = er +z. 


oe eee 
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F. Wenna=0, 5 = tang p. 


In diesem Falle erhält man, wenn g zwischen + = und — n liegt: 


ed ER nt 7 "m 
" 1 TEL fango $ consec FOE Y 1)? --u. S.W. 
3 
= (cos?) " er? | cos (mp —nlog cos ?) + N sin (mp —n log cos e) |: 
V. 

Es lassen sich aus den obigen Ausdrücken, durch schickliche Verwandlungen, 
noch eine Menge anderer ableiten, worunter sehr merkwürdige. Wir wollen 
einige davon entwickeln. Für das weitere Detail möge man die oben angeführte 
Schrift von Cauchy nachlesen. 


A. 
Summirung der Reihen: | 
a cos p — 1 4^ cos2p+43a cos 8g — ..... hs 
asing—ia sn2p-+ia sn3g—.....: 


Wenn o grófser als Ems ist, so sind diese Reihen, wie leicht zu sehen, 
divergent. lsto kleiner als Eins, so sind sie, wie wir oben sahen, convergent, 
und ihre Summen sind die Grófsen (9 und d des ($. IIL), d. h. es ist, wenn man 
für ß und d ihre, durch die Gleichung (18.) ERART WVerthe setzt: 

i log (1 +20 cos p + a?) — a COS P— F n cos 2 p -+ia COS d p — u.s. w., 


2 a sin 
| aie (a aed 


) — a sing—ja sin 29 -- 4a’ sn 3p — ws. w. 
Um die Summen der Reihen zu erhalten, wenn a = + 1 oder — 1, darf 


man nur & gegen seine Grenzen hin convergiren lassen. 


Der erste Ausdruck giebt auf diese Weise: 

1log (2 + 2cos p) = cos q — $cos 2p + 5cos 39 — u. s. Wess 

| log (2 — 2cos g) =—cos gp — $cos 2g — $cos 3p — u. s. w., 
und zwar sobald die Reihen auf der rechten Seite der Gleichungen convergent 
sind, welches, zufolge Lehrsatz (IL), für Jeden Werth von q der Fall ist, ausge- 
nommen für q = (24 + 1) x im ersten Ausdruck, und für p = 27 im zwei- 
ten, wo y eine beliebige ganze, positive oder negative Zahl bezeichnet. 





Die zweite Formel giebt, wenn man g zwischen x und — x voraussetzt, und 
erwägt, dafs alsdann: 


Arc. tang (en — Arc. tang are lg) = ig 
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von p — +7 
bis g*= — x) 
Ist p = x oder = — x, so reducirt sich die Reihe, wie man siehet, auf Null. 

Hieraus folgt, dafs die Function: 

sin 9 — 3 sin 29 + 3 sin 35 — u. S. W. 

die ea dide Eigenschaft hat, für em Werthe @ = x und p= — x unstetig 
zu seyn. Und in der That, wenn g = = x, so ist die Function = 0. Wenn im 
Gegentheil p = Æ (w— a), wo a positiy und kleiner als 4 ist, so ist der Werth 
der Function 


35. sp = sin p — 1 sin 29 + ssn 3p—...... ( 


Te. d 
Ora) 
‚Der Ausdruck (33.) enthält als besonderen Fall folgenden: 
36. Arc. tang (a) — a — ja’ -- 1o! —....., U. S. W. 


7 
welchen man findet, wenn man g = 5 setzt. 


Dieser Ausdruck wird für jeden Werth von « gelten, yon — 4 bis + 1, 


die Grenzen mit inbegriffen. 
B. 


 Entwickelung von cos mg und sin mg, nach den Potenzen 
von tang 9. | 
Man kann diese Entwickelung aus dem Ausdruck (32.) bien Setzt 
man nemlich n = 0, und trennt die reellen Theile yon den imaginairen, so erhält 
man, nachdem mit (cos q)"- multiplicirt worden: 
cos me—(cose)"(1 diia: ED ange) RD 0072 (m—3 Dm (tang) - ve) 


37, {sin m — (cose)"(m (tang 9) — "E & = 2) (ang 03 


m:(m—1)(m—2 — 3 AY 
a mon 2€ ; ma 1e RESTE ds! ) 
von g = : bis p = — zs und diese Gleichungen xin Statt für jeden Werth 
von m, wenn tang g kleiner ist als 1. Ist tang qp = Æ 1, so gelten sie nur für - 


ein positives zn, zwischen — 1 und + oo. 





Sie sind aiam. di 


cos(m-7)= 9 (eme Heer 1) 


ee mens aN 
Dp | 43 
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1.2 
C. 
Entwickelung von (cos z)" und (sin x)" in Reihen der Cosinus 
und Sinus vielfacher Bogen geordnet. 


In der neuesten Zeit haben sich mehrere Analysten mit der Entwickelung 
von (cos a)" und (sin x)" beschäftigt. Bis jetzt sind aber alle Bemühungen, wenn 
ich nicht irre, ohne Erfolg geblieben. Man ist freilich zu Ausdrücken gelangt, 
welche unter gewissen Einschränkungen richtig sind, sie sind aber nicht hinrei- 
chend strenge begründet worden. 


Man kann sie sehr einfach aus den hier oben bewiesenen Ausdrücken 
herleiten. 


Addirt man nemlich die beiden Gleichungen (31.), nachdem man die erste 
mit Cos a, die zweite mit sin « multiplicirt hat, so erhält man: 


T m (m — 1) 


cos a + 7 cos (a — y) + — cos (a — 29) +. 


Aa ud 
d x | 
= (2+ 2 cos 9)? . cos (a — 77 -- mex) 


nn, T 
(von 9 = ex — 5 bis p = ex + 5). 


2 
Da nun 2 + 2 cos p = 4 (cos T) , so erhält man, wenn man q = 2x setzt: 


= 

| org | vonz=2er- s 

cos 247.008 (a-2x) FRE D cos (a—Áz)4----— (2c0s 2)" X cos («-mr+2me) if 
bis r= =2ert5 

3) | | voar= Dent 5 ~ 


coset cos(a-22) 7 Moose) | .— =(-2 cosz)"cos(«-mam(2 e+1)) 


bis r= Dee x 


| | T T UB 
Setzt man 1, a = ma; 2,0, — ma 7; 3, re emi 4, a, = my; so ist: 





1, (2 c052)?.c082 me —cosma ^ cos (m-2) 2 cos (m-4) rte vonz—2es-7 
2, (2cos x)".sin 2mer—sin ma^ sin (m-2) x ge ian (m -4) z t| bis z—2 Ed 


9, Q sin z)"-cosm(2et$)r— eoema-zcos(n-2) r£ conf) vonz—%r 


4, (2sin z)"-sin m (2e+2)«==sin mz — T sin (m-2)z PD sin (n Xu f bisz—(22e-1)z 
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:Qn-1) 


iyi cos (7-4) #4. -| vonz-(2et2)« 





5, (-2cosx)". cosm (2eH1)>=eoemst cos (m-2)e 








6, (-2cosz)".sin m (2e+1)r=sin mzi7sin (m-2)+7, mm Pen (m-4)2 + [ bisz—- (2012) 
1, (-2sinz)™-cosm(2¢+3)*==cos mz cos(m-2)z4— e Dann von z-—(2get1)z 
m 





8, (-2sin.z)"-sinm(2 22) —sinmr- "sin (m- 2)r+7 1 ~~) sin (m-4)s---- bis r=(2¢42) a 


Diese Ausdrücke gelten für jeden Werth von x, wenn m positiv ist. Liegt 
m zwischen — 1 und 0, so mufs man 1) unter den Werthen von x in den For- 


meln (1), (2), (5), (6), die Werthe x = 297 — 5 und x = 29x +5, 2) in 
den Formeln (3), (4), (7), (8), die Werthe 2 = 29x und a = (29 + 1)x 


ausnehmen. 
In jedem anderen Falle sind die in Rede stehenden Reihen convergent. 

Als Besondere Falle kann man folgende beide betrachten: 
m . (m — 1) 
a UP. 
m.(m— 
Be 


(cos x)? = cos mx + T cos (m — 2) a+ 
: ; Ty 
O= sin ma - 7. sin (m — 2) x + na. 


Du: TR ‘41 T 
(von a = — > isa m). 


del 
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Einige Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung. 
(Von Herrn Hachette.) 


Zusatz zu des Verfassers T'raité de géométrie descriptive. Paris, 1822. 





4: Von den fünf Flächen der zweiten Ordnung, welche wir Ellipsoid, Hyper- 
boloïd mit einer Schale (à une nappe), Hyperboloid mit zwei Schalen ‚- ellipti- 
sches Paraboloid, und hyperbolisches Paraboloid genannt haben, besitzen die 
zweite und fünfte die characteristische Eigenschaft, dafs sie auf zweierlei Art 


von einer beweglichen geraden Linie, welche sich auf drei andere beliebige gerade 
Ag 
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Linien lehnt, die dieser oder jener Erzeugungsart entsprechen, hervorgebracht 
werden kónnen. Der allgemeinste Fall ist, wenn die drei bestimmenden geraden 


‘Linien der Bedingung allein unterworfen sind, dafs sie sich nicht schneiden; 
kommt aber zu dieser Bedingung noch die zweite hinzu, dafs sie mit einer und 
derselben Ebene parallel seyn sollen, so erzeugt die bewegliche gerade Linie nicht 
mehr das Hyberboloid mit einer Schale, sondern das hyperbolische Paraboloid. 
Im 128sten Art. des ,, Zraité de Géométrie descriptive; S. 71, ist bewiesen wor- 
den, dafs diese letztere Fläche auf doppelte Weise, als von einer geraden Linie 
erzeugt, betrachtet werden kénne, wenn man sie als den geometrischen Ort einer 
geraden Linie ansiehet, welche sich parallel mit einer gegebenen Ebene bewegt, 
und an zwei gerade Linien anlehnt, die auf irgend eine Weise gegen jene Ebene 
legen. Wir haben ferner gezeigt, dafs wenn man die bewegliche gerade Linie 
in drei bestimmten Lagen betrachtet, und die drei geraden Linien, welche diesen 
Lagen entsprechen, als die bestimmenden Bahnen einer zweiten, beweglichen 
geraden Linie betrachtet, dafs jalsdann diese letztere in allen Lagen mit einer 
zweiten Ebene parallel ist, und wiederum die nemliche Fläche erzeugt, wie 
die erste bewegliche gerade Linie. Der Zweck dieses Zusatzes ist, zu zeigen, 
wie sich die Eigenschaft der doppelten Erzeugbarkeit durch eine gerade Linie, 
sowohl für das Hyberboloid mit einer Schale, als für das hyperbolische Parabo- 
loid, aus einigen einfachen Sätzen ergiebt, welche ich meinen , Elémens de 
Geometrie à trois dimensions" hinzufügen zu müssen glaube. 3 


Erster Satz. 


2. Wenn drei beliebige gerade Linien im Raume gegeben sind, die sich 
nirgend schneiden, so giebt es nur ein Parallelepipedum, von welchem drei 
Kanten die nemliche Richtung haben, wie die drei gegebenen geraden Linien. 

Beweis. Die drei geraden Linien im Raume, von denen gegeben ist, dafs 
sie sich nicht schneiden, seyen A, B, C. Bekanntlich ist die Lage einer Ebene be- 
stimmt, wenn man weils, dafs sie mit zwei geraden Linien parallel ist. Daraus folgt: 

1) Dafs man durch' einen beliebigen Punct im Raume drei Ebenen legen 
kann, welche resp. den Linien-Paaren (A, B), (B, C) und (C, A) parallel sind; 

2) dafs man durch irgend eine der drei geraden Linien, 4, B, C, z. B. 
durch 4, zwei Ebenen legen kann, deren eine mit der Geraden B, die andere 
mit der Geraden C parallel ist. Dieses giebt sechs Ebenen, von welchen zwei 
‘und zwei parallel sind, und welche das Parallelepipedum bestimmen, dessen 
Kanten die Richtung der Durchschnitte der Ebenen haben. Von diesen sechs 
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Ebenen gehen aber, nach der Voraussetzung, drei durch die gegebenen geraden 
Linien A, B, C; folglich haben diese geraden Linien nothwendig die Richtung 
dreier Kanten eines einzigen Parallelepipedi über den drei gegebenen gera- 


den Linien A, D, C. 


Pu wees Construction eines Parallelepipedi uber drei sich 


nicht schneidenden geraden Linien AB, B' C', C A', (Tafel I. Fig. 1.) 


3. Man lege 1. dureh die erste gerade Linie 4B eine Ebene parallel mit 
der zweiten Geraden B/C’; diese Ebene wird von der dritten geraden Linie C4’ 
im Puncte C geschnitten werden, durch welchen man CD parallel mit 4 B, und 
CB parallel mit B/C’ ziehet. 2. Man lege durch die zweite gegebene gerade 
Linie B’ C' eine Ebene parallel mit der dritten Geraden C_4; diese Ebene schnei- 
det die Ebene der drei geraden Linien AB, BC, CD, in der geraden Linie 
AD, welche das Parallelogramm ABCD, oder die eine Seite des Parallelepi- 
pedi über den drei gegebenen. geraden Linien, vollendet. 

Um den Kórper vollends zu beschreiben, ziche man die drei Parallelen BD’, 
AC’, DB‘, mit A’C; die beiden letzteren werden die gegebene Gerade B’C’ 
in den Puncten D^, C' schneiden, durch welche man B44’, C' D' mit der ge- 
gebenen AB parallel zieht. Die erste Parallele wird die Gerade C 74^ im Puncte 
A’ treffen. Durch diesen Punct ziehe man 4" D' parallel mit BC’, so sind die 
sechs Seiten -Ebenen des Parallelepipedi beschrieben. Die drei Kanten dieses 
Körpers, in der Richtung der gegebenen geraden Linien, haben die Linge der 
bestimmten geraden Linien AB, B’C’, A’C. Zwei beliebige Diagonalen AA‘, 
DD’ CEN sich im Mittelpunct J des Parallelepipedi. 

Zusatz. 

4. Es ist leicht zu sehen, dafs nicht allein drei von den zwölf Kanten des, 
über den drei gegebenen Geraden 4B, B’C’, A‘C (Fig. 1.) beschriebenen. 
Parallelepipedi, die Richtung dieser Linien haben, sondern dafs auch drei an- 
. dere Geraden die Eigenschaft haben, dafs jede derselben zugleich mit einer von 
den drei gegebenen Linien parallel ist, und die beiden andern schneidet, oder 
eine "Transversale derselben ist. Diese drei letzten. Kanten, oder vielmehr die 
geraden Linien, in welchen sie liegen, werde ich symmetrisehe Transver- 
- salen der drei gegebenen geraden Linien nennen. Haben die gegebenen gera- 
den Linien die Richtung der drei Kanten AB, B’C’, CA’, so haben ihre 
symmetrischen Transversalen die Richtung der drei anderen Kanten .4' D, 


BC, C' A. 


=< 
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Um die Kanten eines Parallelepipedi, welche die Richtung dreier, einander 
sich nicht schneidenden, geraden Linien haben, zu unterscheiden, sollen sie 
Haupt-Kanten heifsen, wäbrend unter symmetrischen Kanten zu den 
Hauptkanten die Kanten zu verstehen sind, welche die Richtung der symme- 
trischen Transyersalen der drei gegebenen geraden Linien haben. 

Zweiter Satz. | 

5. Wenn von zwei geraden Linien X und Y, die eine die drei Hauptkan- 
ten eines Parallelepipedi, die andere die drei symmetrischen Kanten desselben 
schneidet, so schneiden sich entweder diese beiden Transversalen X und Y der 
Hauptkanten und ihrer symmetrischen Kanten nothwendig; oder sie sind parallel. 

Beweis. Es seyen (Fig. 2.) /mP, /"m'P' die beiden Transversalen, 
welche die Hauptkanten AB, D' C', CA’ eines Parallelepipedi in den Puncten 
/, m, P, und ihre symmetrischen Kanten 4^ B", BC, C’A in den Puncten /, 
m’, P' schneiden; so kommt es darauf an, zu zeigen, dafs die beiden geraden 
Linien Jin P, m’ P' in einer und derselben Ebene liegen, und sich nothwendig 
"in einem Puncte 7' dieser Ebene schneiden. 

Nimmt man auf den Kanten 4’C und 4 C' zwei beliebige Puncte P, P’ 
an, und legt durch dieselben, parallel mit der Seiten - Ebene. ABCD des Paral- 
lelepipedi, zwei Ebenen, welche diesen Kórper in zwei einander und dem Paral- 
lelogramm AD C D gleichen Parallelogrammen PQ RS und P' Q' R' S' schnei- 
- den: so sieht man, dafs die Gerade /mP durch den Durchschnitt der Ebenen 
der beiden Parallelogramme 24 B P Q, B'C'PS entsteht, und dafs die Gerade 
I m! P' in dem Durchschnitte der Ebenen der beiden Parallelogramme 4 B'P'Q', 
BCP'S’ lieg. Nimmt man nun an, dafs die Seiten - Ebene. ABCD des Pa- 
rallelepipedi horizontal liege, so schneiden sich die beiden Ebenen ABP Q, 
A’ B' P' Q' in einer horizontalen UF, die mit der Kante AB oder A’ B' pa 
rallel ist, und die beiden Ebenen B/C’ PS, B C P'SS' in einer anderen horizon- 
talen D^ F7, die mit den Kanten .B* C', BC parallel ist; woraus folgt, dafs die 
beiden Geraden /mP, /'rn' P* nothwendig die beiden Horizontalen U PV, UT! 
schneiden müssen. Wir wollen nun beweisen, dafs sie dieselben in einem und 
demselben Puncte 7’ schneiden, und dais dieser Punct der Durchschnittspunet 
der Horizontalen UF, U' 7^ ist, welche in einer und derselben horizontalen 
Ebene liegen. | " 

.  Coustruction der horizontalen Linien UF, UV". | 

6. Die Ebenen der Parallelogramme AB PQ, A'B'P'QO' gehen, die eine 

durch die gerade Linie 4Q U, die andere durch die gerade Linie P’B’U. Diese 
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beiden Linien befinden sich aber in der Seiten-Ebene A.B’C’D des Parallel- 
epipedi; folglich schneiden sie sich in einem Punct U der horizontalen Linie UV. 

. Die Ebenen der Parallelogramme B/C’ PS und BCP'S' gehen, die eme 
durch die gerade Linie .B^P, die andere durch CS’; diese beiden geraden Li- 
nien befinden sich aber in der Seiten- Ebene A’ B^ C D des Parallelepipedi; mit- 
hin schneiden sie sich in einem Punct U’ der horizontalen Linie UF”. 

Legt man durch die erste horizontale Linie UV’ eine horizontale Ebene, 
welche das Parallelepipedum in dem, der Seiten-Ebene ABCD gleichen 
Parallelogramme afd schneidet, so befindet sich, wie die folgende Rechnung 
zeigen wird, die mit den Seiten af, dy parallele gerade Linie U. J/! in der Ebene 
des Parallelogramms über diesen Seiten, und schneidet folglich die Gerade 
" UF in einem Punct 7, welcher beiden Transversalen*? rn D, /'rn' P^ gemein ist. 

Die Hauptkanten AB, B/C’, CA‘ des Parallelepipedi 4.4" BB’ mögen 
durch f, g, h bezeichnet werden. Die Puncte P, P" seien rss auf den 
Kanten 24^ C, AC’ angenommen, CP sey = p; C'P' = p', so ist, zufolge 
der obigen Constructionen: 

CP ae BS ARE D, ABT "msc Br 
EIC DIL o AV AC 
Da die Dreiecke 4 QR und A U 8 ähnlich sind, so ist 
AR: RQ=AB: BU, oder p = Ap: pU=E-<E 


' Vermöge der Aehnlichkeit der Dreiecke B’ P^ C', U P', ist 
DOO CH — PR: BU; 





oder 
AP p (p' + h) 
!igmmp'--h—.AB:6U, oder , woraus 48 = ——C— ——- folgt. 
BE Sd dia PUE 5 Sp YA es 
Aus der Vergleichung der Dreiecke C’RS, C’8V", ergiebt sich — 
CR: RS=C8:BV, oder: h—p:f=h—AP: BV = Pers 
Dieses ist die Linge von 37”, wenn man 7 als den Durchschnitt der horizon- 
talen Ebene UV’ By und der geraden Linie C’S ansieht. 
In den Dreiecken 4 P' B, 5 P' F* ist: 
4 
P'A: AB=P'B: BF"; oder h-+ p' fh p! ABL BE = LE, 
Dieses ist ein anderer Ausdruck der Linie #7”, wenn man den Punct F7 dieser 
Linie als den Durchschnitt der. horizontalen Ebene. UP By und der Geraden 
BP! betrachtet. Der zweite Ausdruck ist aber dem ersteren gleich. Daraus 
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folet: 1. dafs sich die beiden geraden Linien C’S, BP’ in einem Punct 7" der 
hortzontalen Ebene UV’ fy schneiden, 2. dafs sich die Gerade U* F* in dersel- 
ben Ebene befindet, in welcher schon die Horizontale UV liegt, und endlich 
3. dafs sich diese Horizontalen UF, U' F*, welche in einer und derselben Ebene 
liegen, nothwendig in einem und demselben Punct 7'schneiden, welcher den 
beiden geraden Linien ZmPT, I'm‘ P' T" gemein ist; was zu beweisen war. 

T. Dafs die geraden Linien UF, U' 7 in einer und derselben, mit der 
Seite ABCD des Parallelepipedi parallelen Ebene liegen, läfst sich noch ein- 


p(p + h) 


facher zeigen, wenn man erwagt, dafs der obige erste Werth, P pans. yon 


AB, nur die Länge h der Kante CA’ enthält, und von den Längen f, g der 
beiden anderen Hauptkanten 4B, B’C’ unabhängig ist. Man kann also anneh- 
men, dafs die beiden Kanten AB, AD ihre Stellen vertauschen, woraus weder 
eine Aenderung in dem Parallelepipedum, noch in den Werthen für p und p' 


entsteht. Nach dieser Vertauschung könnte man den Theil der Kante AC, 


welcher zwischen der Seiten - Ebene ABCD und der mit ihr parallelen, durch 
die horizontale Linie U‘W* gehenden Ebene liegt, wie oben berechnen, und 


man würde für diese Lànge den nemlichen Werth von AP, nemlich eA c 


finden. 

Da die geraden Linien UF, U' F*, welche den Kanten 4 B, .B' C' parallel 
- sind, in einer und derselben Ebene liegen, so schneiden sie sich nothwendig in 
einem und demselben Puncte 7'; woraus folgt, dafs dieser Punct 7' den beiden 
geraden Linien /mP und /m* P" gemein ist. 

Zusatz. 

8. Die vier Puncte 7, m, /', m' der geraden Linien Im P, /'m' P" lassen 
sich auf folgende Art unmittelbar construiren. 

Das Parallelogramm .B' C' P'S, dessen verlängerte Seiten durch die Puncte 
1, n der Kanten AB, CD gehen, liegt in der Ebene durch den Punct P und 
durch die gegebene gerade Linie B’C’. Nun ist Zn der Durchschnitt der Ebene 
jenes Parallelogramms mit der horizontalen Ebene, in welcher die Seite 4 BCD 
des Parallelepipedi liegt; also ist der Punct / dieser geraden Linie der Durch- 
schnitt der gegebenen geraden Linie 4 B und der Ebene durch die drei Puncte 
P, B', C. 

Die geraden Linien AQ, BP schneiden, verlängert, die Kanten B/C’, 
A‘ D' in den Puncten m, o, welche in der mit 4" B^ parallelen Linie mo liegen; 


folglich 


| 
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folglich schneidet die Ebene durch die drei Puncte P, A, B die gerade Linie 
B' C' im Puncte m. Eben so schneidet die Ebene durch die drei Puncte P^ 
B, C die Seiten- Ebene des Parallelogramms 4‘ B' C' D in der mit BC’ paralle- 
len Linie /, und diese Parallele, welche durch den bekannten Punct n geht, 
in welchem sich die Geraden P’ B D' C' schneiden, begegnet der Geraden _4/ B* 
im Puncte /'. 

Die Ebene durch die drei Puncte P^, A’, B^ schneidet die Seiten- Ebene 
des Parallelogramms ABCD in der, mit ab parallelen geraden Linie o' m, und. 
diese Parallele, welche durch den bekannten Punct 0° gehet, in welchem sich die 
geraden Linien P'/B', AD schneiden, begegnet der Geraden BC in dem 
Puncte m’. | 

Dritter Satz. 

9. Der Mittelpunct des Parallelepipedi, über drei beliebigen geraden Linien 
eines Hyperboloids mit einer Schale ist auch der Mittelpunct dieses Hyperboloids. 

Beweis. Wenn ein Parallelepipedum über drei beliebigen geraden Linien 
eines Hyperboloids mit einer Schale construirt ist, so haben die drei Haupt- Kan- 
ten (Art. 4.) die Richtung jener geraden Linien, und ihre symmetrischen Kanten 
. die Richtung dreier anderen geraden Linien, welche auf dem Hyperboloid eben so 
liegen. Ferner ist (Art. 5, 6) bewiesen, dafs alle geraden Linien, welche sich auf 
drei unbestimmt verlängerte Hauptkanten, oder auf drei verlängerte symmetrische 
Kanten lehnen, demselben Hyperboloid zugehören; denn in diesen beiden Sy- 
stemen gerader Linien, ist keine des ersten, welche nicht alle Geraden des zwei- 
ten schnitte, und umgekehrt, woraus folgt, dafs jeder beliebige Punct des Hyper- 
boloids mit einer Schale der Durchschnitt zweier Geraden ist, deren eine sich 
auf die drei Haupt-Kanten des Parallelepipedi, die andere auf die drei symme- 
trischen Kanten desselben lehnet. 

Nun nehme man eine gerade Linie des ersten Systems, d. h. eine solche an, 
die sich auf die Haupt- Kanten des Parallelepipedi lehnt, so schneidet die Ebene 
durch diese Linie und durch den Mittelpunct des Parailelepipedi, die drei sym- 
metrischen Kanten in drei Puncten einer zweiten, mit der ersteren parallelen 
geraden Linie, und in gleicher Entfernung vom Mittelpunct; woraus folgt, dafs 
jede gerade Linie durch den Mittelpunct, die in der Ebene der beiden parallelen 
geraden Linien des Hyperboloids liegt, diese Parallelen, und. folglich das Hypes- 
boloid, in zwei, gleich weit vom Mittelpunct entfernten Puncten schneiden wird. 
Eine beliebige Linie durch den Mittelpunct des Parallelepipedi wird aber einer 
von den geraden Linien des Hyperboloids, welche sich auf die drei Haupt-Kanten 

1. 44 
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stützen, und folglich auch der mit jener Geraden aille Linie, welche sich iu 
die drei symmetrischen Kanten lehnt, begegnen; mithin schneidet jede gerade 
Linie durch den Mittelpunct des Parallelepipedi das Hyperboloid in zwei vom 
Mittelpunct gleich weit entfernten Puncten; woraus folgt, dafs dieser Mittelpunct 
auch der Mittelpunct des Hyperboloids mit einer Schale ist. 

10. Ich hätte die drei so eben bewiesenen Sätze aus der Gleichung für das 
Hyperboloid mit einer Schale, welche sich in meinen ,, Traité des Surfaces du 
second degré” (erste Ausgabe, 1807, 4., p. 35; dritte Ausgabe, 1817. 8., p. 216) 
befindet, herleiten können. Nachdem das Hyperboloid auf drei schräge Axen 
bezogen worden, die mit den drei geraden Bahnlinien der beweglichen Geraden, 
von welcher diese Fläche erzeugt wird, parallel sind, so ergab sich, dals die 
Gleichung, welche man findet, sich nicht ändert, wenn man an die Stelle der 
drei Bahnlinien drei andere setzt, deren eine mit jener ersteren parallel ist, und 
zugleich die beiden anderen schneidet. Diese sechs geraden Linien sind die 
Kanten des Parallelepipedi. Binet hat diesen Körper auch noch auf eine an- 
dere Art construirt, welche er in einer, im sechzehnten Hefte des Journal de 
l'école polytechnique (4. 1813) befindlichen analytischen Abhandlung (vom 
30. November 1812) vorgetragen hat. Um das Verfahren von Binet zu zeigen, 
ist folgende Gleichung nöthig, deren ich oben erwähnte: nemlich die Gleichung 
vy (h' — g)+za(f' — h) + yz (g' — f) — o. (L) 
+ 2(fh— fig) -E.y (fg — gl h^) Mm (gh f h^) fs h^ fale mp 

Da die Constanten dieser Gleichung die Lage der drei Bahnlinien der Gera- 
den bestimmen, durch deren Bewegung die Flüche kb wird, so ist: 


Für die erste gerade Richtungslinie, «=f, y = ro f 
» » zweite » » » Z = 8» X = g . 
» » dritte » » » Y = hy zi Ex 


Legt man den Anfangspunct der Coordinaten in Beziehung auf die drei 
Bahnlinien willkürlich, so läfst sich derselbe, während die Richtung der Axen | 
bleibt, leicht versetzen, und es lassen sich leicht diejenigen W erthe der Coordinaten 
für den neuen Anfangspunct finden, für welche die lineären Glieder a, y, z der 
obigen Gleichung (I.) verschwinden. | 

Diese, mit den ursprünglichen Axen der x, der y und der z PREIS Co- 
ordinaten sind: 

Du 2b 2 
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Substituirt man diese VVerthe in die Gleichung (1.), so geht sie in: 
zy (h! — g) + zo (f! — h) -- y z(g' — f) +i (h' — g) C — 1) (g' — f) — 0 (I1), 
oder wenn man | 
g'ef-epf'—hug,h—g-y(a) 
setzt, in 
a ate S > =+3=0 (I) 
über. 

In dieser Gestalt hat Binet die Gleichung des Hyperboloïds mit einer Schale 
genommen, und sie mit der folgenden Gleichung für das nemliche Hyperboloid, 
auf die conjugirten Durchmesser a‘, 4’, c^ bezogen, nemlich mit der Gleichung 

dax M Lok LEA Mr LA dn: | 
a^ gio etbf bf. s d s t 
verglichen. 

Es war bekannt, dafs man, um ein, unter dem Namen des congugirt-um- 
schriebenen bekanntes Parallelepipedum zu construiren, sechs Puncte auf den 
Axen der a, y, z der Gleichung (IV.), nehmen müsse, deren Entfernung vom 
Anfangspunct gleich 
a^ QU Le 
a DR 
sind (Seite 324 der Abhandlung von Binet), und dafs man darauf durch diese 
Puncte sechs Ebenen legen müsse, von denen zwei und zwei den drei Ebenen, 
in welchen die conjugirten Durchmesser a‘, 6’, c' liegen, parallel sind. 

Binet, indem er die nemliche Construction auf die Gleichung III anwendet, 
trägt vom Anfangspunct aus, auf die Axen der a, der y und der z, die sechs 
Geraden: 

Eds Ry 
Bh ah 52 
auf, und legt durch die sechs Endpuncte dieser Geraden, sechs Ebenen, zu zweien 
mit den Ebenen der Coordinaten x, y, z parallel, welche ein Parallelepipedum 
bilden, das dem conjugirt- umschriebenen Parallelepipedo analog ist. 

Man hatte bewiesen, dafs der Inhalt dieses letzten Körpers für jedes belie- 
bige System der congugirten Durchmesser, über welchen er beschrieben worden, 
constant ist. Binet hat gezeigt, dafs das Nemliche auch noch für den analogen 
Körper gilt, dessen Inhalt sich nicht ändert, wenn gleich die Richtung der Axen, 
worüber er beschrieben ist, sich ändert. (Man sehe S. 323 seiner Abhandlung.) 


AA * 
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44. Gehet man auf die Gleichungen (@) zurück, so siehet man, dafs die 
halben Längen + e, : der Kanten des Parallelepipedi bei Binet, von den 


Kanten des Parallelepipedi, welches ich über drei beliebige gerade Linien in einem 
Hyperboloid mit einer Schale construirt habe, nicht verschieden sind. Die Iden- 


tität folet noch aus der Gleichung (IIL), wenn man in derselben a = = : oder 


pc Ê , oder z = sk 2 setzt. Das Erste giebt: 


RARE tare 


welche Gleichung sich in 


+ ß are 

Gey +5) e+ 0 

zerlegen läfst. Hieraus folgt, dafs die sechs Seiten- Ebenen des Parallelepipedi 
durch die Gleichungen: 2 = LE © PL y: mic e E A bestimmt werden, und 


dafs jede dieser Ebenen das Hyperboloid mit einer Schale in zwei geraden Linien 
schneidet, welche die Richtung zweier Kanten des Parallelepipedi haben. 


Ueber die stereographische Projection. 
(Man sehe Art. 199, S. 254 des Traité de géométrie descriptive.) 


Die zweite Eigenschaft der stereographischen Projection bestehet in der Gleich- 
heit zweier Winkel, deren einer Tangenten der Kugelflache, der andere die ste- 
reographischen Projectionen dieser Tangenten zu Schenkeln hat. Diese Eigen- 
schaft läfst sich sehr einfach auf folgende Art erweisen: 

Es sey COE eine Ebene, die durch den Mittelpunct C der Kugel, durch 
den Durchschnitt O der Projections- Linien und durch den Scheitel E des gege- 
benen Winkels geht. Diese Ebene schneidet die Kugel in dem gröfsten Kreise 
A B O E des Durchmessers AB, und die Ebene des Winkels zweier Tangenten, 
in der auf dem Radius CE senkrechten Linie EG. Die gerade Linie OE schnei- 
det den Durchmesser 4B im Puncte e, welcher offenbar die stereographische 
Projection des Scheitels E des Winkels zwischen den beiden Tangenten der 
Kugelfläche ist. 


Nimmt man die Ebene ck die drei Puncte C, O, E vertical an, so liegt 
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der grölste Kreis 4 Bad der Kugel in der horizontalen Ebene, welche durch 
den Durchmesser A B gehet, und diese Ebene schneidet die Ebene beider Tan- 
genten in der Linie GH’; diese Tangenten können aber die Ebene des grófsten 
Kreises 44 D ab nur in zwei Puncten, wie 77, H’, in der Geraden G H', schneiden, 
und die Gerade HH", welche diese beiden Puncte verbindet, ist die gemein- 
schaftliche Seite zweier Dreiecke, welche ihre Scheitel, das eine im gegebenen 
Punct .E der Kugelfläche, das andere in der Projection e oder e^ des Puncts .E 
haben. Diese beiden Dreiecke sind aber einander gleich; denn wegen der Gleich- 
heit der Winkel EeG und eEG, sind die geraden Linien EG und eg einander 
gleich; folglich ist auch der Winkel, dessen Scheitel in E liegt, und dessen 
Schenkel durch die Puncte H, H" gehen, dem Winkel gleich, dessen Scheitel in 
der stereographischen Projection e^ des Puncts E liegt, und dessen Schenkel 
durch die nemlichen Puncte H, H’ gehen. e 

Lacroix, in der Introduction à la Géographie (zweite Ausgabe, Paris, 
1811.) und nachher Puissant und Delambre haben in ihren Schriften einen 
ahnlichen Beweis gegeben, welcher sich auf die Gleichheit der beiden geraden 
Linien EG und eg (Fig. 3.) gründet. 

Im dritten Bande der Astronomie von D elambre lieset man, dafs die älteste, 
dem gelehrten Verfasser bekannt gewordene Schrift, in welcher der zweiten 
Eigenschaft der stereographischen Projection Erwahnung geschieht, eine im Jahre 
1754 gedruckte Abhandlung von Robertson, über die Schiffahrt, ist. 





JL 
. Einige Gesetze über die Theilung der Ebene und des Raumes. 
(Von Herrn J. Steiner.) 


Duc die Pestalozzische Formenlehre angeregt, haben zwar mehrere neuere 
geometrische Lehrbücher die Aufgabe gestellt: „zu bestimmen, wie viele Theile 
der Ebene, vermittelst einer gegebenen Anzahl gerader Linien und Kreise ganz 
begrenzt, oder zu Figuren abgeschlossen werden kónnen." Sie haben dieselbe aber 
nicht so behandelt, daís dadurch die, ihrer Bestimmung zu Grunde liegenden 
allgemeinen Gesetze gehörig erörtert worden wären. Noch weniger ist es, soviel 


I 
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dem Verfasser dieser Abhandlung bekannt, bisher gelungen, nach Analogie jener 
Aufgabe, die Bildung der Korper mittelst beliebig gegebener Ebenen und Ku- 
gelflächen durch allgemein umfassende Gesetze zu bestimmen. Ohne diesem 
Gegenstande gerade ein besonderes Interesse beilegen zu wollen, soll nur bemerkt 
werden, dafs die von jedem Geometer gestellte Frage: „wie viele ebene Flächen 
zur Bildung dieses oder jenes Körpers nöthig seyen:" sich umkehren lasse, nem- 
lich: „wie viele Körper lassen sich durch eine bestimmte Anzahl von Ebenen auf 
einmal bilden.” Nun dringt sich, z. B. bei der nicht zu vermeidenden Erklärung: 
„dafs zur Bildung eines Körpers mindestens vier Ebenen nöthig sind,” die Be- 
trachtung auf: „dals vier Ebenen in jeder beliebigen Zusammenstellung niemals 
mehr als einen Körper bilden können,” und man kommt, von dieser Nothwen- 
digkeit geleitet, leicht auf die Frage: „wie viele Körper können durch 4, 5, 6, 
ERDE u. s. w. Ebenen*auf einmal begrenzt werden?” } 

Es sollen hier, — nachdem zuvor die allgemeinen Gesetze über die Theilung 
der Ebene, mittelst jeder beliebten Anzahl gerader Linien und Kreise, ihrem Ent- 
stehen und Zusammenhange nach, entwickelt worden — „die allgemeinen Gesetze 
zur Bestimmung der, durch jede beliebte Zusammenstellung von Ebenen und 
Kugelflächen entstandenen Menge Theile des Raumes entwickelt werden,’ wobei 
sich dann zunächst die Bestimmung für die Anzahl der ebenen, und im Nach- 
folgenden für die Anzahl der körperlichen, ganz begrenzten Theile, von selbst 
ergeben wird. | 

Diese für sich verständlichen Sátze sind aus einem, vom Verfasser entworfe- 
nen Lehrgebäude der Geometrie, in welchem. die Stereometrie um ein Grofses 
erweitert, und nach einer, von der bisherigen ganz abweichenden Methode abge- 
handelt wird, entnommen. Im Lehrgebáude erscheinen sie, vermóge der Menge 
ihrer Beziehungen in ihrem nothwendigen Zusammenhange. 


Gesetze über die Theilung der Ebene mittelst gerader Linien und Kreise, 
1. | 
Es ist klar, dafs eine gerade Linie *) durch 7 beliebige, in ihr liegende Puncte, 
in z-F- 1 Theile **) getheilt wird, von denen » — 1 Theile endlich oder begrenzt, 





*) Unter gerade Linie oder Ebene wird hier immer eine unendliche gerade Linie 
oder Ebene verstanden. à 


**) So wie hier, werden auch in der Folge, wenn von Theilen der Ebene oder des 
Raumes die Rede ist, nur die einzelnen einfachen, nicht aber die zusammengesetzten Theile, 
welche aus zwei oder mehreren einzelnen Theilen bestehen, verstanden, 


Steiner, über die Thedung des Raumes. 351 


. die beiden übrigen unendlich oder unbegrenzt sind; und dafs ferner die Kreis- 
linie durch 7 beliebige, in ihr liegende Puncte, in n Theile getheilt wird. 
9 


Die Ebene wird durch eine, in ihr liegende gerade Linie, in zwei Theile 
getheilt; durch eine zweite Gerade, welche die erste schneidet, wird die Zahl 
der Theile der Ebene um 2 vermehrt: durch eine dritte Gerade, welche die bei- 
den ersten in zwei Puncten schneidet, um 3; durch eine vierte Gerade, welche 
- die drei ersten in drei Puncten schneidet, um 4 u. s. w.: nemlich jede folgende 
Gerade vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel, als die Zahl 
der Theile betrágt, in welche sie durch die vorhandenen Geraden getheilt wird; 
daher wird die Ebene durch n beliebige, in ihr liegende Gera- 
den, hóchstens in: 


DEAN LL Diei Ge eal rin Se ee ot 
p We oni zr 4) 


17.3 
Theile getheilt. 


Will man blofs die Zahl der ganz begrenzten Theile der- Ebene wissen, so 
ist zu bemerken, dals erst durch die dritte Gerade ein solcher Theil entsteht, dafs 
hierauf die vierte Gerade die Zahl solcher Theile um 2, die fünfte Gerade um 3, 
u. s. w. vermehrt: nemlich, dafs jede folgende Gerade die Zahl der ganz begrenz- 
ten Theile der Ebene um eben so viel vermehrt, als durch die vorhergehenden 
Geraden in ihr begrenzte Theile (S 1.) gebildet werden, und dafs demnach 
durch z beliebige Geraden höchstens 





Bane PRE EEE ENS +(n—3) + @—2) = 6—90—2 
RUP INDUIT AC nf) 


1:02 
Theile der Ebene ganz begrenzt werden können. | 


Zieht man den Ausdruck (2.) von (4.) ab, so bleibt für die Zahl der un- 
begrenzten Theile der Ebene, 
3),2n | 
übrig. Oder sucht man umgekehrt zuerst die Zahl der unbegrenzten Theile, 
welche man findet, wenn man bemerkt, dafs jede Linie dieselbe. um 2 vermehrt, 
mithin ihre Zahl nothwendig 27 ist, so findet man nachher die Zahl der ganz 
begrenzten Theile (2.), wenn man 27 von ( 1.) abzieht. 
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o. 

Durch a gerade Parallelen wird die Ebene in 1 + 2 Theile getheilt; durch 
eine zweite Abtheilung von 5 geraden Parallelen, welche jene schneiden, wird die 
Zahl der Theile der Ebene um 5 (1 + a) vermehrt; durch eine dritte Ab- 
theilung von c geraden Parallelen, welche die beiden ersten Abtheilungen so 
schneiden, dafs nirgend drei Linien in einem und demselben Punct zusammen- 
treffen, wird die Zahl der Theile der Ebene um c(1 + a+ 5) vergrüfsert. Ver- 
bindet man ferner mit den vorhandenen Linien, unter ähnlichen Bedingungen 
eine vierte Abtheilung von d geraden Parallelen, so nimmt die Zahl der Theile 
um d(1 + a -- b -- c) zu, indem nemlich jede der d Linien von den vorhan- 
denen a, à, c Linien in 1 + 2 + 6 + c Theile getheilt wird (S 1.), und daher 
eben so viele Theile der Ebene theilt, mithin die Zahl derselben ebenfalls um 
1 4- a H- à -- c vermehrt, u. s. w. Es folet hieraus: | 

Dats: durch. a, 55 idu 2: , y,z gerade Parallelen, von 
denen jede Abtheilung eine besondere Richtung hat, die Ebene 
hóchstens 1n 

4) 1+a 
-r à (1 - a) 
-- c (1 d- a 4- À) 
-- d (1 -4- a -t- ó -t- c) 


ee ee 8 8 à 7*9 © © * 9 


+ ab-+-ac-+e...... be + bd +...... +yz 
Theile getheilt werden könne.” Bezeichnet man die Summe (Unionen) 
der Grófsen a, à, e, d, ...... , y, z durch U, und die Summe ihrer Producte 
zu zweien ( Amben) durch A, so ist (4.): 
5) =1+U+ A. 

Dafs die Zahl der unbegrenzten Theile der Ebene im gegenwärtigen Falle, 
ebenfalls doppelt so grofs, als die Anzahl aller vorhandenen Linien ist, ergiebt 
sich aus der nemlichen Bemerkung, wie vorhin (S 2.), dafs nemlich die Zahl 
solcher Theile durch jede Linie um 2 vermehrt wird. Oder ‘stellt man sich ei- 
nen Kreis vor, welcher alle vorhandenen Linien schneidet, und zwar dergestalt, 
dafs die Durchschnittspuncte, welche die Linien unter einander bilden, alle inner- 
halb des Kreises fallen, so wird die Peripherie dieses Kreises in eben so viele 


Theile _ 
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Theile getheilt, als die Ebene unbegrenzte Theile hat. Da nun der Kreis von 
jeder Linie in 2 Puncten geschnitten wird, so wird er in zwei mal so viele Theile 
getheilt, als Linien vorhanden sind (S 1.), also in 2 U Theile, und f olglich 
ist die Zahl der unbegrenzten Theile der Ebene, 

6): AU. 

Nun erhält man die Zahl der ganz begrenzten Theile der Ebene, indem man - 
die Zahl der unbegrenzten (6.) von der Zahl aller Theile (5.) abziehet. Also 
werden durch die genannte Linien - Verbindung hóchstens 

7) —1—U-r- A 
Theile den Ebene ganz begrenzt. Dieser Ausdruck (7.) kann auch auf 
gleiche Weise direct gefunden werden, wie (5.) oder wie ($. 2, 2.). 


4. 
Nimmt man an, dafs bei der Linien- Verbindung (S. 3.) die a Linien der 
ersten Abtheilung, anstatt parallel, ungleichlaufend seyen: so theilen sie die 


en (1.), statt ın 1 + a Theile, mithin in = < =~ Theile 


mehr, als wenn sie parallel sind; auf die übrigen Abtheilungen aber hat diese 
Veranderung keinen Einflufs. Also folgt: 

„Dafs die Ebene durch 6, c, d,...... , Y, £ gerade Parallelen 
nach verschiedenen Ec sU und durch a ungleichlaufende 
Geraden höchstens in; 





Ebene in 1 + 


8 =1+U+A+ E 

Theile getheilt wird, unter welchen sich 
| 9) "22 QU 
unbegrenzte, und mithin 
TN a (a — 1) 

10) -1- U+A+ HOUSE 
ganz begrenzte Theile befinden, wo U und A, eben wie in (S. 3.), die 
Unionen und Amben der Grófsen a, b, c, d,...... , Y, z bedeuten." 


5. 

— Ein Kreis theilt die Ebene in 2 Theile; ein zweiter Kreis, welcher den ersten 

schneidet, vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um 2; ein dritter Kreis, 

welcher die beiden ersten in 4 Puncten schneidet, vermehrt diese Zahl um 4, 

a. s. w.; nemlich jeder folgende Kreis vermehrt die Zahl der Theile der Ebene 
| 45 

I. | 
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um eben so viel, als er die vorhandenen Kreise in Puncten schneiden kann, also 
um zweimal die Zahl der vorhergehenden Kreise. Es folet also: 
,Dafs n beliebige Kreise die Ebene hóchstens in 
| 11) 2+2+4+6+8+...... -4-2(n — 1) —2-r-n(n— 1) 
Theile theilen kónnen, von welchen 
12) =1+n(n— 1) 
ganz begrenzt sind, und nur ein Theil unbegrenzt ist.” 
6. 

Die Ebene wird durch irgend eine Zahl a von Parallelkreisen in 4 + a Theile - 
getheilt; durch eine zweite Abtheilung von 6 Parallelkreisen, welche jene schnei- 
den, wird die Zahl der Theile der Ebene um.1 — a + 2ab (nemlich durch den 

ersten derselben um 1 + a und durch jeden folgenden um 2a) vermehrt; durch 
eine dritte Abtheilung von c Parallelkreisen, welche die ersten schneiden, wird 
die genannte Zahl um 2 c (a + 6), durch eine vierte Abtheilung von d Parallel- 
kreisen um 25 (a + b + c) u. s. w. vermehrt; nemlich jeder Kreis einer neuen 
Abtheilung vermehrt dic Zahl der Theile der Ebene gerade um eben so viel, als 
er von den schon verhandenen Kreisen in Theile getheilt wird. (Hieryon ist blos 
der erste Kreis der zweiten Abtheilung ausgenommen. ) 
„Demzufolge wird die Ebene durch a, b, ¢,d, ...... p, y Paral- 
lelkreise, von denen jede Abtheilung ihren besondern Mittel- 
punct hat, hóchstens in: | 


13) 1+a x 
1—a-+ 2ab 
+ 2c (a 4- 5) 
-- 25 (a+ b + c) 
"^T de NME ER 
+2 (a be C++ ata + ») 
= 2 + 2% 


Theile getheilt, von welchen 
14) =1+2% 
ganz begrenzt sind, und nur einer unbegrenzt ist, und wo 9f dis 
Amben, Ai h. die Summe aller Producte bedeutet, die entstehen, 
wenn man jede zwei von den Zahlen a, 5, c, Ju VOR ii p, j mit ein- 
ander multiplicirt. 
| >. | 

Sind die a Kreise der ersten Abtheilung nicht parallel, so wird die Zahl der - 

Theile der Ebene dadurch höchstens um eben so viel vermehrt, als die Zahl 
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der.Durchschnitte dieser a Kreise beträgt, also um a (a — 1), und folglich 
wird die Ebene durch 5,c,5,...... », 3 Parallelkreise und durch 
a beliebige Kreise hóchstens in 
15) —2--29(--Fa(a—1)  - 
Theile getheilt, wovon | 
16) =1+2A+a(a— 1) 
Theile ganz begrenzt sind. | 
oe 

Nach (S. 3, 5) wird die Ebene durch a, 8, c, ...... y, z gerade Parallelen in 
1 + U + A Theile getheilt. Werden nun alle diese Geraden von a Parallel- 
kreisen geschnitten, so nimmt die Zahl der Theile der Ebene um 2a (a + 6 + c 
E ir + z) = 2a U zu, durch eine zweite Abtheilung von b Parallelkreisen 
wächst diese Zahl um 25 (U + a), durch eine dritte Abtheilung von c Parailel- 
kreisen um 2c (U + a + 5), u. s. w., nemlich jeder Kreis einer neuen Abthei- 
lung vermehrt die Zahl der Theile der Ebene um eben so viel, als die Zahl der 
Puncte beträgt, in welchen er alle vorhandenen Kreise und Geraden schneidet. 


Es folet hieraus: 


»Dafs die Ebene durch a,5,c,d,...... y, z gerade Parallelen 
und durch 4,5,c65,...... y, 3 Parallelkreise höchstens in 
17) 1+U+4+2aU 
+ 2b (U +a) 


4- 2c U+a+rb) 
-- 2b (U -- a -- 5 -- c) 


DN Pas LM + ») 
=1+ 0+ 4+2UU + 24 
Theile getheilt wird, wovon ($. 3, 6.) 
18) —2U 
unbegrenzt, und folglich 
; 19) =1—U+A+2UU +24 
ganz begrenzt sind, und wobei Uund À die Unionen und Amben 
"Wer Zahlen'a, bj ej41:319 z, und U und X die Unionen und Amben 
der Zahlen à, 5,6 ...... y, 3 bedeuten." 
9. 

Sind in der oben beschriebenen Verbindung von Geraden und Kreisen (S. 8.) 

sowohl die a Geraden als die a Kreise, jede unter sich, nicht parallel, so wird 
45 * 
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die Zahl der Theile der Ebene dadurch um eben so viel vergrófsert, als die Zahl 
der Durchschnittspunkte beträgt, in welchen sowohl die Linien a als die Kreise a 
à (a — 1) 


einander schneiden, also wird jene Zahl hóchstens um WINS (a — 1) ver- 
mehrt, und daher folet: 

Dafs bic) dis ss z gerade Parallelen und a beliebige Ge- 
raden, ferner 5, c, b,...... y, à Parallelkreise und a beliebige 
Kreise zusammen die Ebene hóchstens in: 

20) =1+ U+ A+2Uu 4 2904 ED ca (a 1) 


Theile theilen kónnen, von welchen 
21) ee 247 


unyollkommen, und dagegen 
Ag) 


22) =i— U+A+2Uu+2 are 2 + a (4 — 1) 
ganz begrenzt sind.” É 
10. 
Setzt man in der vorliegenden Verbindung von Geraden und Kreisen, sowohl 
beiden £z = 0; als auch bss cles... Sr 


findet man: 


»Dafs durch a beliebige Geraden und a beliebige Kreise 
die Ebene hóchstens in | 
23) =1+0+20 + D 4 a (a — 1) 
Theile getheilt wird, von welchen 
A) T 
nur unvollkommen, dagegen 
a (a — 1) 


25) —1—2a-2aa4 75 2 4- a (a — 1) 


ganz begrenzt sind." 
11. 

Es ist leicht zu sehen, dafs die Formeln (11, 13 und 15.) eben sowohl für 
die Kugelfläche, als für die Ebene gelten, nemlich: 

„Dals die Kugelfläche durch m beliebige, in ihr liegende 
Kreise höchstens in 

26) —--n(n— 1) 

Theile getheilt werden kann;" und ferner: 

„Dals die Kugelfläche durch 4,b,c,d,...... 5 Parallelkreise 


hochstens in 


> 
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dolo 27) —2-r-29 
und durch 5,c,5,...... 5 Parallelkreise und a beliebige Kreise 
hóchstens in . 
28) =2+ 2% +a (a — 1) 
Theile getheilt werden kann." 


Gesetze über die Theilung des Raumes mittelst Ebenen und Kugelflächen. 


12. 

Der Raum wird durch a Parallelebenen in 1 + 2 Theile getheilt; durch 
eine zweite Abtheilung von 5 Parallelebenen, welche die ersteren durchschneiden, 
nimmt die Zahl der Raumtheile um 5 (1 + a) zu, durch eine dritte Abtheilung 
von c Parallelebenen, welche die beiden ersten Abtheilungen schneiden, nimmt 
jene Zahl höchstens um c(1 + a + à + ab) zu, nemlich durch jede der c Ebenen 
wird die Zahl der Raumtheile gerade um eben so viel vergrófsert, als die Zahl 
der Theile betrágt, in welche diese Ebene durch die vorhandenen Ebenen getheilt 
wird. Nun wird jede der c Ebenen durch die a und à Ebenen, nach (§. 3, 5), in 
1 + a + b + ab Theile getheilt, und mithin wird durch sie die Zahl der Raum- 
theile um eben so viel vergrófsert. Aus gleichen Gründen steigt die Zahl der 
Raumtheile durch eine vierte Abtheilung von 4 Prallelebenen, welche die vorhan- 
denen Ebenen auf gehörige Weise schneiden, um d(1 -- a 4- à 4- c 4- ab -- ac 4- c), 
u. s. w. Daraus folgt: 

„Dafs der Raum durch a5, c,d,...... y, z Parallelebenen, von 
denen jede Abtheilung eine eigenthümliche Richtung hat, hóch- 
stens in: 

29) 1+a 

+ b (1 + a) 
-- c(1 4- a -t- 6 4- ab) 
4- d (1 --a24- à -- c 4- ab 4- ac -- bc) 


+ z(14-a4-54-....-- y A ab -- act... a y HOCH bit LY) 
—1-4-U-r-4--T | 
Theile getheilt werden kann," wo durch U, A und T die Unionen, 
Amben und Ternen der Zahlen a, 5, c, d, .. .... y, z, d. h. die Summe der Zahlen, 
die Summe aller Producte zu zweien, und die Summe aller Producte zu dreien, 
ohne Wiederholung, bedeuten. 
Um nun zu finden, wie viele von diesen Theilen nur unvollkommen, und 
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wie viele ganz begrenzt sind, stelle man sich eine Kugelfläche vor, welche alle 
ganz begrenzten Raumtheile einschliefst. Diese Kugelflache wird durch die vor- 
handenen Ebenen in eben so viele Theile getheilt, als es unbegrenzte Raumtheile 
giebt; es theilen aber die Ebenen die Kugelflache, nach (27), in 2 + 2.4 Theile 
(wo A die Amben der Zahlen a, 6, c, d, . ..... z vorstellt): also ist auch die 
Zahl der unvollkommen begrenzten Raumtheile: 
30) 22-2 A, 
und folglich die Zahl der ganz begrenzten, oder der Kórper (wenn 
man (30) von (29) abzieht): 
31) ——41-4- U — 4-4 T. 

Die beiden Ausdrücke (30) und (31) können übrigens auch auf ähnliche 

Weise gefunden werden, wie die Formel (29). 
13. 

Nimmt man an, jede der genannten Abtheilungen ($. 12.) bestehe nur aus 

einer Ebene, und die Anzahl der Abtheilungen sey = n, d. h., nimmt man an, 


es sey a= b=c=...... = z — 1, und zugleich a+ bb ce WELL 
«i kot n (n — 1) n (n — 1) (a —2) 
=n, so ist offenbar U = n, EE Tu und "rr v trs lid rape ee 
Also folgt: 


»Dafs n beliebige Ebenen den eats hichstens in (29): 
n(n—1) , n(n— 1) (n — 2) 
i 1.152 1:5 2:15:93 
Theile theilen kónnen, von welchen (30) 
33) =2+n(n— 1) 
unvollkommen und (31) | | 
i EE n (n — 1) (n — 2) 
34) =—i+t+n— > per PEN d FREIE 
Fo Dir ae 
Rico T id 
ganz begrenzt sind." 


32 =1+n+ 


VVie man sieht, zeigt die Formel (34), wie gehórig, an, dafs nicht weniger 
als 4 Ebenen einen Körper begrenzen, und dals dieselben nur einen Körper 
begrenzen kónnen. Ferner zeigt sie, dafs 5 Ebenen auf einmal 4, 6 Ebenen 
auf einmal 10, 7 Ebenen 20, und z. B. 100 Ebenen auf einmal 156849 Kórper 
begrenzen können, und zwar findet solches-allemal Statt, wenn von 
den Ebenen nicht drei mit einer und derselben Linie parallel 
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sind, und auch nicht vier Ebenen‘ durch einen und denselben 
Punct gehen. | 
14. 

Nimmt man an, dafs blofs einige Abtheilungen nur eine cinzige Ebene ent- 
halten, BEN 9t re 25 84 9 fend g Herr. +z=m 
sey, und bezeichnet die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a, 6, c, d, ...... p 
welche die Anzahl Ebenen der übrigen Abtheilungen bezeichnen, durch Ue 


ee, 





und 7”, esis — U,+m, A= A, -+-mU, 4- — ; s T=T +mA 
m) m (m — 1) (m — 2) à 
+ —— 1 U, + y uou un a c oid woraus folet: 

nido durch a, 5,0, ...... Parallelebenen, von denen jede Ab- 


theilung eine besondere Richtig hat, und durch m beliebige 
Ebenen der Raum hóchstens in: 
rn imn 1), mim-1)(m—2) 
1 ; 1982 Le AB eS 
Theile getheilt wird, von denen 
36) 2+ 2.4, -- 2m U, NN 26) 
nur zum Theil, dagegen aber 


ENIM p ob m(m—3) | | m (m—1) m (m —1)(m— 2) 
an ea tree 3 





35) =1+U,+4, TTG 


ganz begrenzt sind." 
| 15. 

“Werden die verschiedenen Abtheilungen von a, 6, c, ...... z Parallelebenen 
(S. 12.) von a Parallelkugelflächen (concentrischen Kugelflächen) durchschnitten, 
so steigt dadurch die Anzahl der Raumtheile um a (2+ 2 4), nemlich durch jede 
Kugelfläche gerade um eben so viel, als sie von den vorhandenen Ebenen in 
Theile getheilt wird, also durch jede um 2 + 2.4 (S. 12.); durch eine zweite 
Abtheilung von 6 Parallelkugelflächen, welche sowohl die vorhandenen Ebenen, 
als auch die. a Kugelflächen durchschneiden,, nimmt die Zahl der Raumtheile um 
6 (2 + 2.4 + 2aU) zu, weil nemlich jede der 6 Kugelflächen durch die vor- 
handenen Ebenen und Kugelflàchen , nach (27), in 2 + 2.4 + 2a U Theile ge- 
theilt wird, und sie mithin die Zahl der Raumtheile um eben so viel vermehrt. 
Aus gleichen Gründen folet, dafs durch eine dritte Abtheilung von c Parallel- 
kugelflächen, welche alle vorhandenen Ebenen und Kugelflächen schneiden, 
die Zahi der Raumtheile höchstens um ¢ [2 + 24 + 2 (a + 6) U + ab], 
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desgleichen durch eine vierte. Abtheilung von à Parallelkugelflächen , um 
b[2 4- 2.4 - 2(a - 5 c) U 4- 245 4- 2ac + 2b c], u. s. w. vermehrt wird. 
Daraus folgt: 


,Dafs der Raum durch 2, hi c aov z Parallelebenen, ver- 
bunden mit a, 5,6 ...... j Parallelkugelflachen, hóchstens in: 
38) 14+#0+A+T : .. (8. 12) 


+ a(2 + 2A) 
+ 6(2+2A4+42aV) 
4- c[2 +244 2(a + 85) U +206] 
-- b[2 +244 2(a 4- 6 -- c) U + 206 + 2a c 4- 25c] 
PAST ER N Sa aie fale: ss Ve 
+ 3[24+-2A+-2(a+b+....y) U-- 285 2- 2a c 4... 259] 
—1+U0U+A+7T+2UA+2AU + 2U 42% 1 
Theile getheilt wird, von welchen ($. 12): 
39) =2+24 
nur zum Theil, dagegen die übrigen: 
40) =—1+ U —- A+T+2UAr2 AU +2U+H2T 
ganz begrenzt sind.” U, À, T bedeuten die Unionen, Amben und Ternen 
der Zahlen a, 5, c, ..... z und U, X, 3 die Unionen, Amben und Ternen der 
Zahlen a, 6, 6, ...... 5. | | 


16. 
Aus den allgemeinen Ausdrücken (S. 15.) lassen sich folgende spezielle ableiten: 
Setzt man a= 6 — c —......— z-21unda-4-5-rc-4...... dore 
desgleichen a=b=c=...... =j;=1undatb+et+...... +=", 
so ist: ( 
us £4, n(n—1) .,, anlar 1) n—2 
Van dtr VM 
yo RO — 0, 4 n(n— 1) (n — 2) 
u — n; X 3 1 e 2 9 T "—— 1 p 2 3 N) 


und es folgt: 
»Dafs n beliebige Ebenen, verbunden mit n beliebigen Ku- 
gelflàchen, den Raum hóchstens in (38): 


"(tt — 1) (n — 2) 
fiov e ‘ond 


Ai) —1-rn-r 


+ 2n +2 
Theile theilen, yon welchen | 
42) 
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42) =2+n(n—1) 
nur zum Theil, und "inilio 


awa har em. 


Ana — 1) c 2n + 2200 ED 


43) =—i+n— 


ganz begrenzt sind.” 
| : 17. 

Reduciren sich die Ebenen und Kugelflächen blofs einiger Abtheilungen 

auf eine einzige Ebene oder Kugelfläche, z. B. so, dafs y=r=s=...... 


=z=4undg+r+s-+...... +z = m, desgleichen q — t — 8 —...... 3 
=j,=1,undq+r+s-+...... + j = mt ist, so ist, wenn man die Unionen, 
Amben und Ternen der (übrigen) Zahlen a, à, e,...... p durch U,, A, und T,, 
und der Zahlen a, 5, c, ...... p durch U,, X, und X, bezeichnet: 
U — U, -- m; A= A, 4- mU, 4 n — 1) T= T,4- m A, 
m (m — 2 ;m (m — 1) (m — 2) 
DN: Pin fec TS aay 
US UU +m; = Y + mu, MED T=T + mA, 
m (n — 1) in (m — 1) (m — 2) 
TERROR HUT 


Substituirt man diese Werthe in die Formeln (S. 15.), so folgt: 


»Dafs der Raum durch a, 6, c, ...... p Parallelebenen und m 
beliebige Ebenen, verbunden mit a, b c ...... p Parallelkugelflä- 
chen und m beliebigen Kugelflächen, höchstens in: 


44) =1+U +4, +T +2UA 4- 29(, U, 4- 24, 4- 23, 
e (PUn sm 2mm) U ere) 4 +2 (m4-m)u, U, 


+ (m+n) (m+ m — 1)U ,-- 2(m-4- m)9f 4 m pen ae 2 m 
+ mm (m + m — 2) + 2m 22 05— D (n —2) | 


Theile getheilt werden kann, von welchen 
45) =2+24,+2mU, -F m (m — 1) 
nur zum Theil, und , | 
I. 46 
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doy eer. Uo A4 a pm ue OQ D ee 
"(ee Den) U +(m+2m)A, 4- 2 (m-- m)M, U, 
m(m—1) | m(m—1)(m—2) 
12 Oo Boas 
m (nt — 1) (m — 2) 
i1-b23533 





-F (zi A- nt) (m4- t — 1)U + 2(m 4- in) Ain — 


+ mm (m+ m — 2) -- 2m +2 


ganz begrenzt sind." 

Oder bezeichnet man die Unionen, Amben und Ternen der Zahlen a, 4, ¢,....p 
und der Zahl m durch U,, A,, T,, desgleichen der Zahlen a, 5, c, ...... p und 
der Zahl m durch U,, 9(,, €,, so ist: : | 

mini); m(m— 1) (m—1)m(m-+1). 
DEU; ASA nn: teil U—2 ae 
Et YT m(m—1) 4 m (nt— 1) (m— 1) m (m4 1) 
or a nep MCN MIT ud 
Also verwandeln sich die Formeln (44, 45 und 46.) in folgende: 
ZO PEL Kr + T, + 24, 4, + 29, U, + 24, + 27T, 


„em À + m (m — 2) U, + (m(m 0 + m (m — 0) u, 
m (m — 5 age (mn — 1) m (m + £3 2 TES 1) m (nt + 1) 
fle i o Rh 1-72 2B 
48) —2 -r- 24, -- m (m — 1). 
49) =—1i+ U, — 4A, -- T, + 24,4, + 29(, U, + 24, + 2%, 
(rins 0 (m — 1) U, + (m(n — 1) +m (m — 0) ut, 
m (m — 0). 4 (m — 1) m (m + QNA US 1) m (nt + 1) 
17305 PARTIES EEE HN) 
| 18. | 
Läfst man bei der Verbindung von Ebenen und Kugelflächen (S. 15.) nach und 
nach alle Ebenen, bis auf eine einzige, weg, so reducirt sich die Formel (38) auf 
1 4-1 24- 29( -- 21 + 23. | 
Da nun die zurückbehaltene Ebene durch die vorhandenen Kugelflichen in 
2 + 2% Theile getheilt wird (13.), so wird durch ihr Verschwinden die Zahl 
der Raumtheile ebenfalls um 2 + 2% verringert. Daraus folgt: | 
»Dafs der Raum durch a, b, c, ...... j Parallelkugelflächen, 


von denen Jede Abtheilung einen eigenthümlichen M penes 
hat, hóchstens in: | 
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50) =24U + 2T 
Theile getheilt wird, von welchen, wie sich unmittelbar aus der 
Anschauung ergiebt, nur einer unendlich, und mithin 
51) =—1+2U+2T 
Theile ganz begrenzt sind.” — 





19. 
Setzt man a — 5 — c... —4— 1, und zugleich a 4- b + +... +3 — it, 
so ist U = t und $ = Lol = 2 und es folgt (S. 18): 


„Dals n beliebige Kugelflächen den Raum höchstens in: 
n (n — 1) (n — 2) 
Aus EAS 
Theile theilen kónnen, von welchen 
n(n — 1) (n — 2) 


52) =2n+2 


53) =—1+2n+2 


LiDE 
ganz begrenzt sind.” | 
20. 

Bedsutan sich blofs einige Abtheilungen auf eine einzige Kugelfläche, z.B. 
so, dalsg=r — 8 = = 3 = 1, und zugleich q 4- t 4-8 --.,....-- 4— tt 
ist, so ist, wenn man die Unionen Amben und Ternen der Zahlen a, 5, c,......p 
durch U,, X, und €, bezeichnet: 

n it (m — 1) m (m — 1) (m — 2 
UU, om t— 2, + my, + UD Ts il LEA 


und daraus folet (S. 18): 
,Dafs der Raum durch a,b, c,...... p Parallelkugelflächen, 
verbunden mit m beliebigen Kugelflüchen, hóchstens in: 


54) OU -- 22, + m (m — 1) U, + 2m9(, + 2m + 2 01 1) (m — 2) 





1%, 13023815 
Theile getheilt werden kann, von welchen 
55) =—1+2U, +2 T, +m(m—1)U + 2m 9f m 
ganz begrenzt sind.” 
i Oder bezeichnet man die Unionen und Ternen der Zahlen a, b, c, ..... op 
und m durch U, und &,, so ist: 
m (m — 1) m — 1) m (m + 1) 


monu eu SRC kon. 


wodurch man, anstatt der Formeln (54, 55), die beiden folgenden erhilt: 
46 * 
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, Cm — 1) m (m + 1) 
rolTQU Memes 


57) -——1 4-21, 4-23. +m (m — 1) jo SEC 


56) —21,-4- 2T, + m (m — 1) ut, — 





a2. 
Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes von Euler, 


nebst einem Zusatze zu Satz X. S. 48 im 1. Heft dieses | 
Journals. 


(Von Herrn J. Steiner.) 





Bekanntlich hat Der zuerst den für die Theorie der Poly ‘Eder Jun und 
fruchtbaren Satz aufgestellt und bewiesen: 

»Dafs bei jedem, von ebenen Flachen begrenzten Kórper die 
Anzahl der Ecken. E und die Anzahl der Seitenfláchen F zu- 
sammen immer um 2 grölser ist, als die Anzahl der Kanten K, 


also dafs 
E+F= K+2 


7 


ist, 

Spáter hat Legendre, mit Hülfe des Satzes vom Inhalte sphärischer Vielecke, 
einen einfacheren Beweis des Eulerschen Satzes gegeben, welchen auch z. B. 
M. Hirsch in seine Sammlung geom. Aufgaben aufgenommen hat. Dieser Beweis, 
obschon sehr sinnreich, befriedigte den Verfasser dieses Aufsatzes bei dem geo- 
metrischen Werke, an welchem er arbeitet, deshalb nicht, weil er ihn, seinen 
Zwecken gemäfs, nicht unter die ersten Betrachtungen über die yon ebenen Fli- 
chen begrenzten Kórper aufnehmen konnte. Er vermuthete, dafs ein so einfaches 
Gesetz sich auch durch eine einfachere Betrachtung müsse beweisen lassen, und 
seine Vermuthung bestátigte sich, da er nicht allein selbst einen befriedigenden 
Beweis fand, sondern auch später erfuhr *), dals schon Cauchy (XVI. cahier 
des Journals der Ecole Polytechnique) zwei höchst einfache und elementare 
Beweise desselben Satzes gegeben habe, desgleichen dafs Professor Rothe, in 





*) Heft HI. Seite 228. dieses. Journals, 
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dem Kastner’schen Archiv der gesammten Naturlehre, Band IV., ebenfalls einen 
Beweis des nemlichen Satzes mitgetheilt habe, den er für neu hält, der es aber 
eigentlich nicht ist, sondern, der Hauptsache nach, auf denselben Gründen beruht, 
wie der Cauchy'sche, nur dafs ihm die Kürze und Einfachheit desselben mangelt. 
Endlich fand der Verfasser, dafs G orgonne, in einem Auszuge aus einer Abhand- 
lung von Lhurlier, emen eigenthümlichen Beweis des Satzes mitgetheilt hat, 
der mit dem hier folgenden, von ihm gefundenen, im Wesentlichen überein- 
kommt. Er theilt den seinigen mit, weil er, seiner Einfachheit wegen, allgemein 
bekannt zu seyn verdient. 

= Es sey im Raum irgend ein, von ebenen Flächen begrenzter Körper gegeben. 
Aus irgend einem Punct, der aufserhalb desselben, und mit keiner seiner Seiten- 
flächen in einerlei Ebene liegt, projizire man die Oberfläche des |Körpers auf 
irgend eine beliebige Ebene, so entsteht in dieser Ebene ein Netz, wie z. B. 
Fig. 4., welches eben so viele Vielecke derselben Gattung, eben so viele gerade 
Linien und eben so viele Puncte (A,B, C,. 3 y ed opas are) 
hat, als der Kórper respective Seitenflächen, Ro und Ecken. 

Bezeichnet man nun, wie oben, durch F, K und E respective, die Ahlen. 
flächen, Kanten und Ecken des Körpers, so läfst sich die Summe der Winkel = 
aller Vielecke des Netzes zusammen auf folgende zwei Arten ausdrücken: 

Erstlich. Wenn man erwägt, dals jede Linie der Figur Seite zweier Viel- 
ecke ist, und dafs die Summe der Winkel jedes Vielecks, so oft mal 2R. (2 Rechte) 
beträgt, als es Seiten hat, weniger 4 FL, mithin die Winkelsumme aller Vielecke 
zusammen so oft mal 4 R. ausmacht, als in der Figur Linien vorhanden sind, 
weniger so oft mal 4 R., als Vielecke da sind, so folgt, dafs 

1) e=4R.K—4R.F. 

Zweitens. Wenn man erwägt, dafs die Winkel an den Grenzpuncten 
A, D, C, D,......, welche zusammen zwei mal die Winkel des Grenzvielecks 
AH GOD is ausmachen, so oft mal 4 K betragen, als Grenzpuncte sind, 
weniger 8 R, und dafs ferner, um jeden, im Innern der Figur liegenden Punet 
a, b, c, d, ++... & D, y, 8, ...... die Winkelsumme gerade 4 R beträgt, also 
alle zu summirenden Winkel zusammen so oft mal 4 R betragen, als Puncte 
I AEN, o as bp ope (us d, B oia ss. vorhanden sind, weniger 8 R, so ist 

2) z= 4R.E—8R. 

Aus (1.) und (2.) folet, dafs 

| ARK —AR. F=4R ESS 


oder © 
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K—F= E—2, 
oder | 
K+2=E+F, 
welches der Eulersche Satz ist. 

Da jedes einzelne Vieleck des Netzes von einer Seitenfláche des Körpers, 
die ein Vieleck derselben Gattung ist, herrührt, so ist die Winkelsumme aller 
Vielecke des Netzes gleich der Winkelsumme aller Seitenflächen des Körpers, 
und daher folgt auch aus (2.): 

„Dafs die Winkelsumme aller Seitenflächen eines Körpers 
zusammengenommen so oft mal 4 R beträgt, als der Körper 
Ecken hat, weniger 8R." 

Dieser Satz ist, wie man sieht, auf M rendu. Weise mit dem ber die 
Winkelsumme des Vielecks in der Ebene analog. 

Eine grofse Menge merkwürdiger Folgerungen aus dem obigen Satze mabe 
andern polyédrischen Satzen findet man in zwei Abhandlungen von Euler, in 
den Novi Commentarii acad. scient. Petrop. Tom. IF. p. 109 und 140; in 
den Elementen der Geometrie von Legendre (S. 380 und 409 der Crelle'schen 
Uebersetzung) ; im zweiten Theil der Sammlung geom. Aufgaben von M. Hirsch 
(S. 89 —100); in den Annales de mathématiques von Gergonne, Tom. III. 
p. 169, Tom. IX. p. 321, und Tom. XF. p. 157. — 


Ich volitiefsd diesen Aufsatz mit der nachträglichen Bemerkung, dafs sich 
aus dem Satze X. S. 48 Heft I. dieses Journals leicht der folgende bereiten lasse : 
, Wenn in einer Ebene eine Ellipse der Grófse und Laze nach gegeben ist, 
und die Glastafel in beliebiger veränderlicher Lage auf der Ebene senkrecht steht, 
so ist der Ort des Auges, wenn die Ellipse als Kreis erscheinen soll, eine Flache — 
vierten Grades. Sind a, 6 die Halbaxen der Ellipse, und wählt man die gege- 
bene Ebene nebst den beiden, auf ihr senkrecht stehenden und durch die Axen 
der Ellipse gehenden Ebenen zu Coordinaten-Ebenen, so ist die Gleichung dieser 
interessanten ou 
A) atbiz 1 (a*y* +b": x?) — (ay PA a?) (ay Jap a*) = — db" (ay 2 4-527)" 
Wird a = b gesetzt, d. h., ist anstatt je Ellipse ein Kreis, dessen Radius 
= a, gegeben, so reduzirt sich die Fläche auf den zweiten Grad, nemlich auf 
B) z—y—a--—a 
d. h., auf diejenige Flache zweiten Grades, dis von einer gleich- 
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seitigen Hyperbel, welche sich um ihre zweite Axe herumbewegt, 
beschrieben wird. 


Es folgt daher umgekehrt der nachstehende Satz: 

„Wird eine gleichseitige Hyperbel um ihre zweite Axe herumbewegt, so 
beschreibt sie eine einfache hyperbolische Fláche zweiten Grades, und die Scheitel 
der ersten Axe beschreiben einen in dieser Fläche liegenden Kreis. Jeder belie- 
bige Kegel nun, dessen Scheitel in der Fláche liegt, und welcher durch den Kreis 
geht, ist so beschaffen, dafs die Ebenen der diesem Kreise antiparallelen Kreis- 
schnitte rmt der genannten Drehaxe parallel sind, und dafs also die Ebenen irgend 
zweier antiparallelen Kreisschnitte dieses Kegels zu einander senkrecht sind." 

Wenn oben statt der Ellipse eine Hypérbel, deren Halbaxen ebenfalls a, à 
seyn sollen, gegeben ist, so erhält man anstatt der Fläche (A) die folgende: 

C) a'bz (ba — a*y^) + (ba? + ay’) (ba — a’y’) = aW ta + ay). 

Jede der beiden Flächen (4) und (C) hat die Eigenschaft, dafs sie durch 
Bewegung einer veränderlichen Curve zweiten Grades erzeugt wird, nemlich jede 
Ebene, welche durch die z Axe geht, schneidet die Fläche in einer solchen Curve. 





33. 
Allgemeine Entwickeiung von (x + a)". 


(Von Herrn Dr. Burg.) 


— —— M —— ——— 


n(n— 


Ot ade toe y 


(x -4-2a)'—a"-4-no(x-1,)'"*'-r 
n(n—1)(n—2) n....(n—3) | "uh 
Min AKT BA cor SA ac e — Za G(a-4-f-4-t-TL TE U.S.W. 
DT ip C AMIE Le | 
Dabei haben die Coefficienten A, D, C, u. s. w. die Werthe: 
A — (o — 2t,), 
B -—[« —3«(,4- £) 4-31, (¢,+ 212]. 
C= [à Aa" (t de t3-£,) + 66 (4, 24-1,) (6, 4-4, 9-21) — 4t (t+ 31, (444) 
| 4- 31, (f, + 2/,))], 





+ Blatt, +t,+t) + 
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Da=|ai— 5a, A- t, +t, +t.) + 1007 (t, 2-1, H- 0) ur +i, +26) 
Tal, + t,) (C, +) +3, +4) ( +t) 8426) 
+ 51,(t: AME oed Heat (or t£) ¢, +t, + 21) 
+ At, (t2 + 31, 0, + 1) + 31, +21))) | 
u. s. W., WO £,, £,, £, u. s. W. ganz willkiirliche Gröfsen sind. - 
Eine UTE Betrachtuug giebt das Gesetz zu erkennen, nach welchem 


diese Coeffizienten der Reihe nach gebildet sind, so dafs ich dadurch ganz leicht 
für den folgenden Coeffizienten erhalte: 


E — | ob —6a'(e +1, +1, +1+1,)+15o°(e, +1, +1,+1,)(4 +1,41, +21.) 
— 20a'( +e, +1, (Ct, etr t) 3, +1,41) GE) T 31, (6-25) 
"Fa («, +t PHA tt (1 T£ t,)t6 tL FL GEL) 
+41, (6-31, (t, - t,) H- 31, (t, -21,))) — 6t | tr 56 (t, so "E ED) 
+10, +1,+2,)(e,+2,+2,+22,)+108, (Lt) (CFE) 3 (1t) 1) 
+ 3t (t, 3-25) +62 41 (t, rt, 6) +6t, (3-6) (4, - 1-21) 
| FALSE HI FILE HZ 1] 


Setzt man £, —/, — f£, u. s. w. =f, so wird 4 = (a—2), B=(a—3ß)', 
C 2: (a — 4) u. s. w.; mithin 


(x +0) =a" +na(e+ Byte BE Da (a — 28) (s +26)" 
+202, (a — 35). (x + 3 B)""" u. s. w., 


so dafs diese von Herrn Adel im zweiten Hefte dieser Zeitschrift gegebene Ent- 
wickelung als ein specieller Fall aus der obigen Darstellung hervorgeht. 





34. 


eR E 


N 
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34. 
Beweis für das Kräftenparallelogramm, 


auf blofses Raisonnement gegründet. 


(Von Herrn Dr. Burg.) 


Denkt man sich aus dem Puncte C die Linien CA und CB gezogen, welche 
die auf diesen Punct wirkenden 2 Kräfte, der Grófse und Lage nach vorstellen, _ 
so muls nothwendig die Linie CD, welche die Gröfse und Lage der Resultanten 
bezeichnen soll, zwischen CA und CB liegen. _ Zieht man daher zwischen CA 
und CB ganz unbestimmt die Linie CD, und verbindet D mit A und B, so 
entsteht ein Viereck, in welchem CA, CB zwei Seiten, und CD eine Diagonale 
ist. Da nun, der Natur der Sache gemäfs, durch die 2 Seiten CA, CB und den 
eingeschlossenen Winkel ACB die Resultante C D, sowohl der Grófse als Lage 
nach, vollkommen bestimmt seyn mu[s; so muls sich aus diesem Viereck, bei den 
drei gegebenen Stücken, die Grölse und Richtung der C D finden lassen. Da aber 
ferner, wie aus der Tetragonometrie bekannt ist, für irgend ein Viereck, ohne 
Einschränkung, 5 Stücke gegeben seyn müssen, und nur für den einzigen Fall, 
dafs das Viereck ein Parallelogramm ist, 3 Stücke hinreichen, um das Viereck 
"auflösen zu können, so folet, dals dieses so erhaltene Viereck nothwendig ein 
Parallelogramm seyn mufs, in welchem also die Resultante eine Diagonale ist. 





35. 


Ueber die Vergleichung der verschiedenen Numerations- 
Systeme, 
(Von Herrn Prof. Stein.) 





1) Man hat die mehrseitig gemachten Vorschlage zur Annahme eines andern 
Numerations - Systems, als des Decadischen, zwar selten einer gründlichen Ant- 
wort oder Widerlegung gewürdigt: wenn es jedoch der Mühe werth wäre, einen 
Vergleich zwischen der Einfachheit verschiedener solcher Systeme anzustellen, so 
dürfte das Folgende nicht ganz ohne Interesse seyu. , 

I. 47 
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2) Wir gehen davon aus, dafs ein System desto einfacher ist, je weniger 
abgesonderte unabhängige Begriffe es zum Denken aller Zahlen erfordert, und 
nehmen an, dafs jede Einheit höherer Ordnung einen eigenthümlichen Begriff 
erheischt. Will man dann, im Decimalsysteme z. B., alle Zahlen bis 10° 
denken, so hat man erstens die Begriffe der Einheiten 1, 10, 10°, 10°, 10°, 
und ferner noch die Begriffe der Vielheiten....... 233;'4, OL GT 8/9 . 

nothwendig. 

Ebenso würde man, wenn a die Basis eines jeden anderen Systemes hiefse, 
alle Zahlen bis a* mit Hülfe von æ + a — 2 Begriffen denken können. Setzt 


man nun a* — z, so wird x = == TIS und man sieht, dafs die Darstellung aller 


Zahlen bis 2 eine Anzahl Begriffe, "eich 
nz, 
log a a 

erfordert. | 

3) Gemäls dieser Formel ist es leicht zu sehen, welche Basis a-am geeigne- 


testen ist, um alle Zahlen, bis zu einer gewissen z, darzustellen. Es ist dieses 
Aes ave wa | 
nemlich diejenige Basis a, welche die Grófse P + a — 2, für das gegebene 


n, ein Minimum macht. 

Die gewóhnlichen Regeln zeigen, dafs diese Basis aus der Gleichung 

a (log a)’ = klog n a 

gefunden werden müsse, wo die log. gewöhnliche sind, und X den Modul, nemlich 
die Zahl 0,4343, bedeutet. | 

4) Die Auffindung von a, für ein gegebenes n, scheint zwar in endlicher 
Form nicht müglich zu seyn, allein es ist auch zur Erfüllung unseres Zweckes 
hinreichend, zu einem gegebenen a das gehürige n finden zu s. und man 
erhalt ungefáhr und in runden Zahlen: 
für a HIS SRA Oa Rat. ba 7 : 8:. 22:908 10 

n = 3; 40; 2200; 400000; 200Mill.; 300000Mill.; 1000Bill.; 10 Tr.; 100000Tr. 

Man kann aus dieser Tabelle sehen, dafs die Systeme von den Basen 2 und 3 
gänzlich verworfen werden müssen; dafs aber die Systeme von den Basen 5 
oder 6 für die Rechnungen, worin nur mälsig grofse Zahlen vorkommen, nicht 
ohne Vortheil waren, da sie weniger Zeichen erfordern. Ferner aber sieht man, 
daís das Decimalsystem alles leistet, was in der Hinsicht, auf welche wir unser 
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Augenmerk gerichtet haben, verlangt werden kann. Systeme von grüfseren Basen 
würden gar keinen Vorzug vor ihm haben. ! 

Anmerkung. Man kann über die Anzahl der Degriffe, welche das Denken der Zahlen 
erheischt, andere Ansichten haben, als diejenigen, von welchen wir hier ausgegangen sind; 
doch wird die vorhergehende Methode in jedem Falle zum Vergleiche der verschiedenen 
Numerations - Systeme dienen künnen. 





36. 


' Ueber die Krümmung der Flächen, nebst Auflösung eines 
besondern Falles aus der Perspective der krummen 
Flächen. 
(Von Herrn Hachette.) 





Betrachtet man das Auge des Beschauers als einen Punct, so berührt der Kegel, 
dessen Scheitel dieser Punct ist, und der einer Fläche von gegebener Gestalt und 
Lage umschrieben wird, die Fläche in einer Linie, welche man scheinbaren 
Umrifs nennt. Diese Linie, die bei den Flächen zweiter Ordnung in einer 
Ebene liegt, bei developpabelen Flächen aber gerade ist, gehört im Allgemeinen 
zu den Curven doppelter Krümmung. Es kann aber kommen, dafs eine der 
Gesichtslinien, welche in der Kegelfläche liegt, eine Tangente des scheinbaren 
Umrisses ist. Diesen besonderen Fall hatte ich vor längerer Zeit in meinem 
‚Cours de Geometrie descriptive à l'école Polytechnique bemerkt, und sowohl 
auf geometrischem, als auf analytischem Wege aufgelöst. 


Godin et bis Auflósung. 


Die Flächen lassen sich in zwei Arten theilen. Die erste umfalst diejenigen, 
deren beide Haupt-Krümmungs - Halbmesser sich auf einer und derselben Seite 
der Berührungs-Ebene befinden; die andere diejenigen, deren Haupt-Kriim- 
mungs-Halbmesser sich auf verschiedenen Seiten jener Ebene befinden, oder, 
nach dem gewöhnlichen Ausdruck, entgegengesetzte Zeichen haben. Eine ein- 
zelne Fläche kann auch aus mehreren Zonen zusammengesetzt seyn, deren Krüm-- 
mungen dieselben Verschiedenheiten haben, und die Auflósung der Aufgabe 


pafst nur auf Flächen oder Theile von Flächen, deren Haupt -Krümmungs - Halb- 
AT* 


372 Hachette, über die Krümmung der Flächen. 


messer in jedem Puncte entgegengesetzte Zeichen haben. Unter diesen Flächen 
unterscheide ich als die einfachste, das durch Umdrehung entstandene Hyperbo- 
loid, welches bekanntlich drei verschiedene Entstehungsarten hat, nemlich zwei 
vermöge der geraden Linie, und die dritte durch die Umdrehung einer Hyperbel 
um ihre imaginaire Axe. Ich bestimme die Werthe der Parameter dieses Hyper- 
boloids so, dafs es eine Fläche in einem gegebenen Puncte berührt. 


Von dem durch Umdrehung entstehenden Hyperboloid, welches mit einer Fläche osculirt. 


Die rechtwinkligen Ebenen des Kehlkreises (cercle de gorge) und der Me- 
ridian - Hyperbel eines, durch Umdr ehung entstandenen Hyperboloids schneiden 
sich, und für den Durchschnittspunct sind die Haupt- Krümmungs -Halbmesser 
den Krümmungs- Halbmessern der beiden senkrechten Durchschnitte gleich. Be- 
zeichnet man den Winkel, den die, das Hyperboloid erzeugende gerade Linie mit 
der Ebene des Kehlkreises macht, durch A, den Halbmesser dieses Kreises 
durch R, und den entgegengesetzten Krümmungs-Halbmesser der Meridian - Hy- 
perbel durch A, so findet zwischen diesen drei Grófsen folgende Gleichung Statt: 

RH! = R tang’ A. 

Soll das Hyperboloid mit einer Fläche in einem gegebenen Puncte osculiren, 
und nimmt man an, dafs dieser Punct mit einem Puncte des Kehlkreises des 
Hyperboloids zusammenfällt, so müssen die Radien R, R’ den Haupt- Krüm- 
mungs-Halbmessern der Flache gleich seyn. 

Gesetzt, diese beiden Bedingungen würden erfüllt, so werden die beiden 
geraden Linien im Hyperboloïd die gegebene Fläche in der zweiten Ordnung 
berühren, und jede Ebene, durch die eine oder die andere gerade Linie, wird die 
Flàche in einer Linie schneiden, welche im Durchschnitt beider Geraden einen 
Wendungspunct hat. 

Bekanntlich schneiden sich zwei auf einander folgende Berührungs- Ebenen 
einer, durch die gerade Linie erzeugten Fläche in dieser geraden Linie, weil die 
beiden unendlich nahen Berührungspuncte auf dieser Linie selbst angenommen 
werden. Das Nemliche wird also auch bei dem durch Umdrehung entstandenen 
Hyperboloid der Fall seyn, und stellt man sich die beiden auf einander folgenden 
Berührungs-Ebenen durch die beiden, dem Hyperboloid und der gegebenen 
Flache gemeinschaftlichen Elemente der geraden Linie gelegt vor, so werden 
diese Ebenen auch die Fläche berühren, und sich in der geraden Linie des Hy- 
perboloids schneiden. 

Hieraus folet, dafs, wenn man durch einen Punct im Park zwei Ebenen 
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gelegt hat, welche nach einander eine Fliche berühren , der geradlinige Durch- 
schnitt dieser Ebenen und die gerade Linie, deren Richtung durch die beiden 
unendlich nahen Berührungspuncte bestimmt wird, nur eine und dieselbe gerade 
Linie sind, sobald diese gerade Linie dem osculirenden Hyperboloid angehört, 
welches durch die beiden Berührungspuncte gehet. 

Hierauf beruht folgende Auf lósung der oben erwahnten Ree aus der 
Perspective. 

Aufgabe 

Auf dem scheinbaren Umrisse einer Fliche den Punct zu finden, in welchem 
lie Tangente an den Umrifs durch das Auge des Beschauers gehet. 

Wir nehmen an, dafs man für jeden Punct des scheinbaren Umrisses die 
Ebene eines der normalen Haupt-Durchschniite und die beiden Haupt- Krüm- 
mungs-Halbmesser, welche nach der Voraussetzung entgegengesetzte Zeichen 
haben, kenne. 

Es sey 7n (Fig. 5.) ein beliebiger Punct des scheinbaren Uinrisses, Rim S ein 
Perpendikel auf die Fläche in diesem Punct, nmp der senkrechte Haupt- Durch- 
schnitt, dessen Krümmungskreis mit dem Haupt-Krümmungs-Halbmesser 720, trne 
ist; endlich sey 7n O" der zweite, dem ersten Radius mO entgegengesetzte Haupt- 
Krümmungs - Halbmesser für denselben Punct rn. 

Man stelle sich ein durch Umdrehung entstehendes Hyperboloid vor, welches 
zum Kehlkreise den Kreis ¢me, und zur erzeugenden geraden Linie die Gesichts- 
linien mc durch den Punct zn und durch das Auge & des Beschauers hat. 

Bezeichnet man die Haupt- Krümmungs- Halbmesser m O, mO* durch A 
und A, die Kaupt-Krümmungs-Halbmesser des Hyperboloïds im Puncte m 
durch R und A^, und den Winkel, den die Gesichtslinie ma mit der Ebene 
des Kreises émv macht, durch A, so ist 

R'" = R tang “A. 

Da das durch Umdrehung entstandene Hyperboloid im Puncte zn zu einem 
seiner Haupt-Kriimmungs-Halbmesser die gerade Linie m O hat, welche zugleich 
einer der Haupt-Krümmungs-Halbmesser der Fläche ist, so ist klar, dafs dieses 
Hyperboloid mit der Fläche osculiren würde, wenn A^ = R’ wäre, weil beide 
Flächen alsdann im Puncte m die nemlichen Haupt- Krümmungs- Halbmesser AR 
und À’ haben würden, Daraus folgt, dafs, wenn man die bekannte Länge A” 
oder R . tang “A auf die Normale RS, von O' aus, gegen den Punct m hin, bis 
Au trägt, dafs alsdann dieser Punct & sich entweder aufserhalb oder innerhalb des 
Berührungskreises 2m» befinden wird, je nachdem A” kleiner oder grülser als 


+ 
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R' ist. Ebenso wird man für einen anderen Punct m’ des scheinbaren Umrisses 
auf der Normale R/S‘ einen, dem Puncte « analogen Punct uw‘ finden. Diese 
Puncte u, wu... bilden eine Curve, welche der geometrische Ort des ver- 
langten Puncts ist. Der Durchschnitt dieser Curve mit dem scheinbaren Umrisse 
bestimmt den Punct des Umrisses, für welchen eine Tangente an den Umrifs 
durch das Auge des Beschauers gehet. Wendet man diese Auflösung z. B. auf 
auf einen Rundstab an, so wird man finden, dafs der Haupt-Krümmungs-Halb- 
messer A für alle Puncte dieser Fläche constant ist. 

| Es läfst sich durch diese Auflösung die Perspective des Piedestals, welches 
Tafel IX. des Traité de Geometrie descriptive von Hachette (Ausgabe vom 
Jahre 1822, Seite 239.) gezeichnet ist, vervollständigen. Da man schon den 
scheinbaren Umrils a 8 y ó (Fig. 6.) und a B'«y' (Fig. 7.) hat, so ist schon die Curve 
construirt, welche der geometrische Ort des verlangten Puncts ist. Diese Curve 
hat mehrere Zweige, von welchen auf der Zeichnung nur diejenigen sich befinden, 
welche den scheinbaren Umrifs schneiden. 

In der horizontalen Projection (Fig. 6.) sieht man vier Zweige, die gegen 
die Gerade A/’@ symmetrisch liegen. Die beiden Zweige Ace, Ag schneiden 
die Projection des scheinbaren Umrisses in den Puncten e und g. Ihre Verlänge- 
rungen über die Gerade GH hinaus (durch eine punctirte Linie bezeichnet) haben 
weiter keinen Nutzen. Ebenso die beiden Zweige Ad, Ay, welche die Puncte 
y und à" bestimmen, und die nur deshalb über GH hinaus verlängert sind, um 
die Gestalt der Curve zu zeigen. à 

Die verticale Projection (Fig. 7.) zeigt die Zweige e &'^, y’ y‘, welche die 
verticale Projection a’ ß’y’ des scheinbaren Umrisses in. den Puncten e^, y’ schnei- 
den; der erste Punct e’ entspricht den beiden Puncten e, q (Fig. 6.) der horizon- 
talen Projection des scheinbaren Umrisses, der zweite y’ den Puncten © ; y der 
nemlichen Projection. | 

Die meridionelle erzeugende Linie des Piedestals ist eine Ellipse, von welcher 
man für jeden Punct einen Durchmesser und seinen conjugirten Durchmesser, 
folglich den Krümmungs - Halbmesser, der auch zugleich der Haupt-Krümmungs- 
Halbmesser der Fläche ist, kersnt. Verlängert man die Normale, in welcher jener 
Halbmesser genommen wird, bis zur Umdrehungsaxe, so ist der Theil dieser 
Normale, zwischen der meridionellen Ellipse und der Umdrehungsaxe, der zweite. 
Haupt- Krümmungs-Halbmesser. Der Ausdruck des Krümmungs- Halbmessers 


x à 
einer Ellipse, für den Punct M (Fig. 4.) ist, s wo ab der, mit der Tan- 
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gente a’b’, im Puncte M parallele Durchmesser, und MP ein Perpendikel aus 
dem Puncte auf diesen Durchmesser ist. 

Kennt man die Haupt- Krümmungs - Halbmesser des Piedestals für jeden 
Punct des scheinbaren Umrisses, so hat die Construction des geometrischen 
Ortes der gesuchten Puncte- weiter keine Schwierigkeit. 





37. 


Von der Form länglicher Rader, durch welche sich die Un- 
gleichheit der Wirkung der Kurbeln vermindern läfst. 


( Vom Herausgeber.) 


1 


Von eine drehende Bewegung in eine hin- und hergehende verwandelt wer- 
den soll, und umgekehrt, bedient man sich gewöhnlich der Kurbeln. Die Kurbel 
hat aber den Uebelstand, dafs, wenn die Kraft, welche die drehende Bewegung 
hervorbringt, und folglich die Bewegung selbst, unveränderlich ist, die Wir- 
kung der Kurbel nicht ebenfalls unveränderlich grofs, sondern abwechselnd 
stärker und schwächer ist, weshalb man dann ein Schwungrad anbringt, um 
die Ungleichheit und den daraus entstehenden Kraftverlust zu vermindern. 
Wenn z. B. an dem Rade AM (Fig. 9.) eine unveränderliche Kraft P wirkt, 
und Q stellt die Kraft vor, welche dadurch die Kurbel M B in Richtungen erhält, 
die beständig mit BD parallel sind, so ist Q, nicht wie P, immer gleich grofs, 
sondern es ist am kleinsten, wenn die Kurbel die Lage M B, senkrecht auf BD 
hat, und am grófsten, und sogar unendlich grofs, wenn die Kurbel die Richtung | 
^ MB,, parallel mit B D hat; denn in der Richtung MB der Kurbel wirkt Q an 
dem Hebelsarm MB, in der Lage MB, nur an dem Hebelsarm .B, E, der kleiner 
ist, als MB, und in der Lage M B, an dem Hebelsarm Null. Wenn also kein 
Schwungrad vorhanden wäre, oder die Trägheit der Masse der Maschine käme 
nicht weiter in Betracht, und Q wire der VViderstand, den die Kurbel in Rich- 
. tungen, die bestándig mit BD parallel sind, zu überwinden hat, so müfste P 

so grofs seyn, dafs es der Kurbel auch noch in der Lage MB, senkrecht auf BD, 
die Kraft Q giebt. Die Kraft P wäre aber alsdann für alle andere Lagen der 
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Kurbel, die nicht senkrecht auf BD sind, zu grofs, und folglich verursachte 
auf diese Weise die Kurbel einen Verlust an bewegender Kraft. 


2i 


Diesen Verlust an Kraft kann man, aufser auf die gewóhnliche Weise, nemlich 
durch das Schwungrad, durch zwei langlich runde Rader, von welchen 
eines an der Axe der bewegenden Kraft, das andere an der Axe der hin- und 
hergehenden Kraft oder der Kurbel befestigt ist, vermindern. 

Wenn nemlich die unveránderliche bewegende Kraft P an dem Umfange 
eines kreisrunden Rades AC (Fig. 10.) wirkt, also bestandig das nemliche Moment 
hat, so verbinde man mit der Axe dieses Rades ein länglich rundes Rad GD FH, 
und lasse dasselbe in ein zweites, ihm an Gestalt und Grófse völlig gleiches 
Rad DBEK greifen, und zwar so, dafs die grófsten und kleinsten Durchmesser - 
der beiden gleichen Räder auf einander senkrecht stehen, z. B. so, dafs der 
kleinste Durchmesser HD des einen Rades auf dem gleichen Durchmesser BK 
des anderen senkrecht ist, so wird, wie leicht zu sehen, eine unveränderlich blei- 
bende Kraft P, dem Angriffspuncte B der Kurbel, in verschiedenen Lagen der 
Kurbel, eine verschiedene Kraft geben, und zwar am meisten Kraft, wenn die 
Kurbel MB auf die Richtung des Widerstandes BQ senkrecht steht, wie in der 
Figur, am wenigsten, wenn sie mit der Richtung des Widerstandes, wie M B, 
nach den punctirten Linien in der Zeichnung, parallel ist. Denn das unverän- 


derliche Moment der Kraft P ist P . AC; also ist die Wirkung der Kraft P 


auf den Punct D gleich P . dum Mithin ist der Widerstand ©, in senkrechter 
Richtung auf die Kurbel MB genommen, gleich 
p AC MD. , AC MD 
WADI MBit SM Allan 
oder wenn man z.B. AC= MB setzt, gleich 
p MD 
DC 


Die Kraft der Kurbel verändert sich also, wie sich das Verhältnifs der Halb- 
messer MD und AD der Räder, nach den Puncten, in welchen sie sich beriih- 
ren, verändert. Sie ist am grófsten, wenn der kleinste Halbmesser des Rades 
an der Axe Æ mit dem grófsten Halbmesser des Rades an der Axe M zusammen- 
trifft, wie in der Figur, und am kleinsten im umgekehrten Falle, wie nach den 
punctirten Linien. Die Kraft der Kurbel in einer beliebigen Lage 7M B, , nach 

der 


4 
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der mit BQ parallelen Richtung B,Q,, ist, wenn E, B, ein Perpendikel auf 


M B ist, wie leicht zu schen, gleich — 


AC MD 
E,B, AD 
Werden also die Räder zugleich so eingerichtet, dafs diese Kraft für eine 


beliebige Lage der Kurbel nie grölser ist, als die Kraft P. welche 


ee 


die Kurbel haben mufs, wenn der Widerstand Q auf sie seine volle Kraft aus- 
übt, so braucht die Kraft P, die nóthig ist, einen gegebenen Widerstand Q zu 


überwinden, nicht ©. 0 8er wie es seyn mülste, wenn die länglichen 


H : MB AD 
Rader nicht vorhanden wären, sondern nur ©. dC WD’ welches weniger 


Le 


beträgt, RR Q. ie in dem Verhältnils, wie der kleinste Durchmesser der 


länglichen Räder gegen ihren grófsten Durchmesser kleiner ist. Es wird also durch 
die econ Rader an Kraft gespart. Liefse es sich selbst auch nicht machen, 


AC 
a. vies kleiner ware als P. EB. D so wiirde man doch 


immer noch diese Ungleichheit, weil sie weniger Dettaben wird, als diejenige bei der 





gewöhnlichen Einrichtung der Kurbel ohne längliche Räder, durch ein Schwung- 
rad ausgleichen können; es würde immer noch eine Ersparung an Kraft bleiben. 
Es kommt nun zunächst darauf an, die Gestalt zu suchen, welche die läng- 
lichen Räder haben müssen, damit sie bei ihrer Umdrehung beständig in ein- 
ander greifen. 
s 3. : 
Es giebt zwei Fille. Entweder kann man setzen: die länglich runden Rader 
sollen congruent seyn, oder man kann die Form des einen geben, und die 
Form des anderen suchen. 
Erster Fail. 
Wenn die länglich runden Rader congruent seyn sollen. 
| A. | 
‘Die Bedingung für die Gestalt der Rader ist, dafs, für gleiche Bogen 
AR — AN (Fig. 11.), die Summe der zugehörigen Halbmesser RP und VQ, 


nemlich 


1) RP+NQ = PA+AQ=PO 


' seyn mufs. 


jt ; 48 
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Die Halbmesser aus den Umdrehungs-Axen der Räder nach beliebigen 
Puncten ihres Umfanges werden auf irgend eine Weise von den Bogen, um 
welche der beliebige Umfangspunct von einem bestimmten Punct des Umfan- 
ges entfernt ist, abhängen, z. B. der Halbmesser P R wird auf irgend eine Weise 
von dem Bogen AR abhängen. Bezeichnet man also den Halbmesser PR, für 
einen beliebigen Umfangspunct R, durch r, und den zugehörigen Bogen AR 
durch s, so kann man setzen: 

2) r-f(. 
wo f die gesuchte Art der Abhängigkeit des Halbmessers r von dem Bogen s 
ausdrückt. 

Gesetzt nun, das Rad um P habe sich um den Bogen MR weiter gedreht, 
und es sey der Bogen /V T' so lang als der Bogen MR, so mufs nothwendig der 
Halbmesser VQ des Rades um Q um eben so viel abgenommen haben, als viel- 
leicht der Halbmesser PR des Rades um P zugenommen hat, damit wieder 
MP + TQ gleich RP + VQ sey, und dieses mufs der Fall seyn an jedem 
beliebigem Ort der Curve. Es mufs für jeden beliebigen Punct R der 
Curve, oder N in der congruenten Curve, wie weit er auch von dem Anfangs- 
punct A oder F' entfernt seyn mag, wenn man in der Curve um gleich grofse 
Bogen weiter vor oder zurückgehet, der Halbmesser allemal um gleich viel 
zu- oder abnelimen. Daraus folgt, dafs die Zunahme des Bogens vom Hälb- 
messer unabhängig seyn mufs, und dafs also die Gleichung zwischen dem Halb- 
messer r und dem Bogen s nur linear, oder vom ersten Grade, also nur von 
der Form ; 

3) r=est+y 
seyn kann, wo c und y Constanten sind. Denn wenn in dieser Gleichung s 
um k zunimmt, so nimmt r um ck zu, welches, wie es seyn sollte, von s unab- 
hängig ist. | 
| 5. | 

Man kann sich von der Nothwendigkeit der Gleichung (3), zwischen r und s, 
statt, wie vorhin, unmittelbar aus den Bedingungen der Aud 
. auch, wie folet, durch Rechnung überzeugen: 

Der Bogen 4 R gleich s nemlich, wachse um i M=k, und die AP s 


Veránderung des Halbmessers r werde durch Sr bezeichnet, wo das s unter 


dem Veränderungszeichen A nicht etwa ein Divisor ist, sondern blofs anzeigt, 
dafs s die unabhängig veränderliche Grifse ist, so ist 
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4) r+ Or = f(s + k). 


Nun sey AP =a, AQ = 4, und die Länge des Quadranten AF= AH (wenn 
nemlich PH und QF auf PQ senkrecht sind), gleich c, so ist VF =o — s, 
weil nach der Bedingung der Aufgabe AV= AR= s seyn soll. Ferner mufs 
nach den Bedingungen der eine PM + TQ =a + à seyn, also muls, 


weil PM = r + Or ist: 
5) TQ=a+b—r-2r 


sem. Aber VQ hängt ebenso von VF =o — s ab, wie P R von AR, also ist 
6) NQO=f(e—s)=at+6—,, 
und folglich 





TQ = f(s —5 — fe — s), 


oder vermöge (6): 


7) 





Nun ist nach (5) TQ —a--ó—r— Ss also das wenn man beide Aus- 
drücke yon T'Q (5 und 7) gleich setzt: 


8) Bf f(e — 3) 





seyn. 


Nach dem 7ay/or'schen Lehrsatz ist, ie bekannt, 
i le 


P fs e ki fs + P fs + LE ANA 
- A f(g—s) ek - i re Pa MST fe S) +... 


SE RE c — s, 33 oan S) ABE üntecd. d... wiederum nicht etwa 
Divisoren sind, sondern blos anzeigen, dafs s oder & — s die unabhängig verän- 
derlichen Gröfsen sind. Setzt man die beiden Ausdrücke (9), vermöge (8), ein- 
Anus} gleich, dividirt mit k, v setzt Avon k — 0, so findet man: 


10) os = Ef — s). 


Diese Gleichung zeigt an, dafs sich ae erste Ableitung (der erste Differential- 
Coefficient) von fs, nach s, nicht verändert, wenn man darin o — s statt 5 
setzt. Es kann also nur 








48* 


^v 
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11) fs = Const = c 


seyn. Dieses giebt, wenn man die Stammgrölse (das Integral) nimmt: 
fs cs + Const = cs + y, 
oder weil fs = r war: 
12) r=cs +7, 
wie oben (3). 
6. 

Setzt man nun in der Gleichung r = cs + y, zwischen Halbmesser und 

Bogen, s = 0, so ist r — y, also ist a=y. Setzt man s =o, soistr = 6, 


also à = cc + y — co + a, und folglich c= Pen mithin 


43) r= (b—a)~+a, 


welches die vollstándige Gleichung der Curve zwischen Halbmesser und 
Bogen ist. 
7. 

Aus der Gleichung zwischen Halbmesser und Bogen findet man, wie folet, 
die Gleichung der Curve zwischen Halbmesser und Winkel um den Mit- 
telpunct, oder fiir sogenannte Coordinaten aus einem Puncte. 

Man bezeichne den Winkel & PA, (Fig. 11.), der zu dem Halbmesser RP =r 
gehört, durch gy, und betrachte r als die unabhängig veränderliche Grófse, so 
dafs «y von r abhängt, so ist, wie bekannt, der Ausdruck der ersten Ableitung 
des Bogens AR — 5, nach r, folgender: 


14) d, -Vy( +r =) ). 
c 


Nun giebt die Gleichung (13) s — —. (r — a), und daraus folgt 2 =p 


also ist vermóge (14): 


15) LI— E V +r =) ) : 


£0 ri: Co = y. — |, oder 


dou 54 a^ — (b — a)’ 
-9 = en i 


Daraus folgt: 
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und wenn man davon die Stammgrófse nach r nimmt: 


11): esr y Le Const, 


wo *r von r den natürlichen Logarithmus, oder den Logarithmus für die Basis e 
bezeichnet. Für r = a ist p gleich Null, also 


0-'ay d + Const, 


und folglich 


Const = — ‘a ÿ (ey, 


mithin in (17), 
i» vests") 


Für r = à ist p =e, wenn g einen Kreisquadranten für den Halbmesser 1 


c! —(b—a 
> Or rn ET 


ts hi 
à EX (5). (=); oder 

Q Md a 
‘r — “a 
e) —*g 
Da man die natürlichen Logarithmen findet, wenn man die briggischen mit einer 
unveränderlichen Zahl multiplicirt, so kann man auch in dem Ausdruck (20) 


briggische Logarithmen statt der natürlichen setzen, und es ist folglich auch 
10 10 


bezeichnet, also 


Daraus folet 





o 
20) += 
rn 


[TC 7 


vas Labs Suet, Yi 
21) Sages 
Dieses ist die Gleichung der Curve AMH= FN A zwischen Coordinaten 
aus den Axen P und Q. 
Man hätte das Nemliche auch noch etwas kürzer aus (15) oder (16) finden 
, Ge. Y 
" können. Aus (16) nemlich folet, dafs r-9 eine unveränderliche Grófse 
ist, etwa gleich c, so dafs. 
» SER d | 
Don v EE O 


. e. ; | € 7 ^ J . 1 a hl e. - 
Also ist o — -. Daraus folgt, wenn man die Stammgrôfse nach r nimmt, 
r r 5 
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cq =ctr-+Const. Für r=a ist p= 0, also 0 — c. ‘a + Const, Const == c*a 
und o — c .*r — c. “a, oder 


23) p= b (5) 


a 
Für p — Q ist r — 4, also o = c (t6 — *a), folglich 
R^ Pash‘ 
24) ie. e) — ea’ 
ET mithin 9 — 9. 3% , oder : = s , wie (22). Nach dieser Glei- 
chung láfst sich auch die Curve leicht zeichnen. 
ir S 
Eine Gleichung. der Curve zwischen rechtwinkligen Coordinaten 
PL=2, LR=y (Fig. 11.) kann man, wie folgt, finden: 


Es war p —c (2 (23), oder p = () 


Daraus folet ge = (2). oder e? = (2) oder 


26) @ = (5. - 


26) e? = cosp+ising, 
wenn 4 = Y. — 1. Also ist, vermöge (25), 


27) (2) — COS q “2 sin q. 


Nun ist bekanntlich 


Es ist aber cos p = =, sin p =Ÿ und r — y (a^ + y^), also ist vermöge (27): 


Y (a^ EN Lorry: 
(CE) = ot gp ni 
& _(w@+i = 
Be, T gg oder 
(a* e yt) = @ + ip) at 





oder, weil c = — ; = zz War (24), 


to 





+1 
28) (a* + PDU = (x + ty). a’. 
Aus dieser Gleichung kann man y in a durch Reihen entwickeln. 
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9. 


Die erste Ableitung der Fläche F einer Curve, durch Coordinaten aus einem 
Puncte r und p ausgedrückt, ist, nach dem UN r genommen, bekanntlich 


29) ET. = F. 


Nun ist für die gegenwärtige Curve r eg = gp — ¢ (22). Also ist hier 


30) EF= arc 


Dieses giebt, wenn man die Stammgrófsen nimmt, F = 47° c+ Const Für 
r= aist — 0, also ist 0 = 1a*c + Const, und Const = — 16^ c, mithin ist 


vollständig F = + — a?) c, oder weil c = em war, 


| (r* — ae 
da FE a) 
Die ganze Fläche APH (Fig. 11.) ist, für 7 = b, 


__  —a*)e 
32) ITA CL OY 


10. 


Die erste Ableitung der Linge s einer Curve durch Coordinaten aus einem 
Puncte, r und g, ausgedrückt, ist, nach dem Radius r genommen, bekanntlich 


deb od 2 à 
33) 2.s=y(i+r =?) 
Nun ist für die gegenwärtige Curve r T — c (22), also ist hier 


34) 5 sy 0. 


Daraus folgt, wenn man die Stammgleichung nimmt, s = r ¥ (1 + c^) + Const. 
Für r=a ist s=0, also 0—a (1 4- c^) 4- Const, folglich Const =—ay (1 4- c^), 


mithin ist vollständig s = (r — a) V (4 +c’), oder weil c = S war (24), 
35) s —2a v (1+ oe +) 

Die ganze Länge der Curve AMH (Fig. 11.) ist, Bs PU 
36) 7 — 6 — 2) Y + E 
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Setzt man die Ausdrücke (35, 36) von s und a in (13), so erhält man 


r=(b—a);— 








wie gehörig. 
43: 
Die goniometrische Tangente des Winkels VRP =X (Fig. 3. , welchen 
eine Tangente an eine beliebige Curve,,in einem beliebigen Punct Ai, mit dem . 
Radius vector macht, ist bekanntlich für Coordinaten aus einem Puncte, r und g, 
wenn man, wie hier, den Radius zur unabhängig veränderlichen Grófse nimmt: 


B una Eu 
- 





Nun ist bei der gegenwärtigen Curve r f pF (22) == 7 S - (24), also 


ist hier 





38) tang M — 7 e - 


— ‘a 
Die Tangenten der Curve machen also in allen Puncten der Curve mit dem 
Radius vector den nemlichen Winkel. 


Setzt man den Ausdruck (38) in die Ausdrücke der Fläche und der Lange 
der Curve (31 und 35), so findet man: 
39) JF-—i(r — a)tang X, und 
40) s—=(r — a) sec À. 
ToU 
Man siehet, dafs die gefundene Curve eine logarithmische Spirale ist. 
Die länglichen Rader, durch welche sich auf die obige Weise die Ungleichheit 
der Wirkung einer Kurbel vermindern läfst, müssen also aus 4 a einer 
solchen Spirale zusammengesetzt werden. 


Zweiter Fall 


Wenn die Form eines der länglich runden Räder gegeben ist. 
12. 

Die Curve 4 VF (Fig. 12.) sey gegeben: es wird die Curve ARH gesucht, 
welche die Curve ANF beständig berührt, wenn ARH sich um die Axe D, 
und AN F um die Axe Q dreht, und zwar so, dafs die Bogen beider Curven, 
von dem Anfangspunct A an bis zu run beliebigen Berührungspunct, gleich 
lang sind. 

Nach den Bedingungen der Aufgabe muls 


41) 
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41) Bogen AR = Bogen AN, und 

42) PR+NQ=PA+AQ=PQ 
seyn. Man bezeichne PA durch a, Q.4 durch d, den Winkel RPA durch 9, 
den Winkel VQ A durch 1}, ‘den Bogen WA durch s, den Bogen R A durch z, 
den Radius N Q durch r, den Radius P R durch r, , und betrachte w als abhängig 
von r, p als abhängig von PR = r, — a+ à — r: so ist die Abhängigkeit 
zwischen r und ab gegeben, und die Abhängigkeit zwischen PR und q wird 
gesucht. | 

Die erste Ableitung des Bogens s, nach r genommen, ist bekanntlich 
d AA à ge | 
43) <= vit +r ="). 

Ebenso ist die erste Ableitung des Bogens z, nach 7, genommen, 


dii 2 de 
De v (1r, mU). 
Nun soll nach den Bedingungen der Aufgabe für jeden Punct der Curve 


AO} scm 
seyn. Daraus folgt E dum 2 Aber d 2 ist bekanntlich gleich 2 Le Er, r ; folglich 
ist, weil r, = a + IESUS seyn soll, und mithin Er = — 1 ist, me = — - 
Also mufs 
46) B s=— oe 


4 


d d 
seyn. Setzt man hierin die Ausdriicke yon S und - 2 aus (43 und 44), so 
findet man ‘ 


47) Y (1 Ve st 


d 
In dieser Gleichung ist 7, =a-+-b—r und = “b= = ar 3n uz x X—1—— u 


1 


also Sap = — Fp, folglich 

48) "0 20 (nmn m). 
Daraus folgt, 1 + 7° d 14 (ab— nt DV also 
= 


49) Cos pups. 
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Da nun die Linie AN F, also die Gleichung zwischen x} und 5 gegeben voraus- 


gesetzt wird, so ist Cap gegeben, und zwar durch einen Ausdruck, der von r 


abhängt. Folglich ist, vermóge des Ausdrucks (49), - Cp ganz in r " gegeben, und 


d . ae » . e. 
man darf von —9 nur die Stammgrófse nehmen, so findet man eine Gleichung 


zwischen r und q, oder, was das Nemliche ist, zwischen g und a 4- ó — r — PR, 
welche die gesuchte Gleichung der Curve ARH ist. 

Wir wollen, um den gegenwärtigen Aufsatz nicht zu sehr zu verlángern, 
die Anwendung auf bestimmte Fälle, z. B., wenn: die gegebene Curve eine 
Ellipse oder eine Cycloide ist, a weiter keine Schwierigkeit macht, dem 


Leser überlassen. 


14. 


Die Gestalt des einen Rades kann auch nicht sowohl unmittelbar, als durch 
gewisse Bedingungen seiner Wirkung gegeben seyn. Wenn sich z. B. an der 
Axe M (Fig. 10.) nicht sowohl eine einfache, sondern vielmehr eine drei- 
fache oder mehrfache Kurbel befindet, so kann man verlangen, die Rider 
sollen so gestaltet seyn, dafs eine unveránderliche Kraft P, an einem kreisför- 
migen Rade um die Axe A, oder an dem Hebelsarm 4 C wirkend, die folglich 
ein unverànderliches Moment haben wird, auch ein unveránderliches Moment 
um die Axe MW, nach der Richtung des Widerstandes Q genommen, 
hervorbringt, wodurch dann also die Ungleichheit der Wirkung einer mehrfa- 
chen Kurbel, wenn nicht dynamisch, so doch statisch, ganz ausgeglichen wer- 
dén würde. 

Unter diesen Bedingungen scy 
| AC=p, AM=a-+b, 
und ‘ein beliebiger Radius des nicht kreisfórmigen Rades DBE Kum M gleich rn 
so ist der Radius des anderen, nicht kreisfórmigen Rades G.D FH um 4, für 
den zugehörigen Punct seines Umfanges, a + 0 — r, weil die Radien durch 
den Berührungspunct der beiden Räder immer zusammengenommen gleich 
A B = a + b seyn müssen. | 

Nun wird das veränderliche Moment des Widerstandes, den die Kurbeln 
nach bestimmter Richtung finden, auf irgend eine Weise von dem Winkel x 
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(Fig. 12.) abhängen, um welchen sich das Rad an der Kurbelaxe gedrehet hat. 
Man kann also dieses Moment gleich 

50) Fu 
setzen, wo Fx) cine durch 1} gegebene Gröfse ist. 


“ . F [11 % 
Dieses Moment erfordert eine Kraft dies am Berührungspunct der beiden 


Rider. Auf der anderen Seite ist die Kraft, welche die unveränderliche bewe- 
gende Kraft P am Berührungspunct der beiden Rader hervorbringt, gleich 
Pp | 
| Oa ARE . Also mufs 
Pp Doe 
BRA MES 
seyn. | 
Da Fup eine durch u und vielleicht r gegebene Grófse ist, so ist (51) 
eine Gleichung zwischen ^P und r, und folglich durch dieselbe die Gestalt 
des einen Rades, nemlich desjenigen um die Kurbel-Axe, gegeben. Die 


Aufgabe kann daher weiter nach (S. 13) aufgelóset werden. Man nimmt aus 
. der gegebenen Gleichung (51) La, und setzt es in (49), so findet man Lo, 


und wenn man die Stammgleichung davon nimmt, eine Gleichung zwischen » 
und r, oder, was das Nemliche ist, zwischen @ und a+ 6 — r, welche die Gestalt 
des anderen Rades giebt. 
15. : 

Die langlichen Räder, zur Verminderung oder Aufhebung der Ungleichheit 
- der Wirkungen von Kurbeln, sind nicht blofs em Gegenstand oder ein Anlafs 
einer analytischen Untersuchung, in welcher Qualitát sie hier vorkommen, son- 
dern sie sd bei Maschinen wirklich mit Nutzen anwendbar, besonders bei mehr- 
fachen Kurbeln, da man die statische Ungleichheit der Wirkung derselben durch 
solche Räder von gehöriger Form a ufheben kann. Das dynamische Verhalten 
der länglichen Räder giebt Anlafs zu noch mehreren interessanten Untersu- 
chungen, die aber für diesmal dahingestellt bleiben mógen. 
| Zum Schlusse werde nur noch bemerkt, dafs, wenn man sich bei den nicht 
kreisfórmigen Rädern eines Schwungrades bedienen will, dasselbe in der Regel 
nicht an der Axe der Kurbel, sondern an der Axe der bewegenden Kraft befestigt 
seyn mufs, weil gewöhnlich nicht die Kurbel- Axe, sondern nur die Axe der 
bewegenden Kraft mit gleichformiger Winkel - Geschwindigkeit umläuft. 
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Einige Verbesserungen im ersten Bande. 





Z. 14 v. u. 1. m. Figur 7 statt Figur 10. 
S—7 v. u. fällt die Klammer [] weg. 
— 4 v. o. lm. Cylinder statt Kegel. 

8 v. u. l. m. Vielecks statt Vierecks. 


n' n4 
7T v. o l. m. Yp’ statt Yp’. 
11 v. o. l. m. p statt p//. 
13 v. o. l. m. mien Grade st. wten Grade. 


Sn 8, 8$ 
19. Goel) m. 2 23 


S v. o. In dieser Formel mufs überall p, 
statt p stehen. 

6 v.o.l.m. und to nicht Null ist, st. einzeln. 

T v.o.l. m. a/* — 4 zz 0 statt oe — 4 z— 0, 
a — al^ 0 aA —1 — at = 0, 


— 6 v. o. l. m. zs statt 2. 


— 3 v.u.l.m. IN statt o(4')" 


13.14.15 v.o.l.m. statt des dort angeführ- 
ten Lehrsatzes folgenden: 

Die Zahl der verschiedenen Werthe ei- 
ner Function vonnGröfsen kann entweder 
gar nicht bis unter die grófste Primzahl, die 

_ kleiner als m ist, vermindert werden, 
oder nur bis auf 2 oder 1. 

— 14u.13 vu. lim. die Durchschnittspuncte der 
Diagonalen solcher an einander liegenden 
Parallelogramme st. solche an einander 
legende Rechtecke. 

— 10 v. c.l. m. fa (z, y, $5... 9 (n7) = 
co + fdz .o(z, y q (0) statt 
fa (533i. (79)70 Ef dao (x,y....()). 

16 v. u. nach „Puncts P" ist einzuschalten: 


»von den Mittelpuncten der Kreise". 
14 u.15 v. o. l. m. A statt A;. 


— 


eeeese 


eee 8 & 8 


| 


— A4 v. u. 
= 3T P fallt das Wort log" weg. 
— 5 v.u. 
— 6 v. o. l. m. kleiner st. nicht gréfser. 


ví v r v 
21 v.0.1.m. e(55— st. (5-4 
2 v. o. fehlt die Klammer nach dem Gliede 
Agu’, 
— 9 v. o.l m. r d- £, N st. 1+, N. 
— 23 v. o.l. m. ó(rtr ,)(r-r4) st. é(rtrí)(r-7 ,). 
— 26 v. o. l. m. ös st. ds. 
— 10 v. o. l. m. — ógq st. — dq. 
— 13 v. o.]. m. r, zo r —Z2£ st. ru f —t. 


— 15 v.o.l.m. r; zc r, —2:, st. rj zr, —t,. 
4T v.0. m. r, 4,7, 725, st. Tp rain 


19 v. o. m. ry = rm — 2554 St Ty = 


Tm-1 77 mt‘ 

I ovo em. | ; 
Sm sm + A(-1)™ Mn o N 
= Bat Bm-2 Ry) - As. me _ st. = 
$m-2 + AC 1); (Ami Im-2 N 
— Bm—t Pme R4) — Áo t ma: 


m1 Ma 


$..203 


204 


205 
209 


215 
215 
— 220 
— 221 
225 
262 
264 


— 274 


| 


— 274 


— 274 
— 313 


— 315 
— 316 


— 365 — 5 v. o. L m. 
— 384 — 7 v, u. l. m. 


Taf. II. Fig. 16 fehlen bei den Puncten, in welchen 


, Sm 2m 

Z. 2 v. u. ]. m. — st. —. 
us z 
2 v4 

— 1 v. o. Il. m. — st. —. 
2 2 


0 1 
— 5 v. u. l m. don st. dog. 
— 3, 6, 16, 19 fehit unter dem Integrations- 


zeichen der Factor ——. 
VR 


— 14 v. 9. l. m. Tk—-2 St. Sk o. 

— 20 v. o. L m. (ko st. Myr?» 

— 3 v. u. |. m. der obigen st. einerlei. 

— 6 v. u. l. m. X — dj st zB, te 

— 10 v. u. l. m. x st. x. 

— 9 u. 18 v. o. l. m. B st. IL. 

— 15 v. u. I m. B st. IL 

— 12 v.u.l. mt, 22, D. stg 

— 8,9, 10 v.n. Lm. ebenfalls - 74, P. 
x “2, 4 u. aufserdem + an + 

2R _2R _2R | 
h, hy 


st. h, " i 
1 1 1 1 1 
6 v.u.l.m. R, By oi; tat RSRI 
— 13 v.o.l. m. beliebigen convergenten Reihe _ 
St. beliebigen Reihe. 
— 20 v. o. lm. a <— 6 st, aß, 
— Sete. mufs der Lehrs. Vl heifsen, wie folgt: 
Bezeichnet man durch 06, 04, 05 ....; 
ef, ei, 0}... die Zahlenwerthe der resp. 
lieder zweier convergenten Reihen 
vo d v, + ov; .... = p und 
vj + vt t+ vf... m p, 
und sind die Reihen 


Qo "b Ry en 


1 1 


2R 
à, Uh, 


0 1 a : ee @ ^ x 
ebenfalls convergent, so wird auch dieReihe 
fo "E rod te ge hE Pei 

deren allgemeines Glied 
xe t 1 : 
convergent, und ihre Summe gleich 


(vo t», t95 t) (vb tol toit...) 


seyn. 


) 
— 323 — 23 u. 24 v. o. I. m. „weil 6(k) eine stetige 


Function ist" st. nach dem Lehrsatze (V)?. - 


— 324 — 13 v.u.l m. f(k 1, k! TU) st. f(k, 1, k1 t). 
— 324 — 9 v, u. L m. stetige st. bestündige. " 
— 325 — 7 v.o.l.m. e(t k!V-1) st. o(k-KVA). à 
— 327 — 6 u. 7 v. u. l. m. 6! j | 


AL» dus Ou» Su st. 
élu, du, Sta, du. 


— 330 — 3 v. u. 1 m. <— st. =. | 
— 338 — Su. 6 v. u.l.m. Bis jetzt sind aber diese 


Bemiil-ungen, wenn ich nicht irre, noch 
nicht ganz gelungen. 

Gergonne st. Gorgonne. 
13 st. 12. 


die Gerade M, M, den Kreis P, schneidet, 
die Buchstaben 4 und B. E. 
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Me earn Ce als e 


Da erste Band dieses Journals fiir die reine und ange- 
wandte Mathematik, dessen Fortsetzung hier beginnt, hat 
sich in allem Betracht eines unerwartet guten Erfolgs zu er- 
freuen gehabt. Von den Anerkennungen und Aufmunte- 
rungen, die dem Journal zu Theil geworden, ist vor allen 
diejenige zu nennen, womit dasselbe von Héchsten Behór- 
den des Hocherleuchteten Königlich-Preulsischen Gouver- 
nements beehrt worden. Diese, die Wissenschaften mit so 
ausgezeichneter Munificenz und thätigem Eifer beschützen- 
den und befórdernden Hóchsten Behórden haben eine nam- 
hafte Zahl von Exemplaren für verschiedene Unterrichts- 
Anstalten und Bibliotheken ankaufen zu lassen und dadurch 
die Fortdauer des Journals kräftig zu unterstützen beschlos- 
sen. Der Herausgeber, und gewils jeder Freund der Wissen- 
schaften, sagt Ihnen dafür den aufrichtigsten Dank. Eine 
solche thätige Beförderung muls nothwendig den Eifer, das 
Unternehmen möglichst zu! vervollkommnen, kräftig ver- 
stärken. 

Sodann haben die Gelehrten in mehreren Ländern, und 
‚vorzüglich in Frankreich, die Zeitschrift nicht allein mit Bei- 
fall aufgenommen, sondern auch durch eigene Theilnahme 
unterstützt. 

Endlich hat das mathematische Publicum sich für das 
Journal auf eine so erfreuliche Weise interessirt, dafs Hoff- 

x 
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nung vorhanden ist, die Zeitschrift werde noch immer mehr 
-Theilnahme finden, und immer weiter gedeihen, je mehr sie 
bekannt wird, und je mehr sie sich selbst, für die Zwecke 
die sie sich vorgesetzt hat, entwickelt. | 


Der Herausgeber beginnt also die gegenwärtige Fort- 
setzung mit Vertrauen und Hoffnung auf einen ferneren gu- 
ten und immer besseren Erfolg. 


Der Plan und der Zweck der Fortsetzung bleibt im Gan- 
zen der nemliche, wie er in der Vorrede zum ersten Bande 
angedeutet ist. Nur hat es den Gelehrten und Kennern, die 
den Herausgeber mit ihrem Pathe beehrten, so wie ihm selbst, . 
nicht unzweckmäfsig geschienen, diejenigen Aufsátze, welche 
ein weiter verbreitetes Interesse, besonders für den eigent- 
lichen Gelehrten haben, um sie allgemeiner lesbar zu ma- 
chen, in lateinischer oder franzósischer Sprache zu geben, 
welche Sprachen Denen, die in einer Wissenschaft weiter ein- 
dringen, fast in allen Ländern eben so verständlich sind, als 
die Muttersprache. Dieses wird also hinfort geschehen. Eine 
Aufforderung zu dieser Abánderung lag auch schon beim er- 
sten Bande gewissermalsen darin, dafs ein sehr grofser ‘Theil 
seines Inhalts dem Herausgeber nicht in deutscher Sprache 
mitgetheilt worden ist, sondern von ihm erst hat übersetzt 
werden müssen; desgleichen darin, dafs er, wiederum einen 
grofsen Theil der Abhandlungen von aufserhalb Deutschland, 
namentlich aus Frankreich, den Niederlanden, Dänemark, 
Schweden etc. erhielt, wodurch sich gleichsam die Ten- 
denz des Journals, eine allgemeine Zeitschrift.zu werden, 
nicht undeutlich aussprach, welcher Tendenz er dann auch, 
da die Allgemeinheit der Mittheilung ohne Zweifel am 
allerkräftigsten zur Erreichung des Zweckes des Unterneh- 
mens wirken wird, mit Vergnügen nachgiebt. 
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Sodann finden es die Freunde des Herausgebers, mit ihm, 
nützlich, Aufgaben aus der Mathematik aufzustellen, und 
sie durch das Journal beantworten zu lassen, wie es schon 
bei dem ersten Bande im Voraus angedeutet worden ist, und 
wie von der vortrefflichen, von Herrn Gergonne zu Mont- 
pellier redigirten mathematischen Zeitschrift, seit vielen Jah- 
ren, mit so bedeutendem Erfolge geschiehet. Das Journal 
wird also fortan dergleichen Aufgaben, oder auch zu be- 
weisende Lehrsätze enthalten, und die Mathematiker wer- 
den hierdurch zum Beantworten der ersteren und zum Be- 
weisen der letzteren eingeladen. 

Endlich finden die Kenner es nützlich und angemessen, 
dafs Jedermann, der durch mathematische Forschungen zu 


Mesultaten gelangt ist, die neu zu sein scheinen, sie mögen 


in Lehrsátzen oder in Erläuterungen schwieriger Gegenstände, 
oder in Betrachtungen, oder auch selbst in Aufgaben beste- 
hen, durch das Journal Gelegenheit finden môge, dieselben 
bekannt zu machen. Der Herausgeber ladet demnach hier- 
durch zur Mittheilung solcher Resultate ein. Auch wird er, 
Anzeigen von mathematischen Schriften, die im Werke sind, 
und Beurtheilungen erschienener Schriften, wobei aber, wie 
bei dem ganzen übrigen Inhalte des Journals, Alles was irgend 
Jemand verletzen könnte, unbedingt und strenge ausge- 
schlossen bleibt, gern aufnehmen. Nur muls bei diesen 
Mittheilungen und denjenigen der Auflösungen von Aufgaben 
und der Beweise ausgestellter Lehrsätze die natürliche Bedin- 
sung Statt finden, dafs Dasjenige was etwa nicht zur Bekannt- 
machung durch das Journal vom Herausgeber geeignet ge- 
funden werden móchte, zurückgegeben werden dürfe. 

Diejenigen Zuschickungen für das Journal, welche nicht 
von den besonders eingeladenen Mitarbeitern kommen, muls 
sich aber der Herausgeber portofrei erbitten. 


oa 
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Die oben erwühnte erfreuliche Aufnahme des ersten Ban- 
des dieser Zeitschrift kann den Herausgeber, dessen ganzes 
Streben seiner Wissenschaft gewidmet ist, und der kaum eine 
andere Freude kennt, als für dieselbe zu wirken, nicht an- 
ders, als mit dem lebhaftesten Eifer beseelen und ihn er- 
muntern, alle seine Kräfte anzuwenden, auch hier auf die- 
sem Wege Alles, was in seinem Vermögen ist, zu dem vor- 
gesetzten Zwecke zu thun. Er wird keine Mühe und keine 
Aufopferung bei diesem Bestreben scheuen, und wünscht für 
sich nichts weiter, als dafs. es ihm damit auch fernerhin und 
noch immer mehr gelingen móge. Der Herr Verleger der 
gegenwürtgen Fortsetzung, dessen Eifer, wissenschaftliche 
Werke seinerseits fördern zu helfen, rühmlichst bekannt ist, 
und dem der Herausgeber schon bei seinen eigenen, in dem 
nemlichen Verlage erschienenen mathematischen Schriften, so 
manche alien nützlich gewesene Gefalligkeiten schuldig 
ist, wird gewils auch seinerseits Alles thia; was zur Fór- 
derung des Unternehmens gereichen kann. 

Es ist nur noch übrig, das Publicum und Jeden der sich 
für die Mathematik, diese für so unzählige Verhältnisse des 
Lebens und für die Verbreitung und weitere Entwicklung 
der allgemeinen Intelligenz, jener wahren Quelle des Wohl- 
seins, AUN und nützliche Wissenschaft interessirt, wie 
hierdurch sbstiiiatidt; zu bitten, dem Unternehmen ferner 
und immer mehr seine Aufmerksamkeit zu schenken, und 
dasselbe durch Verbreitung und Theilnahme unterstützen 
und fórdern zu wollen. 


Der Herausgeber. | 





1. 
Ueber den Ausdruck der verschiedenen Wurzeln einer 
Gleichung durch bestimmte Integrale. 
(Vom Herrn Prof. Jacobi. ) 


2. 
In isten Bande der Mémoires des savans étrangers vom J. 1806 hat 
Parseval die Lagrangesche Reihe, welche die Wurzel einer gegebe- 
nen Gleichung ausdrückt, durch Hülfe bestimmter Integrale zu summi- 
ren, und die von ihm so gefundene Formel auf directem Wege zu be- 
weisen versucht. Später hat Bessel in den Abhandlungen der Berliner 
Academie vom J. 1816 — 17 eine berühmte Anwendung der bestimmten 
Integrale auf das Keplersche Problem gemacht. Da neuerdings die 
merkwürdigen Formeln, welche Cauchy im 19ten Hefte des polytech- 
nischen Journals gegeben hat, wieder die Aufmerksamkeit der Analy- 
sten auf diese Art, die verschiedenen Wurzeln einer Gleichung zu be- 
stimmen, gelenkt haben, so sei es mir vergönnt, die von Parseval an- 
gefangenen Untersuchungen wieder aufzunehmen und zu vervollständigen. 
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Es sei eine Function f(x) in eine convergirende Reihe entwickelt; 
von der Form: 


A + 4! cos x + M" cos2 x + A" cos3x + etc. 
+ B'sinx + B" sin 2x + BY sin 3x + etc., 
so hat man bekanntlich, wenn man sich der von Fourrier eingeführ- 
ten Bezeichnung der bestimmten Integrale bedient: 


T TC 
(1) — __ 
sce af fo) cosnx Ox, 
1 TE 
mn) — : 
DE af fo sin 2x Ox. 
Diese Formeln folgen sogleich aus der Betrachtung, dafs 


TT . 
gie cos max sinnx x 9, 
—J4t 
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dafs ferner, wenn 7 und 7 ungleich sind, auch 


TT n x 
[os m cos naw x = 0, [Usinma sinnx ax = 0, 


TT TT 
hingegen, wenn m=n, beide Integrale =z werden. Der Fall m=n=0 
macht eine Ausnahme, indem man dann 27 statt 7 erhält, daher auch 


M os f Serax. 


Diese Methode der Coefficientenbestimmung in der Entwicklung der 
Function f(x) findet sich zuerst in einer Abhandlung von Euler, vom 
J. 1777, die aber erst im J, 1798, im 11ten Bande der Nova Acta be- 
kannt gemacht wurde, und deren sich seitdem mehrere Analysten zu 
jener Coefficientenbestimmung bedient haben. Umgekehrt sieht man, 
dafs, so oft eine Function f(x) auf andrem Wege in convergirende Rei- 
hen von der angegebenen Form entwickelt werden kann, dieses zur Werth- 
bestimmung der Integrale 


Fp cosnx Oc, y BO sin2XxX OX 


dient. So oft aber im Allgemeinen sich eine Function ®(x) nach den 
positiven oder negativen Potenzen von x, oder nach beiden zugleich, in 
eine convergirende Reihe entwickeln läfst, erhält man, indem man statt 
x den Ausdruck 
re-*Y — = pr (cosa + sina y —1) 

setzt, für die Function Q(ret*Y —') eine Reihenentwicklung, die nach 
den Vielfachen der Sinus und Cosinus des Winkels x fortschreitet, und 
die immer convergirt, wenn 7 sich zwischen denselben Grenzen befindet, 
in welchen x bei der Entwicklung der Function @(x) enthalten sein 
mülste, damit die Entwicklung eine convergirende Reihe gäbe. Jede 
solche convergirende Reihenentwicklung von Q(x), nach den Potenzen 
von x, führt uns also zur Werthbestimmung der Integrale 


er | qa ; 
f. O(re=*V— cosnx dx, f "Q(re** Y —)sinnz de. 
—TT mer 


Die Combination dieser giebt die bestimmten Integrale 
Lo pee m e remm ine as 
it | sin 


Vir inan dais. 


aus welchen die imaginaren Grófsen verschwunden sind. 
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" Man wird also, wenn die Function Q(x), je nach den ver- 
schiedenen Grenzen, innerhalb welcher sich x befindet, an- 
ders entwickelt werden mufs, damit man convergirende 
Reihen erhalte, für jene bestimmten Integrale, nach den 
verschiedenen Werthen von r, oft wesentlich verschiedene 
Resultate erhalten müssen. 

D. 
Es sei jetzt ®(x) der Logarithme eines Polynomiums 
a+bx+cx+da +....Lar. 
Es seien ferner 
DL Oy IG as aug c v. mi ey 
die Factoren dieses Polynomiums, so ist sein Logarithme gleich der 
Summe der Logarithmen dieser einzelnen Factoren. Diese einzelnen Lo- 
garithmen müssen nach den verschiedenen Grenzen, in denen x enthal- 
ten ist, verschieden entwickelt werden, um convergirende Reihen zu ge- 
ben. Denkt man sich nemlich, es seien die Wurzeln 
VIENT UNIT QT RC ENSIS, e 
so geordnet, wie sie ihrer absoluten Grófse nach auf einander folgen, 
d. h.: ohne auf das Zeichen zu sehen, und bei einem Paare imaginärer 
Wurzeln nur Rücksicht genommen auf die Quadratwurzel ihres Products: 
so müssen im Allgemeinen 
1) wenn x grofser ist als alle Wurzeln, alle Logarithmen nach ab- 
steigenden, 
2) wenn « kleiner ist als alle Wurzeln, alle Logarithmen nach auf- 
steigenden, 
3) wenn x im genannten Sinne sich zwischen den Wurzeln «4? und 
a“) befindet, die Logarithmen 
log(z—2a^), log(w—a"), ...., log(x—a®) 
nach absteigenden, die übrigen nach aufsteigenden Potenzen von x 
entwickelt werden, damit man convergirende Reihen erhalte. 
4, 
Setzt man nun in 
(x) = log (a+ bx dex +.... + x?) 
statt x den Ausdruck ret*V—', so erhält man 
Q(ret*Y 7) + pe VTT) = 
log{(a+br cos x + cr°cos 2x +....47? cos pa) 4- (br sin x4- er^ sin 2x fet rPsinpr)}, 
1* 


» 
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welchen Ausdruck wir mit log (Z7 + 7?) bezeichnen wollen. Will man 
die unter dem Logarithmenzeichen begriffene Function entwickeln, 50 
erhält man Z/"^-4- 7* = 
a? +b? 7? LE cri + r°P 
+2rcosx (ab +bcr + cdr* + etc.....) 
+ 2? cos2x (ac + bdr? + cer + etc. ....) 
+27 PAR GET oe c f r* + etc. Pay 


Aus dieser Forme! exhellét im FM ‚ dafs, wenn eine Reihe 


f(x) = a +bx+cx + dx + etc. 
gegeben ist, die Reihen 

+ br + cr dr + etc., 

ab + bcr? + cdr* + der? + etc., 

o5 o cer“ + dfi? + etc., 


sich ausdrücken feel durch an Vost HAR BEE 


zz. TP il Gime), dé Ps ADI Ox, 
zn. "fire 73 fr e- 97» cosxox, 


e... fre V 7) f(re- "Y —! cos2x 0o, 


5i 


4 
Die convergirende Reihenentwicklung von log(Z/7--77) giebt, 
1) wenn r gröfser ist als alle Wurzeln u, a”, a" ap); 


2 te 
p{ a a? 3 a3 
plogr?— 22>, (= cos x + 5— cos2x JN 


2) wenn r kleiner ist als Alle Wurzeln a, a’, o", 


a+ | 
34-4 Cos x + ete.) 





de DER 


log a? —22 (7 cosa + — cos? + 34 00530 + 7 40054 + ete.); 
3) wenn a — r > a), in dem angegebenen Sinne: : 


2 3 4 
k log r° — D (= cos x -l- 375 008220} i cos 3 x + in cos 4x + etc.) 
z 
+257, (logo — 5 CSR — 5; cos2 x — a = 00532 — 27 cos 4x: — etc.), 


wo man unter &;,.)(a) die Summe der Ausdrücke versteht, die erhal- 
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ten werden, wenn man in (a), statt a, nach einander, a”, amt», 
ant. OTs setzt. 
Nach diesen 3 verschiedenen Fallen erhält man 


1 TT a à 
JEU + Fax = 
1) plogr*; 2) logo; 3) klogr?+t log a) + log gi} 4L ,,, , L log a: 
g g e g g +....+logar ; 
mo ga J 08 U°+ 7) cosnx dc = 


4 n + ait" nn eevee E a (o H 








1 


n 1 1 1 
Oa ah TN gee Tee Foon 


(02 


yn 








a 4L... 4 0%”) 


r” Th iuc 1 
ar a q^ a Fr" a kt)” ur aP)" 
3 \ 6. 
Es ist bekanntlich 


ga ge AAC en DR tang. © v 


Hieraus folgt 
gy 4180 (re Y 7) — logQ(re7*Y 3) 


P 
= Are. tang. brsinx+ cr?sin2xæ+....—+Lr ere 
ir PP RS cos2x—+....—r cos pac? 
welches wir mit Arc. tang. 77 © bezeichnen. Man erhält so 


r sin © r sin © 


xcu ep AC. tang. 
ec] ud tang. ue) Se à 


r cos 2— a”? 





Arc, tang. — £ = + Arc. tang. - 


r cos x — a’ 


Die convergirenden Reihenentwickelungen für Arc. tang. À ^ geben nach 
den verschiedenen Fallen: 


1) px +>! NL dieti “sin x + etc.), 
2) St (2 sine} 7 25 sin3z -- 7 ^. sin 4x + etc.), 
3) rst na 5— sin? 2x +3 singe + £ „ande + etc.) 
p 
I 


r 
me sine + 7 > sin? 2e + 3 sin 3x ZU sin 4x + etc.). 








pe 
de 
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Bemerkt man ferner, dafs durch theilweise Integration: 





xcosnx 1 xcosnx sinnx 
frsinne Ox eT o fo 7 ics TE ~~ =? 
also 
1 mor n ce 
uch csinnxox = + — 
es oe n 


wo das obere Zeichen gilt, wenn z ungerade, das untere, wenn rn gerade 
ist, so findet man: 


1 V 
= "Arc. tang. T sinnxox = 


et 


1 7 Ti 7L n 
) x =P d Le Tu EC Ey Vu mi 0 | 





; p^. Low X 
2) yg QUE qum. ram tg TO um m 


DONO 


TE Be intpisu qim ar Ioa 
n Hr 


re 1 
n Nace T dass cus T: dam 
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Für den 3ten Fall also, wenn der absolute Werth von r zwischen 
den absoluten Werthen von a und a fällt, adn man aus A. 14 


1 1 

m um (k)7 — 
p (a + 0, + ei + 4 ) T r e (k41)” T un Le da ME d "i WE 

TU 
IY, COS 2X OX; . 
aus o. 6.: 

1 1 1 1 
PORT (oo ies Pls [tc AEN RINT A eren FE © 
= (a +a +....La ) r” (aR E NOT +....+ =) = 


+ Qk + = Are.tang. 7 sinnx Ox. 
Die Combination beider Formeln giebt 
Mas TE bh ae o," des Cale aU — 
E ms re a. Yen no Arc. tang. 7 — cos nx log v (U* 4- F 2) 0%; 


2 7t 





Y 
oh Toe NE spe te ENT dn a 
k 
t= af (in no Are. tang. m Br cos nx log y/(U* + P?)àx 


r 27r 
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Nimmt man eine neue Grofse r/ so, dafs ihr absoluter Werth zwischen 
den absoluten Werthen von a” und a liegt, so erhält man dadurch, 
dafs man in den bestimmten Integralen r^ statt r setzt, die Werthe von 


a” +.” u” + o" + CURE + N 


1 1 1 1 
gh” + at)" + PG APR o o 





Nimmt man die Differenzen dieser Ausdrücke und der vorigen, so er- 


halt man die Werthe von a?" und als die Differenz zweier be- 


o Oo? 
stimmter Integrale, die blofs in einer Constante (r, r^ von einander dif- 
feriren, Wir haben also das merkwürdige Beispiel eines bestimmten 
Integrals, welches ganz verschiedene Werthe erhält, nach den Grenzen, 
in welchen eine Constante desselben eingeschlossen ist, und in welchem 
zugleich der individuelle Werth dieser Constante gänzlich verschwun- 
den ist. Bezeichnen wir das bestimmte Integral, welches uns den 
Werth von 


a” -- o," + a!” + SE + at" 


J F0 Qc, 


und das Differential von F'(r) nach r, mit F'(r) so können wir die ge- 
fundene Formel auch so ausdrücken, dafs die rte Potenz der Wurzel a 
gleich ist dem doppelten Integral 


[70x ar, 


das Integral in Bezug auf x, zwischen den Grenzen — s und +7 und 
in Bezug auf r, zwischen willkürlichen Grenzen genommen, die blofs der 


giebt, mit 


Bestimmung unterworfen sind, dafs zwischen ihnen, was ihre absolute 
Grofse betrifft, nur die einzige Wurzel a liege. Im Allgemeinen wird 
jenes bestimmte Integral die Summe der nten Potenzen aller der Wur- 
zeln geben, welche zwischen den willkürlichen Grenzen liegen, so dafs 
also, wenn zwischen ihnen keine Wurzel liegt, dieses doppelte Integral 
immer 0 wird, zwischen den Grenzen r — 0 und r— aber, gleich der 
Summe der zten Potenzen aller Wurzeln sein wird. Solche Integrale 
zwischen willkürlichen Grenzen sind in den neuesten Zeiten öfters zur 
Sprache gekommen, und haben durch die Arbeiten von Cauchy und 
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Fourrier grofses Interesse erregt. So drückt die berühmte Four- 
riersche Formel den Werth einer Function aus mehreren (7) Variabeln 
f (x, y 2, +++) aus, durch das vielfache Integral 


Gum cosa (x: —14) - cos B (y —v) cosy (z—s) ....f (p, Vy By ....) Où Op OP Ov OY dw …, 


wo die Integrale, in Bezug auf a, Q, y, etc., zwischen den Grenzen — oo 
und + co zu nehmen sind, in Bezug auf is, v, o, etc. aber, zwischen will- 
kürlichen Grenzen, die nur dadurch bestimmt sind, dafs zwischen ihnen 
die den Grofsen x, y, z, etc. ertheilten Werthe liegen. Ist dieses nicht 
der Fall, so wird das Integral immer verschwinden. Die Betrachtung 
solcher Integrale, die eine eigenthümliche Analysis erfordert, dürfte viel- 
leicht aus den hier gegebenen Formeln, die eine durchweg sichere Basis 
sewähren, einigen Vortheil ziehen. 

Ich will nur noch bemerken, dafs man aus den gegebnen Formeln 
sogleich auch den Werth jeder Function einer Wurzel als bestimmtes 
Integral erhalt. Es ist ferner zu bemerken, dafs die imaginären Wur- 
zeln nicht selbst, sondern nur die Potenzsummen eines Paars auf diesem 
Wege gefunden werden konnen, woraus man dann freilich auf mannich- 
fache Weise diese selbst darstellen kann. Um die Grenzen dieser Ab- 
handlung nicht auszudehnen, enthalte ich mich alles weiteren Details; 
behalte mir aber vor, auf diesen Gegenstand zuriickzukommen. 
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T 
Spharische Polygonometrie. 


(Vom Herrn Joseph L. Rabe, Verfasser der Abhandlung No. 26. im ersten Bande 
| " dieses Journals.) 





1. 
Ts seien X,, Y,, 4, drei aufeinander senkrecht stehende Coordinaten- 
axen. Die Coordinaten irgend eines Punctes gegen dieses festgesetzte 
Coordinatensystem wollen wir durch x, y, z vorstellen. 

Hat man nun ein zweites Coordinatensystem X,, F,, Z,; wo die 
Lage dieses neuen Coordinatensystems gegen das Vorhergehende dadurch 
bestimmt wird, dafs beide Systeme denselben Ursprung haben, und die 
Axe der X, mit der Axe der X, den Winkel @,, so wie die Ebene 
der X, Z,, mit der Ebene der .X, ¥,, den Winkel 2, bilden; dann hat 
man, wenn die Coordinaten des bereits erwahnten Punctes, auf dieses 
neue Coordinatensystem bezogen, durch £,, v,, & bezeichnet werden, 
durch eine Transformation der Coordinaten folgende Gleichungen: 

x = £,0050,— U, sin Q, 

y = £,sina, cos b, + v, cosa, cosb; — C, sinb,} . en... (a). 

z == Ë,sine, sind, + v,cosa, sin b, + C, cos, 

Diese Gleichungen zeigen also den Uebergang an, von dem Coordinaten- 
system X,, Y,, Z, auf das Coordinatensystem X,, Y,, Zo- 

Denkt man sich nun noch ein drittes Coordinatensystem X,, Y., Zi, 
von der Art, dafs der Ursprung derselbe geblieben ist, und die Axen der 
X, und .X, den Winkel a, bilden, und die Ebene der X,Y, und X,Y, 
den Winkel 5, bilden, und sind die Coordinaten desselben Punctes, auf 
dieses neue Coordinatensystem bezogen, durch £,, v,, ¢, vorgestellt; dann 
hat man durch folgende mit den Gleichungen (a) analoge Gleichungen 

E. £, cos, — t, sind, 

Us £ sind, cosb, + v, cosa, cos b, — Q, sinb,; 

de £ sine, sin b, + v, cos a, sin b, + € cosb,, 
den Uebergang von dem Coordinatensystem X,, Y,, ZA auf das X, Is 
Z,. Wil man aber den Uebergang von dem Coordinatensystem AES 
Y, Z, auf das X,, Y,, Z, haben, so substituiren wir die hier aufge- 

Crelle’s Journal. II. Bd. 1. Hft. 2 
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stellten Werthe für £,, v, ¢ in den Gleichungen (2), wodurch sich fol- 
gende Gleichungen ergeben: 
x, — & (cosa, cosa, — sin a, sind, cos b,) 
— vu, (cos &, sin a, + sin a, cos a, cos b,) 
+ ¢ sin a, sinb,, 
y = £, [(sin a, cosa, + cosa, sin a, cos b,) cos b, — sin a, sin b, sin 2] 
— v, [(sin &, sin a, — cos a, cos a, cos ),) cos b, + cos a, sin b, sin ,] Lut (ah 
— ¢ [sin 5, cos, + sind, cos), cos a,], 
= £, [(sina, cosa, + cos a, sinu, cos b,) sin 5, + sin a, sin b, cos 5] 
— vu, [(sin a, sine, — cos 2, cos a, cos b,) sin b, — cos a, sin b, cos b,] 
+ €, [cos à, cos b, — sin b, sin 4, cos a]. 

Hat man nun noch ein viertes Coordinatensystem X;, V3, Z,, wo . 
derselbe Ursprung der Coordinaten ist, als in den vorhergehenden Sy- 
stemen, und wo e, und 5, für die Axen der X,, Y, und X,, 7, diesel- 
ben Bedeutungen haben als a, und 2, für die Axen X,, F, und X,, X, 
oder als c, und 5, für die Axen X,, F, und X,, Y,; sind ferner, analog 
mit der vorhergehenden Bezeichnungsart, £,, v,, ¢,, die Coordinaten des- 
selben Punctes, auf dieses neue Coordinatensystem bezogen, so hat man 
zuerst folgende mit (v) analoge Gleichungen :- 

E. £, COS, — U, Sin 4, 
U, E, sina, cosb, + v, cos a, cos 4, — C, sin Àj; 
3 E, sina, sind, + v, cos a, sind, + € sinb,, 
welche den Uebergang von dem Coordinatensysteme X,, Y;, Z, auf das 
X,, Y,, 4, ausdrücken. Eben so drücken folgende mit (a) analoge 
Gleichungen: 
£, = £&,(cosa, cos a, — sina, sin q, cos à.) 
— U,(cos @, sind, + sina, cosa, cos b,) 
+ C, sin a, sinb,, 
Uy == £, [(sina, cos a, + cosa, sina, cos b,) cos b, — sin a, sin À, sind, | 
— v,[(sin@, sina, — cos a, cosa, cos ,) cosb, + cosa, sind, sin b] 
— C, [sin à, cos, + cos à, sind, cosa,] 
d E, [(sina, cosa, + cosa, sina, cos b,)sin b, + sin a, sin 5, cos] 
— v [(sin a, sina, — cos a, cosa, cos b,) sind, — cosa, sin 5, cos] 
+ ¢, [cos b, cos, — sind, sind, cos @, ] 
den Uebergang von dem Coordinatensystem X;, Y,, Zy auf das X,, X; Zn 
Eliminirt man endlich aus den letzten drei Gleichungen und den Glei- 


P4 


ud i 
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chungen des Systems (a) die Grofsen £,, u, &, so erhält man fir den 
Uebergang von dem Coordinatensystem X,, F,, Z; auf das zuerst fest- 
gesetzte Coordinatensystem X,, Y,, Z, folgende Gleichungen: 

x= E, [(Cos a, cos a, — sin a, sina, cosb,) cos agy— (sin a, cos a, + cos a, sina, cosb,) cosb,sin ag 


+ sin a, sin b, sin b, sin ag] 
— v5[(cos a, sin a; 4- sin a , cos a, cosh.) cos ag— (sin a, sina,— cos a, cos a, cosb,) cosb,sin ag 


— cosa, sin b, sin b, sin aj] 
-- C, [(sin b, cos b, + cos b, sin b, cosa,) sin ag + sin a, sind, cos aj], 
y —&,[(cos a; cosa, — sin a, sin a; cosb,) cos bo sin ag — (sina, cos ag + cosa, sina, cos b,) 
X (sin b, sin bg — cos b, cos by cos a9) — (sin bg cos b, + cos bo sin b, cos ay) sinagsin b,] 
— vo[(cos a, sin a, + cos 2; sina, cos 55) cos bo sin ag — (sin a, sina, — cos a, cos a, cos b,) 
X (sin b, sin bo — cos b, cosbo cosag) + (sin by cosb, + cosbo sinb, cos ag) cosa; sinb,] (a) 
+6 [sin ag sina, sin b; cosby — (sin b, cosb, + cosh, sinb, cosa,) cos b, cos ag 
— (cos b, cos b; — sin b, sinb, cosa) sin bg], 
z = E,[(cos a4 cos a; — sin a, sin a; cos b5) sin ao sin by +(sin a, cosa, + cos e, sin a, cosb,) 
X (sin b, cos by + cos b, sin by cos aq) + (cos by cos b, — sin by sin b, cos ag) sinas sin 55] 
—v,|(cos a, sin a, + sin a, cos a, cosb,)sin ag sin by + (sin a, sin a; — cosa, cos a, cos b,) 
x (sin b, cos b, + cos b, sin bg cosag) — (cos bg cos b, — sin bo sin by cosas) cosa, sin 55] 
+ 5, [sin a, sin a, sin b, sin by — (sin b, cos b, + cosb, sin b, cos a,) cos a, sin b, 
+ (cos b, cos b; — sin b, sin b, cos a, cosb, |. 
Wir haben bisher gezeigt, wie man von einem Coordinatensystem 
auf eine Reihe von auf einander folgenden Coordinatensystemen, wo im- 
mer ein jedes folgende Coordinatensystem auf eine ahnliche Art von 
seinem nächstvorangehenden abhängt, übergehen kann; man kann übri- 
gens die Anzahl der auf einander folgenden Coordinatensysteme nach Be- 
lieben vermehren, und so wird es nach dem bis jetzt Vorgetragenen keine 
Schwierigkeit haben, aus den gegebenen Coordinaten irgend eines Punc- 
tes gegen ein Coordinatensystem die Coordinaten desselben Punctes ge- 
gen was immer fur ein verlangtes System zu finden. 
R. 
In dem Vorhergehenden legten wir ein Coordinatensystem X,, Y 
Z, zu Grunde, und bestimmten gegen dieses die Lage eines zweiten 
Coordinatensystems X,, Y,, Z,; dieses letztere ist dadurch hervorgegan- 
gen, dafs die Ebene der X,Y, um die Axe der X,, als um eine Dre- 
hungsaxe, einen Winkel 5, beschrieben hat, wodurch sie die Ebene der 
X, Y, wurde; die Durchschnittslinie der Ebenen .X, Y, und X,Y, ist die 
Axe der X,, und die Axe der X, beschrieb in der Ebene der X, Y, um 
den Anfangspunct der Coordinaten, als um einen Drehungspunct, einen 
Winkel «,. Man sicut also, dafs während dieser Axenverschiebung ir- 
Ir 
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send ein Punct 7 in der Axe der x einen Bogen @, beschrieben het, 
während dafs ein Punct z der Axe der z einen Bogen 5, zurückge- 
legt hat. 

Der Winkel der Coordinatenebenen X,Z, und Y,Z, ist gleich dem 
Winkel der Coordinatenebenen Y,Z, und Y,Z, und gleich a,; die Ebenen 
der Y,Z, und Y,Z, fallen aber zusammen, und so bilden demnach die 
Ebenen der Y,Z, und 7Z,Z, ebenfalls den Winkel a,. 

Bei der zweiten Transformation bewegt sich die Ebene der X, Y, nach 
derselben Richtung, um die Axe der X, als Drehungsaxe, um einen- 
Winkel 6,, wodurch dann die Ebene der X, Y, in die Lage der Ebene der 
X,Y, fall. Die Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen oder die Axe 
der X, bewegt sich ebenfalls nach derselben Richtung, wie in der ersten 
Transformation, in der Ebene der X, Y, um den Ursprung der Coordina- 
ten um einen Winkel @,. Betrachtet man nun zugleich die Bewegun- 
gen der beiden Puncte, die wir so eben durch 72 und 7 bezeichnet ha- 
ben, während dieser zweiten Transformation, so sieht man, dafs 7 einen 
Bogen @,, und z einen Bogen 5, beschrieben hat. Die von dem Puncte 
mn gebildeten Bogen gröfster Kreise irgend einer Kugel schliefsen einen 
Winkel 4, ein, nach der gemachten Voraussetzung; und die beiden von 
dem Puncte z gebildeten Bogen grófster Kreise 5, und 5, irgend einer 
andern Kugel schliefsen einen Winkel e, ein; denn nach dem Vor- 
hergehenden bilden die Ebenen 7, Z, und F,Z,, in welche die Bo- 
gen à, und 0, fallen, ebenfalls den Winkel &,. Es läfst sich eben so 
leicht zeigen, dafs bei einer nochmaligen Transformation der Punct m 
den Bogen a, eines gröfsten Kreises beschreiben wird, wo die Bogen a, 
und a, den Winkel 4, bilden, und der Punct 7 einen Bogen 5, beschreibt,. 
so dafs b, und d, einen Winkel oc, bilden. | 

Fahrt man fort mit dem Verschieben der Coordinatenaxen, so 
sieht man, dafs die Puncte m und z (falls die Distanzen von zz» sowohl 
als von z bis zu den Ursprungs-Coordinaten, während der ganzen Bewe- 
gung der Axen, constante Grofsen sind), zwei sphärische Polygone be- 
schrieben werden, wo die Seiten des einen gleich sind den ana- 
logen Winkeln des andern, und umgekehrt. 

Setzt man das Verschieben der Coordinaten endlich so lange fort, 
bis dafs das ursprüngliche Coordinatensystem hergestellt wird, dann kom- 
men die Puncte 2 und z ebenfalls in ihre anfängliche Lagen; sie be- 
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schreiben daher geschlossene sphirische Polygone von den so eben er- 
. wühnten Eigenschaften. 

Da aber die Existenz dieser zwei Polygone von der Grofse der 
Distanzen der Puncte 7; und 7» von dem Ursprunge der Coordinaten un- 
abhängig ist, so werden auch diese zwei Polygone bestehen, wenn man 
die Distanzen gleich grofs annehmen wird; es finden daher die obigen 
zwei Polygone auch bei einer Kugel Statt. 

Da aber die Winkel der Polygone, welche von den Puncten zn und 
n beschrieben werden, alle nach derselben Richtung der Seiten zu neh- 
men sind, so sind diese Winkel als äufsere anzusehen. Nun erganzen 
sich beständig die inneren und äufseren Winkel zu 180°, daher spricht 
sich die obige Eigenschaft auch folgendermafsen aus: Zu einem jeden, 
auf einer Kugel von grófsten Kreisen gebildeten Polygon 
làfst sich noch ein zweites Polygon auf derselben Kugel 
auffinden, dafs eine Seite des einen Polygons, mehr einen 
correspondirenden innern Winkel des andern Polygons, sich 
zu zwei rechten Winkeln ergánzen, und umgekehrt. 

Dieses zweite Polygon, welches nach dem Vorhergehenden von dem 
Punctez gebildet wurde, wird, da der Punct 7 den variablen Pol für die 
variable Ebene der xy abgegeben hat, vorzugsweise Polarpolygon 
genannt. 

3. 

Wir wollen nun das bisher Vorgetragene auf die Auflosung der 
sphärischen Polygone anwenden. 

In dem Mittelpuncte einer Kugel denken wir uns den Ursprung 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems, und auf der Oberflache dieser 
Kugel befinde sich ein aus grüfsten Kreisen derselben gebildetes, aber 
noch nicht geschlossenes Polygon; das festgeseizte Coordinatensystem sei 
dasselbe, welches wir in No. 1. durch X,, Y,, Z, vorgestellt haben; 
die Ebene der X,Y, gehe durch einen der gröfsten Kreise des Polygons, 
welchen wir durch 4 bezeichnen wollen; die Axe der X, gehe durch 
den Durchschnittspunct der Seite 4 mit einer ihr nachst folgenden Seite 
des Polygons und durch den Mittelpunct der Kugel. Diese nächst fol- 
gende Seite, so wie alle auf dieselbe folgenden Seite des Polygons, wer- 
den wir, der Ordnung nach, durch 


os 0,, os Q5, us Ay Cg, Ay Ue S. W. 
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vorstellen, eben so werden die Grofsen 
b,, Di; by} bs, b,, b;, bs, bis U 5 W. 
die Winkel vorstellen, welche der Ordnung nach: 
A mit a, a, mit a3 à, mit a, @ mit a3, usw. 
bilden; alle diese Winkel sind nach derselben Richtung der Seiten zu 
nehmen. 

Sind nun die Coordinaten des Durchschnittspunctes der Seiten a, 
und a, gegen das festgesetzte Coordinatensystem %,, Yo, 2, so hat man, 
wenn r der Halbmesser der Kugel ist: 

255 Ehre. 
y = rsina, cosb,, 
Z — rsina, sind. 

Die Coordinaten des Durchschnittspunctes der Seiten a, und c, ge- 
gen dasselbe Coordinatensystem X,, Y,, Z, seien #,, y, z,. Um diese 
zu erhalten, denke man sich dieselbe Transformation mit unserem fest- 
gesetzten Coordinatensystem, wie wir No. 1. thaten, nemlich man denke 
sich die festgesetzte Ebene der X, Y, um die Axe der X, als Drehungs- 
axe einen Winkel à, beschrieben, und in diese Lage der Ebene der 
X,Y, verschieben wir ‘die Axe der X, um den Winkel «,, so’ wird 
man haben, wenn £,, v,, ¢, die Coordinaten des verlangten Punctes gegen 
das so eben durch Transformation erhaltene Coordinatensystem bezeichnen: 


E) es reoBap, e: die d 
VU, ==! rsima,.cos bd}, 
¢, = rsina, sin by. 


Geht man nun auf das ursprüngliche Coordinatensystem zurück, 
und zwar mittelst. der Gleichungen (a) aus No. 1., so wird man haben, 
da die dortigen Grófsen @,, b,, a,, b, gleichbedeutend mit den hier un- 
ter denselben Buchstaben vorgestellten Gröfsen sind, und eben so die 
Coordinaten £j, vu, @ hier und dort gleichbedeutend sind, wenn man 
die dortigen Coordinaten x, y, z in #,, y,, 2, verwandelt: 

% -—r[cosa, cosa, — sina, sina, cos, | 
y, — r|(sina, cosa, + cosa, sin a, cos b,) cos b, — sin a, sind, sin bj] ) .. . (o). 
z, — r|(sina, cosa, + cos v, sin a, cos à.) sin b, + sine, sind, cosb;] 

Für den Durchschnittspunct der Seiten a, und ej seien die Coordi- . 
naten gegen das erste festgesetzte Coordinatensystem X,, 4, 42.5 4, 
Yes Z.5 so wird man die Werthe dieser Gröfsen erhalten, wenn man 


- 
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eine zweifache Transformation der Coordinaten vornehmen wird, wie wir 
die zweite Transformation in No. 1. vorgenommen haben, Sind &, v, € 
die Coordinaten des besagten Durchschnittspunctes gegen das durch zwei- 
fache Transformation erhaltene Coordinatensystem, so hat man ebenfalls: 
e oi reosa;, 
UE LE MIN COS AE 
€. = rsina, sin b,. 
Setzt man in die Gleichungen (a’) aus No. 1. an die Stelle von 
X, y, Z die ihnen gleichbedeutenden Grofsen x,, Ye; 2, so hat man, da 
ebenfalls die Grofsen &,, U, G5 os Gry Gz, Dos b,, b, von dort mit denen 
von hier gleichbedeutend sind: 
(cos a, cos @,— sin @, sina, cos b,) cos a, 
a,—r (— (sin @, cos 2,-+ cos a, sin a, cos 2;) sin e, cos b, 
++ sina,sinb, sine, sin b,, 
(cos a, cosa,— sin a, sin @, cos b,) sin 4, cos b, 
y,— r ( — (sine, cos a,-|- cos a, sin a, cos b,)(sin b, sin b, — C085,0085,005@, s. . . (a/). 
im (sin b, cos b, + cos b, sin b, cosa) sin à, sin b,, 
(cos à, cos @,—sin a, sin 0, cos ;) sin a, sin D, 
£, —r (+ (sin 2, cos a,-]- cosa, sin e, cos 4,)(cos b, sinb,-]- sinb,cosb,cosa,) 
-]- (cos 6, cos b, — sin b, sin b, cos à) s1n 2, 81n bg, | 
Auf demselben Wege erhält man, wenn 2, y;, Z; die Coordina- 
ten des Durchschnittspunctes der Seiten 4, und «+ gegen das zuerst fest- 
gesetzte Coordinatensystem X,, Y,, Z, sind: 


(cos ag cos a4 —sin «5 sina, cosb;) (cosa, cos ay — sin a, sina, cos b,) 
(HER — (sin a, cos a3 + cos a, sin a, cos b,) 
3 — - . . . * L] 
X [sin a, sin 2, sin b, — (sin a, cos a, -]- cosa, sina, cos b,) cosb;] 


T sin a5 sin b, [sin a, sin b, cosa, + (sin b, cos b; + cosb, sin b, cos a4) sin a, |, 


(sin ag cos a, — sin a, sin a, cos b.) 
X [sin a, cos a, cosh, — (sin b, sin b, — cosb, cos b, cosa,)sin a,] 
AD — (sin a, cosa; + cos a; sin a; cos b,) [sin a, sina, cosb, cosb, + 
ie . . . . . 
(sinb,cosb, + cosb,sinb,cosa,) sinb; 4- (sind, sinb,— cosb, cosb,cosa,) cosa,Cosb,]t .. («'). 
+ sina; sin b, [sin ay sin a, cos b, sin b,— (cos b, cosb, — sin b, sinba cosa,)sind, 
— (sin b, cos b, + cos b, sin b, cos a,)cos a, cos bs], 


(cos a, cos a, — sin a, sina; cosb;) 
| x [sin b, sina, cos a, + (sind, cosh, +cosb, sin!b, cos aj) sin «1 
— (sin a4 cos a, + cos a, sin a4 cos b,) [sin a, sina, sin b, cos b, — 
(cosb, cosb , — sinb,sinb cos a,) sinb,— (cosb,sinb, 4-sinb,cosb,cosa,) cosa,cosb,] 
+ sina, sind, [sin a, sina, sin b, sin b + (cosh, cosb,— sin b, sinbg cosa) cos bg 
— (sin b, cosb, + cos b, sin b, cos ay) cosa, sin b,]; 
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Aus dem bisher Gezeigten ersieht man, wie die Coordinaten des 
Durchschnittspunctes der Seiten a, und a, zu bestimmen sind; überhaupt 
ersieht man hieraus, wie man die Coordinaten des Durchschnittes je 


zweier Seiten des sphärischen Polygons gegen das erste festgesetzte Coor- 
dinatensystem X,, Y,, Z, zu bestimmen habe. 


&, 

Läfst man die Reihe der aufeinanderfolgenden Seiten des Polygons 
so weit fortgehen, bis eine der Seiten @,, @,, @,, @3, U. S. Wey z.B, Q,_,, 
die in vorhergehender No. durch 4 bezeichnete Seite des Polygons trifft, 
so erhält man ein (72--1)seitiges geschlossenes sphärisches Polygon, in 
welchem wir die eben erwähnte Seite 4 durch o, bezeichnen wollen. 

Da nun der Durchschnittspunct der Seiten @,_, und c, in der festge- 
setzten Ebene der X,Y, erfolgt, so wird man, wenn die Coordinaten dieses 
Durchschnittspunctes durch c», ,, y, ,, z, , bezeichnet werden, haben: 


ToU ae COSTS: 
yon eae SI o 
1 Zu — 0. 


Da erst im geschlossenen dreiseitigen Polygon oder in dem sphari- 
schen Dreiecke Relationen zwischen Seiten und Winkel sich denken lassen, 


so ist die Zahl 2 der geringste Werth von 7. Es ergeben sich daher 
folgende Gleichungen: 


$m POoRGj) JwJ09sinasiuoetiigy 
für den Fall, wo 2 —2 ist, oder für das sphärische Dreieck. 
Eben so: ; 
Xd, = PCOS0,, y, = rs&nQ,, 2 = 0, 
Ls = PO0SQ.. Ve y RSI Gus 4. ee, 
LT COS dus Va = TSM Gila seas Up 
Uu. $.. Ws 


für die spharischen Vier-, Fünf-, Sechsecke u. s. w. 

Durch Gleichsetzung der hier aufgestellten Werthe für 2,, y,, 2 
2,, Yo, U. S. W. mit den Werthen derselben Gröfsen aus der vorherge- 
henden No. erhält man die Bedingungsgleichungen, welche zwischen den 
Seiten und Winkeln eines sphärischen Dreiecks, Vierecks, Fünfecks u. 
s, w. Statt finden müssen, oder man erhält dadurch die Auflosung der 
spharischen Polygone. Da nun ein jedes sphärische Polygon nur drei 
Bedingungsgleichungen zwischen seinen Seiten und Winkeln zuläfst, so 


lassen 


Rabe, sphärische Polygonometrie. 17 


lassen sich immer drei Stiicke eines jeden Polygons finden, wenn die übri- 
gen Stücke desselben gegeben sind. 

Wir wollen noch das bisher Gezeigte auf das spharische Dreieck 
und Viereck anwenden, 


I. Spharisches Dreieck. 

Aus der Gleichsetzung der Werthe von &,, y,, 2,3 erhält man fol- 
gende drei Gleichungen: 

COSQ, == cosa, cosa, —sind,sin@,cosb,, 

sin €, — (sin@,cos a, + cos a, sin a, cos b,) cos 6, — sin @, sind, sin b, , 

= (sina, cos a, + cos à, sin a, cos b,) sin 0, + sin e, 51n b, cosb,. 

Berücksichtiget man, dafs in unserer vorhergehenden Untersuchung die 
Winkel à, und J, als äufsere Winkel angesehen wurden, die alle nach 
derselben Richtung der Seiten zu liegen kamen, so wird man, damit 
dieselben Buchstaben in der Folge ftir die inneren Winkel des Dreiecks 
gelten sollen, 180? — 5, und 1809? — 5, statt 5, und 5, setzen müssen. 

Die letzten drei Gleichungen gehen daher in folgende über: 

cosQ, = . cosa,cosa, + sin a, sin v, Cos b,, 
sina, =— (sin @, cos 2, — cos a, sin 0, cos b,) cos b, — sin a, sin b, sind, , 

0 — — (sin 0,0054, — cosoa,sin a, cos b,) sin 5, + sin e, sin b, cos &,. 
Führt man die üblichere Bezeichnungsart für die Seiten und Winkel der 
Dreiecke ein, nemlich sind 4, B, C die Winkel des Dreiecks und a, 5, 
c die Seiten desselben, welche den Winkeln 4, 8, C gegenüberstehen, 
so hat man folgende Gleichungen: 

cosa = ==  cosbcosc-+sinbsinccos 4, 
sing == — (sin cosc—cos b sin c cos 4) cos B — sin b sin Asin D, 

0 =—/(sindcose—cosb sinc cos 4) sinB-+ sind sin4 cos B. 

Die zwei letzten Gleichungen geben durch Elimination des Ausdruckes: 
sind cose — cosb sin c cos A 


folgende Gleichung: 


sina sinB = sin sin A, 

welche Gleichung zeigt, dafs sich die Sinusse der Seiten in einem sphäri- 
schen Dreiecke, wie die Sinusse der gegenüberstehenden Winkel verhalten. 
ie Mittelst dieser hier aufgestellten Gleichungen kann man alle be- 
‘kannten Formeln der sphärischen Trigonometrie deduciren. | 

Aus zwei Seiten eines sphárischen Dreiecks und dem von ihnen einge- 
schlossenen Winkel kann man die dritte Seite durch folgende Gleichung 

Crelle’s Journal. U. Bd, 1. Hft. 3 
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cosa = cosb cosc + sind sine cos 4 

finden. Dieser Ausdruck eignet sich aber nicht fiir die Rechnung mit 
Logarithmen. Beinahe in dem meisten Theil der erschienenen Lehrbii- 
cher, die von diesem Gegenstande ausschliefslich handeln, findet man, um 
diese Gleichung bequem mit Logarithmen rechnen zu können, Hülfswin- 
kel eingeführt. Herr Gaufs führt bei mehreren Gelegenheiten, wo er 
auf solche Gleichungen kam, ebenfalls einen Hülfswinkel ein, der vor 
allen übrigen darum den Vorzug verdient, weil die Art, wie er auf diesen 
Hülfswinkel kam, sich bei mehreren zusammengesetzten Ausdrücken 
ebenfalls anwenden läfst, wie wir es weiter unten bei den spharischen 
Vierecken zeigen werden. Dieser Hülfswinkel wird nemlich auf folgen- 
dem Wege gefunden. Man hat: 


^ 





cosa = cosé cose + sind sinc cos À, 
oder: ! ; 
1 : cotang b 
cos@ = sind’ os 4 (sinc cos c ———. ). 
? C + cos À 
Ist nun © der Hülfswinkel, wo man hat: 
cotang 5 : 
tan — ——— oder cos® = sin © tansb cos 4 
sp cos 4 ( ® 5 ? 


so hat man: 





cosa — sin (D+ c). 


~ sing 
Also man sucht zuerst den Winkel © und dann die Seite a. 


Il. Spharisches Viereck. 


Setzt man hier ebenfalls die Werthe von %,, y,, z, aus No.3. de- 
nen aus No. 4. gleich, so ergeben sich folgende drei Bedingungsgleichun- 
gen für das spharische Viereck: 


/ 


cosa, == (cos a, cos a, — sina, sina, cos, cos ag— (sina, cos aj + cosa, sin a, Cos by) sin ay cosb, 
| +sina,sinb,sina,sinb,, 
sina, —=(cos a, cosa, — sina, sina, cosb,) sin ag cos b,— (sin a,cos a + cos a , sina, cosb,) 
x (sin bg sin b, —cosb, cos b, cos ay) —(sinb, cos b, + cos bg sin b, cos ay) sina, sinb,, 
0 =(cos e, cosa, — sin a, sin a; cosb,)sin a, sin by + (sina, cos a, + cosa, sina, cos b;) 
X (cos bo sin b, + sin bg cos b, cos ag) + (cos bÇ cos b, + sin b sin b, cos ag) sin as sin b,. 


Hier bedeuten ebenfalls d,, 5,, 5, üufsere Winkel, oder Winkel, 
welche nach derselben Richtung der Seiten des Vierecks zu liegen kom- 
men. Führt man daher die inneren Winkel ein, und bezeichnet sie 
mit denselben Buchstaben 5,, b,, 5,, so darf man in den letzten drei 
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Gleichungen überall 1809 —2,, 180? — 4,, 180? — 4, an die Stellen von 
bo, b,, b, setzen, wodurch dann folgende drei Gleichungen hervorgehen. 
COS 45 —(cos a, COS a5 - sina, sin a, cosb5) cos ao -- (sin a, cos ay— cos a, Sin a5 Cos b,) sina, cos b, 
à Ur + sin ao sin b, sin aj sin 5, , 
sin a, — — (cosa, cosag + sina, sin a, cos b,) sin a, cos by — (sina, cosa; — cosa, sin a; cos b,) 
x (sin bo sin b, — cos bg cos b, cos ag) + (sin bo cos b, + cos bo sin b, cosa,)sina,sind,, (I). 
0 = (cosa, cos a5 + sina, sin a5 cos by) sinag sin by —(sin a; cosa, — cos a, sin a, cos b;) 


X (cos bo sin b, + sin by cos b, cos ag) + (cos bg cos b, — sin bo sin b, cos ay) sinas sind, , / 
In No. 2. haben wir noch gezeigt, dafs jedes sphärische Polygon 


auch ein Polarpolygon hat; daher gelten die letzten drei Gleichungen 
auch für das Polarviereck. 


Es ergiebt sich daher auch folgendes System von Gleichungen: 


cos b, — (cos b, cosb, — sin b, sin b; cos a,) cosbo— (sin b, cosb,-- cosb, sinb, cosa,) sinby cos ao \ 
+ sinbg sinag sinb, sin az, 
sin b, — — (cosb, cosb, — sin b, sin b, cos a,) sin by cos a; + (sind, cosb, + cos b, sin b; cosa,) 
. X(sina, sin ao + cosa, cos a, cosb,) — (sina; cos ag —c0sa; sinas cosb,)sin b, sina, , 
0 = = (cosb, cos b; — sin b, sinb, cosa,)sin b, sina; — (sinb, cosh, + cosb, sin b, cosa;) 


N . . 7 . . . * 
x (cos a, sin a, — sin a, cosa, cosb,) -+ (cos a, cosa, + sina; sina, cosb,) sinb, sin e,. 


(ID. 


Mittelst dieser beiden Systeme von Gleichungen kann man jedes 
spharische Viereck auflosen. 

Die erste der Gleichungen. des Systems (I) zeigt, wie man aus drei 
gegebenen Seiten und zwei von ihnen eingeschlossenen Winkeln die vierte 
Seite des sphärischen Vierecks finden kann. Eben so zeigt die erste 
Gleichung des Systems (II), wie man aus drei Winkeln und zwei Sei- 
ten, welche einen dieser Winkel einschliefsen, den vierten Winkel findet. 

Multiplicirt man die erste der zwei letzten Gleichungen des Sy- 
stems (1) mit sind,, und die letzte dieser Gleichungen mit cosé,, so er- 
siebt sich durch Subtraction folgende Gleichung: 

sina,sinb, — (sina, cosa; —cosa, sina,cosb,)sinb, — sina,sinb,cosb;, . + + (A) 

Multiplicirt man dieselben zwei Gleichungen, die erste mit cos, 
und die zweite mit sind,, und addirt sie, so ergiebt sich: 
pte cos b, — (cos a, cos a5-- sin a, sin a, cos b,) sin a,— (sina, cos a5— cos az sin a, cosh) cosa, cosh; 

— cos a, sin a, sin D, sin b, . 

Diese Gleichung mit sina,, und die erste der drei Gleichungen des 
‘Systems (I) mit cosa, multiplicirt, giebt durch Addition derselben 

cos 45 COS a; + sina, sinas cos b, == cos a, Cos a; + sina, sina, cos b; ah), 

Multiplicirt man hingegen die vorletzte Gleichung mit cosa, und 
die erste Gleichung des Systems (1) mit sina,, so ergiebt sich durch 
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Subtraction derselben folgende Gleichung: 
sin a, cos a3— cos a, sin a4 cos b, = (sin a, Cos ag — cos a, sin a, cos b) cosb, + sina, sin b, sinb, . .. (C). 

Mit Hülfe der Gleichungen des Systems (II), oder mit Berücksich- 

tigung des Polarvierecks, ergeben sich auch folgende Gleichungen: 
cos b, sina, =—(sinb,cosb,-+ cosb, sinb, cosa,)sina,+sina,sinb,cosag » . . (4!) 

sinb, cosb, —sinb, sind, cosa, — cosb, cosb, —sinb,sinb,cosa, . . . (B!) 
sinbycosb; +-cosb, sinb; cos a, e — (sinb, cosb, + cosb; sinb, cos a,) cosa — sina, sinb, sin ag . . . (C^). 

Analoger Gleichungen wie (4), (4‘), (C), (C^) giebt es für jedes 
Viereck acht, und wie (B) und (D^ nur zwei. 

Wir haben beim Dreiecke, wo es sich darum handelte, aus zwei Sei- 
ten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel, die dritte Seite zu fin- 
den, einer Methode, Hülfswinkel einzuführen, erwahnt, die auch bei sehr 
complicirten Ausdrücken anwendbar ist. Wir wollen daher die dort er- 
wähnte Methode auf folgende Gleichung: 

COS 45 = (cosa, cosa, + sin a, sina, cos b,) cos a, + (sina, cos a; —cos a, sin a2 cosb,)cos b, sina, 
-- sin a, sin b, sina, sin b, 
anwenden, welche Gleichung die erste des Systems (I) ist. 
Es ist: 


COS @, COS &, + sin @, sin 4, cos b; = sin 0, C08 b, (sin a, + cosa, 





cotang xz 





os b, 
und 
A . . . cotang a 
sin Q, COS @, — cosa, Sin 2, cos b, — — sin a, cos b, (cos a@,—sina, en) 
ZI . . 2 
Führt man den Hülfswinkel 4 ein, so dafs man hat: 
cotang a 
tang A = D 
5 COS D, r^ 
so gehen die letzten zwei Gleichungen in ne über: 
: : sina, cos b, 
COS @, COS @, + sin @, sin à, cos b, = — 5 in (4 4- 2), 
; f sina, cos b, 
Sin Q, COS @, — COS @, Sin 2, Cos b, = — —————— cos (44 + a), 


"cos À 
und es ist: 


sina, cosb, 


en *[si n(4+a,)cosa > c0s(4+a,)sina,cosb,|+sina@,sind,sina,sind,. 
Nun ist: 
sin(4 -]- @,)cosa,— cos (4 + a@,) sina, cos 5, 
= — sina,cosb [cost 4 + a,)—sin(4 + a) mu ze] : 
und den zweiten Hülfswinkel 4’ so gewählt, dafs man hat: 


cotansg a 
tang 4 — —, 
cos b, 
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so ist — 





cos (.4-+_4’+-a,) 
cos 4 cos 4! |. 
Führt man noch einen dritten Hülfswinkel 4’ ein, so dafs 
tang b, cos À cos 4’ 


cos ( 4 --4^-1- a,) ? 


. C080, — sin, sin Q, [sin b, sin b,—cosb,cos b, 


tang 4" = 
so hat man endlich 


ped: sina, sin a4 sin b, u 
OS Caer area err COM cio CU 


Dieser Ausdruck ist geeignet zur Rechnung mit Logarithmen. Auf 


ganz ähnlichem Wege kann man die Gleichungen (4), (B), (€), (4^), 


(B^)... zur Rechnung mit Logarithmen einrichten. Man sieht ferner, 
dafs man, um aus drei gegebenen Seiten und den beiden von ihnen einge- 
schlossenen Winkeln die vierte Seite eines sphärischen Vierecks zu fin- 
den, drei Hülfswinkel 4, 4°, A’ berechnen mufs, und dann läfst sich 
die gesuchte Seite finden; wollte man hingegen das Viereck als aus 
zwei Dreiecken bestehend ansehen, so ist leicht zu sehen, dafs die 
Anzahl der Hülfsgrofsen wenigstens vier ist, und offenbar haben die 
noch so kleinen Fehler, die man bei Berechnung von den Hülfsgrofsen 
begeht, auf das gesuchte Endresultat Einflufs. So gewähren daher die hier 
aufgesteliten Gleichungen für das sphárische Viereck wenigstens den Vor- 


‘ theil, dafs man mit der geringsten Anzahl von Hülfsgröfsen auslangt. 


"Wenn man die Betrachtungen von No. 3. und No. 4. fortsetzt, kann 
man sehr leicht auch alle Gleichungen für jedes verlangte sphärische 
Polygon aufstellen, und nach dem gezeigten Verfahren alle die erhalte- 
nen Gleichungen zur Rechnung mit Logarithmen einrichten. 
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at 
(aver einige bestimmte Integrale. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 


Wenn ein bestimmtes Integral (intégrale définie) eine unbestimmte 
constante Grofse enthält, so kann man öfters durch Differentiation eine 
Differential-Gleichung finden, durch welche sich das bestimmte Integral 
als Function der constanten Grófse bestimmen läfst. Diese Differential- 
Gleichung ist gewöhnlich linear; ist sie also zugleich vom ersten Grade, 
so läfst sie sich, wie bekannt, integriren. Dieses ist zwar nicht im 
Allgemeinen der Fall, wenn die Gleichung vom zweiten oder einem ho- 
heren Grade ist, allein man kann doch oft aus diesen Gleichungen meh- 
rere interessante Relationen zwischen den bestimmten Integralen finden. 
Dieses zu zeigen, ist die Absicht dieses Aufsatzes. 





Qu 7 + ?.y — 0 eine lineäre Differential- Gleichung 


des zweiten Grades zwischen y und @, wo p und g zwei Functionen 
von @ Sind. Man nehme an, dafs man zwei particulaire Integrale die- 
ser Gleichung kennt, nemlich y — y, und y — y,, so ist: 

















d? dy, d? y d 
cw der? int ^, y,705 er LP 7,0: 
Aus diesen beiden Gleichungen erhält man, wenn man g eliminirt, 
a dy; d Y; 
d*y, oe De al ‘Toda NCC 0 22) 
2' da? ordo da 
folglich durch Integration 
7: 1 dy; —fpd 
INA Y, Q—À = e-/pda 
0. X2 da 4 


wo e die Grundzahl des Pot Logarithmen- Systems ist. 
Gesetzt, es waren nun die beiden Functionen y, und y, als bestimmte 
Integrale ausgedrückt, so dafs y, —=/udx, y,=fudx, wo v und u 


Functionen von x und @ sind, so giebt diese Relation zwischen y, und 
y,, wenn man ah 


PA (es 
u dx. Lo es ^a. —— dozens, 
Ji 2) da f odo. f (5 da 2 | 
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Diese Gleichung drückt, wie man sieht, eine Relation zwischen den vier 


Integralen Juda. fuga az, [eyez aus. Es kommt nun- 


mehr darauf an, solche Integrale zu finden, die einer Differentialglei- 
chung vom zweiten Grade genug thun. Diese Eigenschaft haben meh- 
rere Integrale, die wir der Reihe nach betrachten wollen. 
| Aces vante nori: (x + at. da: 
Es sei er m, und y =f. Er 
(a le *o(am--a)y da jt Tara)’. dx 
SUED duas cq ruf Sp xe 


I 
wo das Zeichen /_ andeutet, dafs das Integral von x = 0 bis x —1 
0 


genommen ist. Diferenturt man die Gröfse Sere Y (1— x} fr 
in Beziehung auf x, so erhält man 


dr — dx (a7. (1—x)? (x + ar? ( (yar (1—ar) + a (24-2) 1—2) — B(x—+a) x)). 


Da nun 

ya (x) Ha +0) (1 — 2) —B(x+a)r 
=—y(@+e)tab+y+e+nety@+toa—G@+thryet’) 
so erhält man durch Integration, zwischen den Grenzen x —0, x — 1, 


(ac -]- a)! d c 


o Mate f, ee (BED EG Mf, a 


2c -l- ay d a 
— GE B--yf, RSS. 


Aus dieser Gleichung findet man, wenn man mit ee dividirt, und statt 


| | zi 
der Integrale ihre Werthe in y setzt, 
dy Lt d BR BER Sey ay Het) EIN) jee 
da? -Ci xong s. VES AP TE BR TERN add). LE wi 
Setzt man statt a, B, y der Er nach a —ß, 1—a, à4d-D +Y— 1’ 
hat man die nemliche Gleichung, folglich sind 
Ber cam und y, = [een dx 


MU Pos] er ng mar: oP (La) 











zwei particulaire Integrale dieser Gleichung. 








Da nun p— — oer I, und folglich e /Plx — C acti (3-]- a)? 
so giebt die Gleichung (1.) | 
d yz [ 
4. S E^ Jey ls — Cat ata, 


Um die constante Grófse C zu finden, setze man a —&, so findet man leicht 


C= (n-1- g—1).fd x. x* (a —a)?7. fd x x. (1 — 2), 
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das heifst 
C = 7 icot(u7) + cot(Br)}. 
Folglich giebt die Gleichung: 


| Ldao(xdo)*  fidæ(x+ art 
Mann) mre à i LE 


ED lache ae 


Jo Rx) Jo  axP(1—2) 
= r(cot(a7) + cot( z)).a*tr. (1 + ay. 


Der Fall, wenn y — — a — fj, verdient bemerkt zu werden. Es ist als- 
dann, wie leicht zu sehen: 


oic ES oae eb ats oe 
o ue (1 — a)? (x -]- a) t? a* (1 + a)? “lo x (1 — x) TR, 
Nun aber ist 


É da __ IY(e).IYf) vy 
wh are LPT Tat B) » WO T'(m) ey), Lee, de 
folglich 




















TA dx __ Ze). T8) 1 
o. TE (1— 2x)'—P (ac + a)* t? ut I'(a -4- B) “a (1 a} 


Setzt man z. Ps ing so bekommt man 


| eco 10 ea 
oder weil I(1) — 1, T'(œ) a — 4) = NI — «T 








ibe aa oie 475 1 
o (r--a)a'-*(1— x) 7 sine a? (+ a)7** 


IL E i) urch Differentiati 
s sel y et ALLER. noces . Durch Differentiation bekommt 
man 

2 e me e Pa 

ntf cd (Lay d- ay i 
E = OF ho 
yG 4-1). f. - (LH x)? (ac -]- a) t* 

Differentiirt man ie Function x. (1 ius (x+ a) 1 = r, so be- 
kommt man 


eos (O— D +++ Alster) 
das heifst, weil = C xum) 


g= y (1—2) a — ((-y) (1—a)— (y+ Ba} (e+e) + (1—a— — y) (e+ 2), 
| ) dr 
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etd Ad 
rat =). pay acs TE (a) a—9— PAY) Er EU 
a" dx 
as Gon or Por aep aei 
Daraus erhült man durch yer 
on em = "Py Ua By) 
6. Zp — er ata —— -a(1— a) y = 0. 
Setzt man statt &, Q, y der Reihe nach 1—, 1—a, y-- o -]- 8 — 1, 


so hat man die nemliche Gleichung, und folglich sind 
1 ae, dx 4 acf, dx 


Y. ay Ga MS, Cpa e y 
zwei particulaire Integrale derselben. 
Ps C 
Da nun petri. a. und folglich e-/?4 = For? S 


hat man, vermöge der Gleichung (0), 
dy: day C 
Ida Vida al at‘ 
Setzt man 2 —1, so findet man € — 0, und folglich 


ary ayy 
Y2° dads de doo "e 








. das heifst 














Ya Eu C. Ji» 
wo C eine Constante ist. Um diese zu finden, setze man a — 1, so 
hat man "s 
A WE edo aP—*, dx 
o Ga — Cf. Ha 
Nun ist 
"ET a9. d zc IU ae) lez cn yo 1 
Sü-qEym— o TBE), — 
"audes _ I(8).I(. p. 
74 Ads — TETE?) , fol glich 
c = Dü—9. Pe 8H y—1) 
sal aita Ql ¢ 
also giebt die Gleichung y, = C.y,, 
v. a. d ac E (ia). AC Er fs a. dar 
, UfaPletar = I(8).1 (y) d+2) (e a yt 


Setzt man in der Gleichung (6) statt «, 1— 2a, und statt & und f; 
B und a, so ändert sie die Form nicht. Daraus folgt, dafs 


oP, d ac à 
=/ as (A+ x) + ac)” (x -]-1—2ay 
auch ein Aiken aE ap der tore Gleichung ist; folghch 
Crelle’s Journal. IL Bd. 1. Hft. 4 
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hat man 4 t 
dy: EAN 
Ya" de vee wo — atty (1 —a)Pty" 


Setzt man in den Ausdrücken ix y,» æa statt x, so ) bekommt man: 


Un. x. dx —a-y a-7*,do 
ya TE Gay (Tax ? a Foray? ae (Lr zr d dap 
Eben so ist re 

i RM 4t 2j 


[ns] 
‚ CHF üTd-—oxy) 
er BESS u M D edi a GT dx 
ie (1 a)? (1 Hay (+ (1—a)x)*" 
porq man diese Werthe, so bekommt man, wenn man mit 
att? (1 — a)y^t* Tale.) | 
CEU, x—*. dae ji a—P.da 


: > Oar faa), Cpa i+ d—aay 
; xP, da qc PH 
nrbes ap Bs gated a (Ix Ear P d dr aa 


Um C zu finden, setze man a — 0, so bekommt man 
c fo mas [x4 Tha) TUT ji 
sapere. Obey “LG ED ON PONS 


= (1—0) PP, 


Setzt man z.B. 9 — 1—20, so erhält man, wenn man erwägt, dafs 


(ha kee um men’ Ty +13) =7y.1(y): 
27€, d 2 ar au dax 


pman "So (HG Jo (HF + da) a) 
ere dax xt) da 
ES (+a G-ax)* S Ha) (14-4 — e) x)" 


Und wenn a=y=?: 
dx dx 
on = of a Fea: | RTE 3] 
+00). / LL dx da 
B y [x (1 3-2) . (14 (1-]- (1 — a) x)]. o xx (Ha (1-+ax)] 


Die Integrale rechter Hand lassen sich alle By. elliptische Functionen 
ausdrücken. Setzt man nemlich x= (tang (y, so erhält man nach eini- 
zen leichten een 


uty fi z dq.cos? ¢ 
i n pu 5 9 o vll—asin® g] 


TRA yf Jed dq.cos* pl; Sab fe 
” TE q] y [t —(1 — a) sin? g]^ 


das heifst, wenn man @ = c?, 6% — 1— c? macht, 
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- 
Nest 
- 


7t 


5 = F'(o).E'(b) + F* (D).E' (c) — F" (c). F' (b), 


wo, nach OR : s Bezeichnung: 


z 
F'(c) -. EDD E (0) f 40.vra— csin®) 
Die obige Formel findet man in Legendre's Exercices de Caleul inté- 
gral, Torn. I,, pag. 61. 
In der EL ME Formel (7.) lassen sich die Integrale durch an- 
dere ausdrücken, deren Grenzen O und 1 sind. Macht man nemlich 








= ae , so bekommt man 
De) Tt—8).Iot8ty—1) _ , yim da a nodos BST RESI x A 
8. Iy+1) ~ Js Y GAP 4 « yh — ay} 
| + a EMT. Sa 
y* 0 — —29): y? (1— ay) 
Wir sahen oben, dafs 


gaia East Te) vaca 
Es läfst sich auf folgende Weise ein allgemeinerer Ausdruck finden, von 
welchem der gegenwärtige nur ein besonderer Fall ist. —Differentuürt 


man das Integral 
= dx. a9” x. ca 1(1— x) Lt. xy. 
DATE ^ + a) oa SS cae 


in Beziehung auf a, so erhält man 


y; qn _ Ic). II) _ 1 


rt 


dy x * pee 
Ha [s cUm (a + o : " (2 + a)*tP 
Daraus folgt, dafs 


dy Oc DXTALO iu xt, 

cM Ferne P — a (La a) (ea) et? | 
Multiplicirt man diese Gleichung mit a’(1-+-a)*.da, so wird die Gröfse 
linker Hand zu einem vollständigen Differential, nemlich gleich 


d(y a*(1-+<a)*), und folglich erhält man, wenn man integrirt, 


m ida. da.a (14-2) di 
ya ü ay = Cena 7 (ax 2 


Uni C, welches eine Function von x sein kann, zu finden, wollen 


wir Qz— eo setzen. Man hat alsdann 
y a? (ib a) = dæx.a®t(1—x}"", und folglich 


x da.af- da.a (1a) 
i, egit —. wm dl nad i ie "d . 
ay ih 5 + * d of (a + "tat x) t8 


Ls 
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_ gd H- xy __æ+ax 
Setzt man 2 = »l TU also aa i 


* da. a7. (1a oi TEENS. x sers TS 
fi ET Le AS JA M a—y) 
—e E Sara 4 f, dx. (a — 9967]. 


Substituirt man diesen Werth, so hat man 


— C=/. dec ee (4 p (m). I (8) und folglich 





, So findet man 








A (e 4- B) ? 
ITO I ; f^* dx. x, (1—ax o> ay fda, af. (Lao: 
Tet nae, C EX A] 
Ist z B. a+ Q — 1, so ist 
ANT. p * doi oe (1 x) (1.— x) ^ das (Tea)? 
sin «z TES (1-Lay af, yuki VE a Herz, ae 4 Jio xa 


Ist ferner @ — I, so erhält man 


0° ae We | 
= Yr pes Ve pa yap? 


was auch richtig 1st, denn 
LE ra I) But, LATE V 
hs subs LE ue up Ar: tang. (27:7) 


7t 


und arc. tang. (2) + are, tang. (ss =>: 
IIl. Es sei 


I 
y =) ey (1—x FP. dx, wou>o0, 270. 


Wenn man in Beziehung auf o differentiirt, so bekommt man: 


oy u Sem. (1— x)". dx, 
€ = — f e, gi, (1 — x)", d x. 
Dimsreatitis man nun die Function r— disini mnis. in Bezie- 
hung auf x, so erhalt man 
dr — ae a. — x) do — (a +8 -- a). €^. x^.( 1— x), dx 
+ ae7** x *P (1 — x). dx, 
also, wenn man Ul von $e 0 bis xz 1, und für die Integrale 


ee 





ihre Werthe in y, substituirt: 


dy 
de de 


rat (En) pee. 
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Dieser Gleichung kann man auch genug thun, wenn man 
Y Syrus Jf emm a ay, dx 
setzt, wo c positiv sein mufs. Da nun p= a + 1, und folglich 


e/pda — = S od 73» 80 giebt die Gleichung (0): 
d Er an 
a “da etatt#* 
Setzt man in dem Ausdruck für y,, «-} 1 statt x, so findet man 


EN ef ex xt Le) d x, 


o 


oo 
Ss ef oP Af)? de, 
0 


da 
. oC 
oder auch, wenn man hier — statt x setzt: 


oo 
VAE Ch ae ates f e-*, x P7 (a Lx), d x, 
oye = —e*, aie fi e *. x^, (a + x)". d x. 
d 
Substituirt man diese Werthe für y,, re ——, so wie auch diejenigen für 





y, A multiplicirt mit e“.a“*?, und seizt @ — 0, so findet man 
da 


oo (I 
C= — f a à da x97 (1 a, 
à o o 


C= — ap. TG = — ra). IR. 


Es ist folglich 
Fa). (B) -f ede. asy f eda x? (a + a) 


co ) C 
— f e. da. xt. (1 —f e. dx." (a -]- x). 
Oo Oo 


Ist @ = 1— 2, so hat man 


cs af Se (CE) feras I) 
= af dx.e—™, (=) wa. p e. (1 4- EY. 


IV. Es sei 


das heifst 


[es] 
u RER gere dx, wo a > Ö. 


Durch Differentiation erhalt man 
dy — "gax-x? oc”, e Y=/e ax—x? y, dx. 
-- a? o 


da 0 
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Nun aber ist | 
den) = de. en, x (a + 0x — 20%), 
folglich, wenn man von x — 0 bis x = oo integrirt, für die Integrale 





: . dy d’y ; 2.2 
ihre Werthe in y, da? ges Setzt, und mit — 2 dividirt: 


d*y dy 

Dass ra. Un 50%. y = 0. 
Diese Gleichung behält dieselbe Form, wenn man —a statt « setzt, und 
folglich ist 


—ax—x* oo}, d x 


af er Vs = je 
ein particulaires Integral dieser Gleichung. Da p=— £a, so ist 
eli ccs ef, und folglich 
= 
Yi: | ons T ne e 


Setzt man, um die constante Grofse C zu finden, « — 0, so hat man 


P. "e à 
PE | do = +72), 
dy 5 i 1 
2 mf ere deir 
y, — È ex, da = ir 
Cis eai dm = EIUS), 
Thine Km SCT gh. d £I 


und also, wenn man substituirt: 


er): 
folglich 


: 1 oF J 
2.1 er; ) nis 5) Ant AX—X Nb aot + [ve —(X-—X ax. ne 
Hl edna fee dee, 


Setzt man ra — 1 statt a, so bekommt man folgende Formel: 


E 1 2 
LT) 7 (£).e fef. doe (Cosqm).x* * fey dx.e-*"(cosüa).a* 
b dx.e-* (sin ax) aei t dx. 7 (sun oua E 
o o 


Anmerkung. Die constante Grüfsen (Exponenten), welche in den, in dieser 
1 I S . * «+ E 

Abhandlung befindlichen Integralen vorkommen, müssen solche Werthe ha- 

hen, dafs die Integrale nicht unendlich grofs sind. Diese Werthe findet 


inan leicht. 











Olivier, sur la convergence des séries infinies. 31 


4. 


Remarques sur les séries infinies et leur convergence. 
| (Par M. Louis Olivier.) 





de 
Les séries infinies peuvent servir à exprimer par leur forme les proprié- 
tés des fonctions, qu’elles représentent et à calculer par approximation les 
valeurs numériques de ces fonctions. Elles peuvent faire le premier, sans 
le second. Mais si les séries doivent être appliquées au calcul au lieu des 
expressions finies, qu'elles représentent, en énoncant seulement leurs pre- 
miers termes et la loi de la progression de ces termes, elles doivent être 
nécessairement telles, qu'après avoir calculé un certain nombre de ter- 
mes, en commencant par le premier, on y ajoute un nouveau terme ou 
un des groupes de termes, qui conservent le même signe, on trouve tou- 
jours par la plus exactement la vraie valeur numérique de la série to- 
tale. Car si au contraire, en ajoutant le nouveau terme, ou groupe, on 
séloignoit de la vraie valeur de la série, tantôt en plus tantôt en moins, 
la valeur du reste de la série continueroit d’être incertaine, et la somme 
de termes, qu'on auroit prise, ne pourroit être nullement posée au lieu de 
la somme totale de la série, lors méme, qu'on ne désireroit qu'une cer- 
taine approximation. 
2, 

On appelle convergente une série, qui a les deux propriétés sui- 
vantes, savoir: qu'on trouve sa valeur numérique d'autant plus exacte- 
ment, qu'on calcule successivement plusieurs termes, et qu'en continuant 
indéfiniment ce calcul, on peut se rapprocher de la vraie valeur de la 
série totale à tel degré qu'on voudra. 

Au contraire, on appelle indéterminée une série, qui ne donne 
aucun rapprochement, en continuant le calcul des termes. 

Et on appelle divergente une série, dont les termes suivants, 
ajoutés aux précédents, ne donnent que des résultats, qui s'éloignent de 
plus en plus de la vraie valeur de la série. 
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Par exemple 
1+i1+2:+5+ 5... est une série convergente, — 
1—1+1—1+# 1 .... est une série indéterminée, et 
1—2+3—4+ 5 .... est une série divergente. 

Toute série, qui, étant exprimée seulement par ses premiers ter- 
mes et par la loi des termes, doit pouvoir être introduite dans le calcul 
au lieu de l'expression finie, dont elle représente la valeur, doit être né- 
cessairement convergente (1.). 

o 

Si Q,, 4,, 06, + à + + Gy ns, représentent les termes d'une suite 

infinie, et 5 la somme de la série, cette somme peut étre exprimée par 
1. ss a,ta,+ta,........ ba, +R, ! 

en supposant, qu'on ait calculé les 2 premiers termes, et que A signifie 

la somme des termes ultérieurs, c'est-à-dire, le reste de la série, qui 

n'avoit pas été calculé. 

Cela posé, si A2 est un nombre indéfini, qui peut être aussi 
grand, qu'om voudra, la somme des 7 premiers termes pourra approcher 
aussi prés, qu'on voudra, de la somme totale de la série, toutes les fois, 
que cette série est convergente, Elle en différera d'autant moins, 
que 2 sera plus grand. Done il faut nécessairement, que R diminue, si 
n augmente. Mais cela ne se peut pas, à moins que les termes de la 
suite, ou les groupes de termes, qui conservent le méme signe, ne dimi- 
nuent eux mêmes, au moins à partir d'une certaine limite; car s'ils 
augmentoient, R en feroit nécessairement autant. Pour z— oo, R sera 
nécessairement zéro. Donc, les deux conditions de la convergence des 
séries sont celles qui suivent: 

1) Les termes de la série ou les groupes des termes, qui conser- 
vent lé méme sigue, doivent diminuer constamment; au moins à partir 
d'une certaine limite. 

2) La somme des termés, qui suivent le n™ terme, c’est-à-dire 
R, doit être zéro pour n = 00. 

Si une série est indéterminée, les termes ou les groupes de ter- 
mes, qui ont les mêmes signes, ne diminuent pas nécessairement, et R 
n'est pas toujours — 0 pour 2 — oo. Dans les séries divergentes, les 
termes ou les groupes de termes, ne diminuent pas non plus dans tous 
les cas, et À pourra être méme = pour 2 — oc. Les 2 premiers ter- 

mes 
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mes seront peut-être aussi — co pour 2 — oc. Dans ce dernier cas la 
somme de la suite pourra étre la différence entre deux quantités infinies, 
et cette différence pourra étre tantót infinie, tantót une quantité finie. 

4. 

Puisque les séries, destinées à étre introduites dans le calcul à la 
place d'expressions finies, doivent être toujours con vergentes, il s'agit 
surtout de cette sorte de suites. Et si lon veut fonder quelque analyse 
sur des séries données, il sera nécessaire de s'assurer, qu’elles sont con- 
vergentes. Car, dans le cas contraire, les conclusions qu'on auroit for- 
mées, seroient incertaines. C'est ce qu'on néglige souvent, et cela peut 
devenir une source d'erreurs. Par exemple, en employant la méthode de 
coefhciens indéterminés, et étant donné l'équation 

ad-bx-d-ca-ddes.....-— atBetyortoe’.... 

pour toutes les valeurs possibles de x, zéro y compris, on en tire ordi- 
nairement à — 9, b — (9, c — y etc., parcequ'on suppose, que 
bx--ca?-p-dzx..... et x dm ya? H-020.....5 cx+t dx... et yotda%.... 
etc. seront nuls en méme tems, pour x — 0. Mais cela ne'st vrai sans 
exception, que dans le cas de series convergentes; car si les coeffi- 
ciens @, b, c, ....., 0, , y, ..... étoient tels, que les termes qui sui- 
vent le 2"* terme, 7 étant oo, ou seulement leur somme ne fussent pas 
nuls pour z — 0, la supposition formée d'avance, et les conclusions qu'on 
en aura tirées, n’auroient pas lieu. 

Donc, avant de calculer par des séries, il faut voir toujours si elles 
satisfont aux conditions ci dessus de la convergence. 

9. 

Il est facile de voir, si une suite donnée satisfait à la premiére 
condition de la convergence, savoir à celle du décroissement continu des 
termes, à partir d'une certaine limite. Cette condition sera remplie, si 
le quotient d'un terme quelconque par celui qui le précéde, ou le quo- 
tient d'un groupe de termes par celui du méme signe qui le précéde, 
‘est toujours moindre que l'unité; jusqu'à la limite. 

La deuxiéme condition de la convergence, savoir, que le reste de 
la serie, à partir du 2"* terme, doit être zéro pour 2 — oo, sera rem- 
plie, si, la première condition letant deja, le produit du 2" terme ou 
du z"* groupe de termes par 7, est égal à zéro. Car si d'après l'hypo- 
thése, les termes ou les groupes de termes diminuent constamment, le 
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produit du 2"* terme ou du z"* groupe de termes par 7, ne peut pas être 
moindre que le reste 4: de la série: donc, si ce produit est nul, le reste 
R le sera à plus forte raison. De même, d'un autre coté, R ne peut pas 
être nul, pour 2 — oo, si le produit du n™ terme ou du z"* groupe de 
termes par 2 est une quantité finie. Car puisqu’on suppose, que les ter- 
mes, ou les groupes de termes de la série diminuent constamment jus- 
qua zéro, R, ou la somme des 7 termes qui suivent le 7z"* terme, sera 
nécessairement plus grand que le produit du 27"* terme par z. En gé- 
néral, À est compris entre les limites 2.0, et n.a,,, si @, et @,, représen- 
tent les 7^? et 27” termes, ou les z"** et 272" groupes de termes du 
méme signe. | Mais a,, ne peut pas être nul pour n — oo si a, ne l'est 
pas, puisque 2 et 27 sont infinis en méme tems, donc À ne peut pas 
être nul, si 2.@, ne l'est pas. 

D'aileurs la deuxiéme condition de la convergence d'une série, dont 
le 2"* terme ou le n™ groupe de termes du méme signe est @,, savoir, 
que le produit 2.4, doit nécessairement être nul pour 2 = oo, renferme ! 
implicitement la premiére condition du décroissement successif des ter- 
mes; car si C, n'étoit pas nul, le produit 2.@, pourroit l'étre encore moins 
pour 2 — oo. 

Donc si l'on trouve, que dans une série infinie, le pro- 
duit du 7" terme, ou du z" des groupes de termes qui con- 
servent le méme signe, par 7, est zéro, pour 7 — oo, on peut 
regarder cette seule circonstance comme une marque, que 
la série est convergente; et réciproquement, la série ne peut 
pas être convergente, si le produit 7.0, n'est pas nul pour 
no 

Nous allons appliquer ce criterium de la convergence des series 
infinies à quelques exemples. | 


6. 


Exemples. 
I. Dans la série 1 
1 +3 +3 +4... 5 + R. 
le 2"* terme a, est ds Done n.0,=1ı n'est pas 0. Donc la série n'est 
pas convergente. 
II. Dans la série 


1—2-4-34—1-M0i—.......4-——-—u- 
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ou n est un nombre impair quelconque, le z"* des groupes de termes, qui 
1 1 1 


onservent le méme signe, est a, Re mms d eL 

conser éme signe, oe Mi a ae Inlan at Donc 

n.4,, =, Ce produit est zéro pour 27 — oo, Donc la série est 
2 (2n—41) 

convergente. 


HI. Dans la série 
1 
1 c da RL a 


| . ; dio t : 
le produit ».a, est égal à ——. Cette quantité est nulle pour z=, 


si p— 1. Donc la série est convergente, si p 7 1. 


IV. Dans la série 
1 1 E 1 





l-— — [am mm EE V. 6 8. su» IN 
op tw 4P "Dy (m ELLE 
ou 72 est un nombre impair quelconque, le m' groupe de termes est 
| y IY — p p.p—ií 
B gr à epe (enint (1— 7) DAS cs 
^ (2n —1)" (In)? (2n (2n — 1))? (2n — 1)" m (2n — 1)? ; 


donc 
1,__P-p—t = p:p—1.p —2 
FAR 3798.45 
n. a, I NEUE Scu ei.) mpra us GC RET a TEE PSS ae 7 Bis nen PL Apr qned | 
(2n—1)? 
Le numérateur de cette fraction est ip pour 7 — oo, le dénominateur 
est infini pour p 7 0. Donc 2.4, —0 pour n— c6, si p 7» 0. Donc 


la série est toujours convergente, si p > O. 


oe ewe. Pee 9 


V. Soit donnée la suite infinie 


abi va 26:7 ra 8b a+-nb 
7r Maher: fa orm v HO og aem rr Doe 
ad-nb ^ a--nb 


le n^* terme, multiplié par 2, donne 7. ADARO E P Cette quantité 








7 
est infinie, si à n'est pas nul, Donc la série donnée n'est pas convergente. 
VI. Dans la série 
As ullos LS 1 NE EN 
c(c+k) (c -2x)..... (c4 S. 2 (ct mk) it Sas (c+k)(c+2k)..... (c+(m+1)#)" 


ved" FE (c-++-(n—1) k)(c-+-nk) SORA Ce teres crs +8 
qui exprime les sommes des nombres figures réciproques, on trouve 


5* 
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(cE D) (E Ex) Ge QD 9... (+ Qn Fn — 1) 


Cette quantité est zéro, si n==oo pour un £ quelconque, toutes les fois que 


c>0 et m>>0. Donc la série est convergente sous les mêmes conditions. 
VII. La série infinie 


Tis c3 A c” 
C tata gee OHA, 


qui exprime le logarithme hyperbolique de oe donne 7.a@, —=c", et 


n.G, 








cette quantité n'est pas nulle pour 27 — oo, à moins que c « 1, Donc la 
série logarithmique n'est convergente que pour c << 1. 


VIIL La série infinie 
i cmt 


c? c3 ct c" 
d" wm Bas Wn uch Dee Ape m m m+ +R, 


qui exprime le logarithme hyperboiique de 1+ c, m étant un nombre 
impair quelconque, donne 


“x cna am e ‘curt en IMS VPN 1 € 
nn D) SOA e i 7) 





n n 


c271—1 C 
= - (2a—9+). 
2(2—-—) 
n 
Donc le produit z.«, est zéro pour 2 =, si c «1, et il est infiniment 
grand si e 7 1. Si c—1, on trouve 


et cette quantité est égale à c?"logc pour 2= oo (voyez le mémoire nu- 
mero 28. page 309., 4"* cahier du tome précédent de ce journal), donc 
elle est égale à zéro, pour c — 1. Sic est négatif, la série (VIIL) ren- 
tre dans celle (VIL); donc 7.a@, n'est nul pour 2 — co, que si c7» — 1. 
Donc la série, qui exprime log. hyp. (1-+c), n'est convergente, que de- 
puis c — — 1 jusqu'à c — + 1. 

IX. Pour juger de la convergence des séries dont les termes con- 
tiennent des factorielles, par exemple de la série du binome 


Lt AK m.m—1 , m.m—1..... (m—n-F2) „_; R 
I Se Ash mek gg a 


il faut recourir à quelques théorémes de la théorie des factorielles. 
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Soit représentée la factorielle | 
1. a(a-4-5)(a4-22).......(a-]-(p—1)5) par am, 


2. aPth? — aP(a-L-pb)** et de là 
aptk 6 


3. (epp T 


ona 





D'un autre coté on a 


4, gp? — 1"* gr, 
pk, S. 
et cela donne a?th) = 1 ’@ grtk donc, en ML de (3.), 
pri 2 
1 a 
9. (a+ pb}? = ——-.a*. 
12% 


Cela donne pour a — 5 


ME, 1 


1? 
6. (ab = LL, 


et en faisant (1-]-p)ó — A, ou bien p= tit ig 














i 
——ı+k1ı 
To RE? = CORE Tr 
Boe 
et si l'on écrit @ au lieu de A, et p au lieu de £, 
-+p—1,1 
6 P 
8. grea } - b. 
iut 


L'équation (2.) donne aussi 


1, 1 


+ + —1,1 T 
9, 27 — 12, (1+p) , 
donc on a suivant (4) 


Luna + 1 LOTES Y L2 a om 7 
IO I" == Vo s iy" "DP. 
et en vertu de (8.) 


a 1 a 
(+ N T2 ub 
p 


a 
om. d — I, 1 


1^ 





11. ont = 


De là on tire l'expression suivante du quotient de deux factorielles: 


1 DET a Ea 4 
1d, 0 UR art Par a 
Ave yer nee pig Q^ aes 





—— 


WIESEN TE 
(repa)? 7 gi 
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En appliquant cette expression à la série, qui représente la valeur de 
(1+c)", on trouve ce qui suit: 


On a 
m.m-—1 nt-h-—195: 


13. (i+ c)" —1 conan mc + — 15 ek + 
et le n™ terme de cette série est 


Dit 
Lnd n 
14. On — 1, +2 * c * 


n) 
DE E eR, 


En comparant cette équation à celle (12), on a 
= Ms p=", b — — 1, 


A=1, gn, = +1, 
donc, en vertu de (12.): 


1 —n-— ly — 
uh 42 
15. aj ue UE d — 3), cd pm 


——.( LETS 2 E 
1 » > 1 M — 19 à 
Go 
Mais de l'équation (2.) on tire 
| 16. 19! — 1-"-» 1 (1—m—1)"t» d 
donc, puisque 1?' =], 

127: ee 8 


eT 


m 1 
= Cmte 


et en vertu de (15.) 


1 Sm = 
CREE — m 
1 = i og ma 
(od) 
C'est là lexpression du z"* terme de la série du binome (13.), à l'aide 
des factorielles. 
Si l'on fait n — oo, on trouve 


18: a, — ^ (— m m + ly P c^, 


1 am, — 
Manto, n — Imu0 ee — 1 ef 


7L 
(Ir LA? x 
donc (18.) 


AC 2 + (—m}"+1 x (— 1)" 
19. a= Ws ners tee 


Cela fait voir, que le 7° coefficient de la série du binome, 7 étant 
x, est zéro toutes les fois, que m >> — 1. 

Si m — — 1, le coefficient est = (— 1)", et si m «C — 1, le coef- 
ficient est infiniment grand. 
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En multipliant le coefficient de c" (19.) par z, on trouve 


20. (remp Tenney: 
A" 


Ce produit est zéro, pour 2n — oo, si zm 790. Si m=0, il est 
= — m.(—1)"= 0, et si 7 «0, il est infiniment grand. Le n™ terme 
lui-même, pris 2 fois, donne (19.) 


— py \m-+1,1 (__4\n 
21. n. a, M Cm)", (— 1) \ c" — -- (— myn. 1 (Ha) 
m "Meg nm 


Dans cette expression le facteur (— m)”+»! est toujours une quantité 
e > e > . nm . m 
finie, quand 7 l'est. Donc il ne s'agit que de la fraction + 


Si c— 1 et m positif, cette fraction est zéro pour n — oc. 
Si c — 1 et m négatif, la fraction est oo pour 7 = oc. 
Si c «1 et m positif ou nul, la fraction est zéro pour 2 = oo. 


i 1 : jl. 
Si € «1, par exemple P E étant — 1, et m négatif, — — y, 
ou (,— 0, la fraction est égale à 
A" 
y^ 


On trouve la valeur de cette fraction suivant le mémoire numéro 28. 
de ce recueil, en différentiant, suivant 7, le numérateur et le dénomina- 
teur, par exemple y fois, où y —— . Cela donne 


99. UN (n —2)..... (uy ——10)n"7 _ n(u-—1)(n—2)..... (y — (v —1) 
7" (log y)" u 7" (log y)" n”—# , 


et cette quantité est zéro pour 2 — oc, si v et p, sont finis. 

Donc le n™ terme de la série (13.) pris 7 fois, c'est-à-dire, na, 
(21.), est toujours zéro pour z — oo, m étant un nombre quelconque, si c 
est moindre que l'unité, 

Si c7» 1 et m négatif ou nul, la fraction e est infiniment grande. 


Si c7» 1 et m positif, la valeur de la fraction — est, en vertu du 
3 n 


mémoire No. 28. 
» (log cy 
M. Lys E Dri 
u étant > m, et cette valeur est oo pour 7 = oo. 
Donc, si 7 — oo, le z7"* terme de la série (13.), pris 7 fois, c'est- 
à-dire, 2.2, (21.), est toujours oo pour une valeur quelconque de 77, 
si c 1. 


En nous résumant, nous venons de trouver, que pour 7 = %, 
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n.d, est toujours == 0, si c «1, 
2.0, est toujours — 09, si c7» 1, 
n.G, est — 0, si c — 1 et m positif, 
2.0, est —oo, si c — 1 et m négatif. 


24. 


Cela posé, on sait que les termes de la série du binome 
25; Ho me EL ag) mim U): > (m OM 


sont toujours alternativement positifs et négatifs (au moins à partir d'une 
certaine limite), toutes le fois que, pour un exposant non-entier, la série 
est infinie; c'est ce que fait voir aussi l'expression (19.) du z"* terme 
a,. La série est donc composée de groupes à deux termes, et puisque, 





en supposant n — oo, il est indifférent, qu'on exprime par z le nombre 
des termes ou le nombre des groupes de termes: la série, en vertu du 
théorème général ($. 5.), pourra être jugée convergente, si le groupe de 
termes @,-—@,4,, pris ” fois, est nul pour 7 = co. 


L'équation (19.) donne 


A yn 1, ur RE yntni — 1)" Me 
n(a,—40G,,,) = jener. ae | a 
ou bien 


(yy Dre 1 bey Eur 2 1) on 





26. n (a, pace Cri 





er Gy) 


— my'-tv1, (— 1)" 


Dans cette expression le facteur c" n'est autre chose, que 


A" 


1 : o 
na, (21) L'autre facteur 1-]- ——- — 7, est toujours une quantité 


fd. “= x 
finie pour un c fini. Donc HORE sera nul ou fini ou infini en méme 
tems que 2.4, est l'un ou l'autre. Donc la série du binome (25.), en 
vertu de (24.), sera convergente pour un exposant quelconque, si c «7 1 
et si c — 1, m étant positif, et elle sera toujours divergente, si c7» 1 
et si c — 1, 7n étant négatif, 


X. Le n" terme a, de la série 


NATI E uda he 9, Pre Anka ey 
2 2.9 ! 2.3.4 2.3 n A 


9 
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Si c «C 1, ce produit est évidemment — 0 pour 2 — e. Si c7» 1, 
soit ( le premier nombre entier plus grand que c. 


Alors 3-3 — ——T1 est —2.0,. Mais 


2 031 «$2.22 707 
p u “ur 48 ram 
2.3 eet os n—1 baat (OR Qu. So u+1.u+2 eeeee RT 


Le premier facteur a droite est toujours une quantite finie, quelque 
grand que soit u. Le second facteur, composé d'un nombre égal de fac- 


teurs en haut et en bas, peut étre exprimé par 
1 


La valeur de la factorielle, qu'offre le dénominateur, est évidem- 
ment infiniment grande pour z— oc. Donc le second facteur est — 0, 


pour 2=%, et par consequent 5-3. E Vest aussi, quelque grand 
que soit us Done à plus forte raison BUS TIMOR ou 2.4, Sera nul, 


pour un c quelconque, 7 étant ec. 

Cela fait voir, que la série est toujours convergente pour une va- 
leur positive quelconque de c. Si c est négatif, les signes des termes 
de la série se succedent en piernas et l'on trouve, que la série est de 
méme convergente. 

XI. D'une manière tout-à-fait. semblable on cube que les séries 


c? ct 
des quse er PONS En re Nea D 


3 
sors Py y RENE ide Em 
^ qui expriment le cosinus et le sinus de l'arc c, le rayon étant 1, sont 
aussi toujours convergentes, pour un arc quelconque. 

XII. L'expression d'une puissance quelconque d'un cosinus par les 


cosinus et les sinus des arcs multiples est en général 
m.m—1 





(2cosc)” = ot cad ama ay ro €os(m — ern. 
m.m-—1..... (m — (n — -2)) nu A 
eae a. hacia ento Le 
RAN AMEE. À ana 
MAMA BEN (m — (n — 
RUIT WETTER Ven wr UR >) sin (m —2 (n — 1) e+ K.), 
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ou, au lieu de c, il faut encore écrire c - 2v7,. v étant un nombre en- 
tier quelconque (voyez tome I. cahier 1. de ce journal, page 17. et 10.). 

Tous les cosinus et les sinus sont moindres que lunité; mais dans 
les séries ci dessus ils ne diminuent pas nécessairement jusqu'à 0. Donc 
ces séries ne seront nécessairement convergentes que dans le cas, oü les 
produits des, coëfficiens binomiaux des termes infiniment éloignés par un 
nombre infini sont égaux à zéro. Cela n'a lieu, suivant (IX. 20.), que 
lorsque l'exposant 7 est positif. Donc, l'expression ci dessus de (2c0sc)" 
n'est généralement convergente que si exposant 77 est positif. | 


TU 
On pourra trouver de méme les conditions de la convergence des 
séries à double, à triple etc. entrée. On les tirera des réflexions sem- 
blables à celles que nous venons de faire sur les séries ordinaires. 


8. | 

A cette occasion nous dirons un mot d’un procédé, qui donne quel- 
quefois les limites de la somme d’une série. 

Supposons une série, dont les termes, ou les groupes de termes qui 
ont le même signe, diminuent continuellement, à partir du premier, jus- 
quà l'infini. Soient représentés dans ce cas les termes, ou les groupes de 
termes, par les ordonnées orthogonales 4,B,, 4,B,, 4;B;..... (Fig. 1.) 
d'une courbe, correspondantes aux abscisses 4,4, — 1, 4,4, — 9, 4,4; 
— 3 etc. Alors laxe des abscisses sera une asymptote de la courbe, et 
la somme de la série sera égale à la somme des aires des parallélogram- 
mes 4,C,, 4,0;, 4,0,......., la largeur de tous ces parallélogrammes 
étant — 1. Cette somme des aires est plus grande, que laire entre 
la courbe, la premiere ordonnée et l'axe des abscisses. Prolongeons B,C;, 
D,C,....... jusqu'à D,, D,......., nous aurons les parallélogrammes 
4,P,, A,B;, A, B,......., qui seront équivalents avec les parallélogram- 
mes 4,C;, 44,0,....... Done la somme des aires de ces nouveaux 
parallélogrammes sera égale à la somme de la série, moins son premier 
terme. Mais laire, comprise entre la courbe, laxe des abscisses et la 
premiére ordonnée, est plus grande, que la somme des aires des par- 
allelogrammes 24, B,, 44, B,, 4;B,....... Donc Faire de la courbe est 
comprise entreda somme de la série totale et celle de la série moins son 
premier terme. Soit s la somme de la série, f l'aire de la courbe et a, 
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le premier terme de la série, on a 

sft et s—a, ie 
ketx étant deux quantités nécessairement positives. Leur somme sera 
égale à @,, comme les, deux équations énoncées le font voir, en les re- 
tranchant l'une de l'autre. De là il suit que & et x sont réellement, l'un 
et l'autre, moindres que &,. Donc on a 


s<ifte etsf. 
Si donc on peut trouver l'aire de la courbe, on aura deux limites, entre 
les quelles la somme de la série sera nécessairement comprise. 


En représentant par y les ordonnées de la courbe et par a, les ter- 
mes ou les groupes de termes de la série, l'équation de la courbe sera 
Y = Qs ; 
où 2 exprime les abscisses et y est regardé comme fonction de n. Cela 


posé, l'aire de la courbe sera égale à lintégrale de y dz, prise par rap- 


port à 2, c'est-à-dire on aura 
H = fa,dn. 

L'intégrale doit être — 0 pour z — 1; et, en y faisant 2 — oo, elle don- 
nera les limites de la valeur de la série totale. On voit bien, que ce 
procédé peut encore étre appliqué, en ne cherchant la valeur, que d'une 
partie quelconque de la série donnée. Sı l’on cherche les limites de la 
valeur d'un reste de la série, par exemple de celui, qui compléte la sé- 
rie, à partir du m™° terme, il n'y a qu'à supposer l'intégrale = 0 pour 
n=m, puis on fera 2 — oo, 


Exemples. 
I. Soit donnée la série 
1cbicdieeecR-cÀ 
on à a, mL, donc f= f= gr -]- Const., et si f doit être O pour 


a=m, 0=logm-- Const. Cela donne Const. = — logm, et 


n 
f deg. 


Donc les limites de la valeur du reste de la série, à partir du m“ 
terme, soni 
"n 1 n 
log 7n 1 7n 57 
6* 


44 Olivier, sur * la convergence des séries infinies. 


Ces limites toutes les deux sont infiniment grandes pour 2 — oo 
* (6r > . . À à 
et elles ne différent que d'une quantité finie —. Donc la valeur du reste 


de la série est oo. Cela s’accorde avec (6. I.). 


II. Soit donnée la ik: 


1d x sd aee di 

















1 nn“ —H ‘ 
on a a, =, done jaft =i-,+ Const, et si lon cherche la 
1— 
valeur du reste, à partir du m™ terme, 0 = eps + Const., donc 
Th d i 
Const. = — "arem et 
f = nl uU — mu 
X037 Mie 
Donc les limites de la valeur du reste de la série seront 
ni" — m4 1 ni" — mim 
Soit w= d les limites seront 
n!— m! 1 n -—m-^ 
TRL Hal; ep 
ou bien 
1 1 1 
+= m 0 v^ 
et pour 2=w, 
1 
OR dese ae 


Mais ce procédé n'est ame qu'aux cas, où l'intégrale fa,dn 
peut être trouvée sans les secours de séries. 
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5. 
Verwandlung und Theilung spharischer Figuren durch 
Construction. 
(Vom Herrn J, Steiner.) 


1. 
In den Elementen der Geometrie (Anmerk. X.) beweiset Legendre 
den merkwürdigen Satz: 

„dafs die Scheitel aller sphärischen Dreiecke über derselben Grund- 
linie und von gleichem Flächeninhalte in einem bestimmten kleinen 
Kreise liegen.” 

Den Satz hat Lexell zuerst gefunden (/Vova acta Petropolitana, fünfter 
Band, erster Theil). 

Die künstlichen Ausdrücke, welche für den Radius des genannten 
Kreises und zur Bestimmung der Lage seines Mittelpuncts gefunden wer- 
den, sind nicht geeignet, die eigentliche Lage des Kreises leicht zu er- 
kennen zu geben, noch weniger, denselben danach leicht construiren zu 
können. Da aber auf diesen Satz mancherlei Untersuchungen gegründet 
werden können, wie z. B. die Verwandlung und Theilung der sphäri- 
schen Figuren, so war eine genauere Bestimmung desselben, so wie ein 
einfacherer Beweis, sehr wünschenswerth. In der That findet sich, dafs 
der genannte Ortskreis, ohne Rechnung zu Hülfe.zu nehmen, unmittel- 
bar eonstruirt werden kann, und dafs auch der Satz selbst durch eine 
ganz elementare Betrachtung sich beweisen läfst. 

In Folgendem soll daher der Lexell'sche Satz dahin vervollstän- 
digt werden: 

»dafs der Ort der Scheitel aller spharischen Dreiecke über dersel- 
ben Grundlinie und von gleichem Flacheninhalt ein bestimmter klei- 
ner Kreis ist, welcher durch die beiden Gegenpuncte Aus 
Endpuncte der Grundlinie geht." 

Hiernach ist alsdann der Ortskreis leicht zu construiren, und da- 
durch wird man in den Stand gesetzt, durch Hülfe dieses Satzes eine Reihe 
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von Aufgaben iiber Verwandlung und Theilung der spharischen Figuren 
zu lösen, welche denen bei geradlinigen Figuren in der Ebene analog 
sind, d. h., man kann alsdann durch blofse Construction jedes beliebige 
sphürische Polygon successive in ein Dreieck oder Zweieck, oder auch 
in ein spharisches Quadrat verwandeln, desgleichen jedes gegebene spha- 
rische Dreieck (oder Polygon), von einem gegebenen Punct aus, in zwei 
gleiche Theile, oder nach sonstigen Bedingungen, theilen. 


^ 

Jeder Kreis auf der Kugelfläche, dessen Ebene durch den Mittelpunct 
der Kugel geht, heifse ein Hauptkreis, jeder andere dagegen Sphüre n- 
kreis oder auch schlechthin Kreis. Der Bogen eines Hauptkreises aus 
dem Pol eines Spharenkreises, bis an irgend einen Punct der Peripherie 
des letzteren, heifse sphärischer Radius desselben. Ein durch 2,3,4,.... 
Hauptkreis-Bogen begrenzter Theil der Kugelfliche heifse sphärisches 
Zweieck, Dreieck, Viereck, . . . . etc., wie gewöhnlich. Ein Haupt- 
kreis, der einen anderen Kreis berührt, heifse sphärische Tangente an 
letzteren. 

Die Sátze: ,,dafs die spharischen Tangenten eines Sphárenkreises auf 
dem. zugehörigen sphärischen Radius senkrecht stehen;" —  ,,dafs der 
Durchschnittspunct zweier sphärischen Tangenten, die denselben Kreis 
berühren, gleich weit von beiden Berührungspuncten enifernt ist;” — 
„und dafs im gleichschenkligen sphärischen Dreieck die Winkel an der 
Grundlinie einander gleich sind, und umgekehrt;" sind leicht zu bewei- 
sen und aus der Elementargeometrie bekannt. 


3. 

in einem beliebigen Sphärenkreis, dessen Pol M (Fig.2.), sei ein 
sphärisches Viereck 4BCD eingeschrieben. ‘Nach den Ecken des Vier- 
ecks ziehe man die sphärischen Radien M4, MB, MC, MD, welche, da 
sie einander gleich sind, mit den Seiten des Vierecks vier gleichschenk- 
hge Dreiecke MB, BMC..... bilden, in denen die Winkel an den 
Grundlinien einander gleich sind (2.), so dafs 

o. s b ip im Bh, yaad; ral gs 


baby by 8T. +; 
4--Cc-—nmP--D; 


und folglich: 


oder: 
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das heifst: „bei jedem sphärischen Viereck im Kreise sind 
die Summen der zwei Paare gegenüber liegender Winkel 
einander gleich.” *) 

4. 

Zieht man in dem sphärischen Viereck ABCD (Fig. 3.) im Kreise 
die sphärische Diagonale 4C, so hat man, zufolge des vorliegenden Satzes: 
ate—B= D—a—y. 

Ebenso hat man: a,+c,— B, = D—a—y, und mithin: 

a+ce—Bb =a,+e,—B,; 

das heifst: „bei allen sphárischen Dreiecken ABC, ABC, ...., 
welche über der nemlichen sphürischen Sehne 4C und auf 
der nämlichen Seite in einen Sphärenkreis beschrieben 
werden, ist der Unterschied zwischen dem Winkel (B, B) 
an der Spitze und der Summe der Winkel (ae, e, ]- €,) an 
der Grundlinie constant" Und umgekehrt: 

„Der Ort der Scheitel (2, B,) aller sphärischen Drei- 
ecke ABC, AB,C, .... über der nemlichen Grundlinie AC, 
und bei welchen der Unterschied zwischen dem Winkel an 
der Spitze und der Summe der Winkel an der Grundlinie 
gleich ist einer gegebenen Gröfse, ist ein bestimmter Spha- 
renkreis, welcher durch die Endpuncte 44, € der Grund- 
linie geht.” 

Nimmt man an, die Grundlinie 4C gehe durch den Pol M des 
Keises, so folgt, vermöge der gleichschenkligen Dreiecke 4MB und BMC, 
dafs B—a<+c, d. h.: 

„Bei jedem in einen Sphürenkreis beschriebenen sphärischen Drei- 
ecke, das den spharischen Durchmesser des Kreises zur Grundlinie hat, 
ist der Winkel an der Spitze gleich der Summe der Winkel an der 
Grundlinie;” und umgekehrt: ‚die Scheiiel aller sphärischen Dreiecke 
über der nemlichen Grundlinie, und bei welchen der Winkel an der 





*) Dieser Satz ist blofs ein specieller Fall von dem allgemeineren Satze: ,,Bei jedem spha- 
rischen 2nEck im Kreise, ist, wenn man die Winkel der Ordnung nach nume- 
rirt, die Summe der Winkel mit geraden Nummern gleich der Summe der übri- 
gen,” welcher sich auf gleiche VVeise beweisen läfst. Es steht ihm ein anderer Satz: „Bei je- 
dem sphárischen 2nEck um den Kreis ist die Summe der Seiten mit geraden 
Nummern gleich der Summe der übrigen," gegenüber, welcher eben so leicht zu be- 
weisen ist. 
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Spitze gleich ist der Summe der Winkel an der Grundlinie, ist die Pe- 
ripherie des Sphärenkreises, welcher die Grundlinie zum sphärischen 
Durchmesser hat." 

o1 | 

Es sei 4BC (Fig. 4.) ein beliebiges spharisches Dreieck. 4,, P, 
sollen die Gegenpuncte von 4, B, also die Bogen 4C4,, BCB, halbe 
Hauptkreise sein, so finden zwischen den Winkeln der beiden sphari- 
schen Dreiecke ACB und 4,CB, folgende Beziehungen statt: nemlich 
c=c,; G 20,5; — b,, und da a -a — b +R=2R Mu so ist 
auch et, — 6-+6,=2R, und folglich: 

a+b+ce= c,—(a4+-b, +4R, 
d. h.: „bleibt die Summe a + b + c constant, so bleibt auch der Unter- 
schied c, — (a, +b,) constant.” 

Nun folgt aus dem bekannten Satze, wonach der Flächeninhalt 
eines spharischen Dreiecks aus der Summe seiner drei Winkel gefunden 
wird, dafs für alle sphärische Dreiecke ABC, über derselben Grundlinie 
AB und von gleichem Flächeninhalt, die Summe der drei Winkel 
(a + b + c) constant bleibt, daher bleibt auch in den zugehórigen Drei- 
ecken 4,CB, der Unterschied c,— (2,-]-2,), d. h. der Unterschied zwi- 
schen dem Winkel (c,) an der Spitze uud der Summe (a, 4,) der Winkel 
an der Grundlinie, constant, und folglich ist der Ort des Scheitels C die 
Peripherie eines Sphärenkreises, der durch die Puncte 4,, B, geht (4). 
Daraus folgt der nachstehende merkwürdige und fruchtbare Satz: 

„Der Ort der Scheitel aller sphárischen Dreiecke ABC, 
über derselben Grundlinie 45 und von gleichem Flachen- 
inhalt, ist die Peripherie eines bestimmten Spharenkreises, 

der durch die Gegenpuncte 4,, B, der Endpuncte 4, B der 
gemeinschaftlichen Grundlinie geht.” | 
6. 

Bleibt also die Grundlinie 4B des sphärischen Dreiecks 4BC un- 
verändert, und sein Scheitel C bewegt sich in der Peripherie des Krei- 
ses 4,CB,, so bleibt sein Flacheninhalt constant. Nahert sich der Schei- 
tel C einem der beiden Puncte 4,, B,, z.B. dem Puncte B,, bis er end- 
lich mit ihm zusammenfälli, so fällt der Bogen AC mit 4B, zusammen, 
und da CB, — O wird, so geht BC in den halben Hauptkreis BDB, über, 
welcher den Kreis 4,CB, in B, berührt. Daher folgt, dafs der Fla- 

chen- 
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cheninhalt des Dreiecks 4BC gleich ist dem Flächenin- 
halt des Zweiecks BAB,DB oder 4BA EA, dessen eine 
Seite BOB, oder AHA, den Ortskreis 4,CB, in D, oder À, 
berührt. 

Es ist zu bemerken, daís, wenn die Grundlinie 4B und der Flà- 
cheninhalt des sphárischen Dreiecks 4BC gegeben sind, dafs alsdann ei- 
gentlich zwei Ortskreise für den Scheitel C statt finden, indem man sich 
das Dreieck auf zwei verschiedenen Seiten der Grundlinie vorstellen kann; 
beide Ortskreise sind aber nothwendiger Weise einander gleich, schnei- 
den einander in den Puncten 4,, 8,, ihre Ebenen bilden mit der Ebene 
des Hauptkreises 4B4,B, gleiche Winkel, und die Gerade, welche ihre 
Pole verbindet, steht auf der letzteren Ebene senkrecht. In dem beson- 
deren Falle, wo die Summe der Winkel des Dreiecks gleich 4 Rechten, 
d.h. wo a+4+c¢ = 4R, ist e, — a, + 4, (5.), und daher ist 4,B, ein 
sphàrischer Durchmesser für jeden der beiden genannten Ortskreise (4.), 
folglich fallen beide Ortskreise in einen einzigen zusammen, dessen Ebene 
zu der Ebene des Hauptkreises 4B4,B, senkrecht ist. 


T. 


Es sei P (Fig. 5.) der Pol des Hauptkreises 4B4,B, und EPF der- 
jenige Hauptkreis, welcher die Puncte B, D, zu Polen hat. Man ziehe 
aus B, durch den Pol M des Ortskreises 4,CB, den Quadranten BMG, 
und beschreibe mit ihm aus dem Pol G den Hauptkreis B,DB, so hat, 
da dieser Hauptkreis den Kreis 4,CB, in B, berührt, weil GB, zu DB, 
senkrecht (2 ), das Zweieck BDB,ZB mit dem Dreieck 4BC gleichen 
Flächeninhalt. Nun ist der Bogen DE das directe Maafs für den Flä- 
cheninhalt des Zweiecks B4B,DB, und da die Quadranten PE und GD 
einander gleich sind, also auch DE = PG ist, so ist auch der Bogen PG 
ein directes Maafs für den Flächeninhalt des Zweiecks BAB,BD oder des 
Dreiecks 4BC; d.h., in demselben Verhältnifs, in welchem sich der Fla- 
cheninhalt des Dreiecks ändert, ändert sich auch der ihm zugehorige 
Bogen, und umgekehrt; so dafs also einem Dreieck von doppeltem Fla- 
cheninhalt, ein zweimal so grofser Bogen entspricht. Stehen also z. B. 
über derselben Grundlinie 4B zwei Dreiecke ABC und 4BC,, deren Flä- 
cheninhalte sich verhalten wie 2:77, und entsprechen ihnen respective 
die Puncte G, G,, so ist auch PG: PG, — n:m, und umgekehrt. 

Crelle’s Journal. IL Bd. 1. Hft. 7 
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Kann man also den Bogen PG in G, so theilen, dafs PG: PG, ir- 
gend einem gegebenen Verhältnifs 2:72 gleich ist, so kann man auch 
ein Dreieck ABC, finden, welches mit dem gegebenen Dreieck ABC ei- 
nerlei Grundlinie und in Hinsicht des Flächeninhalts das nemliche ge- 
gebene Verhältnifs hat. 


8. 
Aus dem Bisherigen ergiebt sich unter anderen zunächst die Auflo- 
sung folgender Aufgaben. 


J. Aufgabe. ,,Ueber der Grundlinie 4B eines gegebenen spha- 
rischen Dreiecks ABC ein gleichschenkliges Dreieck zu errichten, wel- 
ches mit jenem gleichen Flächeninhalt hat.” 

Man lege durch den Scheitel C des gegebenen Dreiecks und durch 
die Gegenpuncte 4,, B, der Endpuncte seiner Grundlinie den Ortskreis 
A,CB,, und errichte aus der Mitte der Grundlinie zu dieser einen spha- 
rischen Perpendikel, so ıst der Durchschnittspunct dieses Perpendikels 
und jenes Ortskreises, zufolge des Obigen, der Scheitel des zu construi- 
renden gleichschenkligen Dreiecks. 


IL. Aufgabe. ‚Ueber der Grundlinie 4B eines gegebenen sphä- 
rischen Dreiecks ABC ein anderes Dreieck zu errichten, welches mit 
ihm gleichen Flacheninhalt und entweder 1) an der Grundlinie einen 
rechten oder irgend einen gegebenen Winkel a, oder 2) eine gegebene 
Seite hat." 

Auflosung und Beweis folgen von selbst. Für den Fall (2.) ist die 
Aufgabe nicht immer möglich. 

IIl. Aufgabe. ,, Ein sphärisches Dreieck zu finden, welches mit 
einem gegebenen sphárischen Dreieck ABC dieselbe Grundlinie 4B und 
gleichen Flächeninhalt hat, und dessen Spitze in einem gegebenen Haupt- 
kreise K liegt.” 

Man construire den Ortskreis 4,CB,, so schneidet derselbe den ge- 
gebenen Hauptkreis À in denjenigen zwei Puncten, in welchen allein die 
Spitze des zu construirenden Dreiecks liegen kann; schneidet er ihn nicht, 
so ist die Auflösung der Aufgabe unmöglich. 

IV. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck ABC in ein 
Ziweieck zu verwandeln, d. h., ein Zweieck zu finden, welches mit 
dem Dreieck gleichen Flücheninhalt hat.” 


*€ 
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Man suche den Pol M des Ortskreises 4,CB, (Fig. 5.), ziehe den 
spharischen Radius MB, und errichte B,DB senkrecht zu MB,, so ist 
BDB,AB das verlangte Zweieck (7.). 

V. Aufgabe, „Ein sphärisches Dreieck zu construiren, dessen 
Grundlinie gegeben ist, und welches mit einem gegebenen sphiri- 
schen Dreieck ABC einen Winkel gemein und mit ihm gleichen Flä- 
cheninhalt hat." 

Es sei AD (Fig. 6.) die gegebene Grundlinie des zu construirenden 
Dreiecks, und 4 sei der beiden Dreiecken angehörige Winkel. Man ziehe 
den Hauptkreis CZ), und construire nach (II.) das Dreieck CDH, wel- 
ches mit dem gegebenen Dreieck CDB gleichen Flächeninhalt und die 
Grundlinie CD gemein hat, und dessen Scheitel Æ in dem gegebenen 
Hauptkreise AC liegt, so ist ADE das gesuchte Dreieck. Denn ist 
ACDB — ACDE, so ist auch ACFE = ADFB, und folglich auch 
AABC = AADE. 

VI. Aufgabe. ,, Ein sphärisches Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit einem gegebenen sphärischen Dreieck ABC gleichen Flächen- 
inhalt hat, und von dessen Seiten zwei der Grofse nach gegeben sind." 

Diese Aufgabe läfst sich mittelst (II, 2.) auf (V.), und umgekehrt, 
mittelst (V.) auf (II, 2.) zurückführen. Uebersteigt der genannte Flüchen- 
inhalt eine bestimmte Grenze, so findet die Aufgabe nicht Statt. 

VII. Aufgabe. ,,Ein sphärisches Dreieck zu construiren, welches 
mit einem gegebenen sphärischen Dreieck 4BC gleichen Flächeninhalt 
hat, und von welchem eine Seite und ein Winkel der Grófse nach ge- 
geben sind." 

Diese Aufgabe läfst sich, wie die vorige; durch Hulfe von (II, 1.) 
und (V.) lösen. 

VII. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck in ein spha- 
risches Dreieck zu verwandeln, d. h., ein Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit dem Viereck eine Seite und einen Winkel gemein, und mit 
ihm gleichen Flächeninhalt hat.” 

Es sei ABCD (Fig. 7.) das gegebene Viereck, Man ziehe eine 
sphärische Diagonale DB, und verlängere an dem einen Endpuncte* der- 
selben eine Seite des Vierecks, z. B. in B die Seite 4B nach Æ hin, 
und construire sodann, nach (IIL), das Dreieck DBE, welches mit dem 


Dreieck DBC über derselben Grundlinie DB steht, gleichen Flachen- 
ps. 
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inhalt hat, und dessen Scheitel E in der Verlängerung der Seite 4B liegt, 
so ist AED das gesuchte Dreieck, welches mit dem Viereck ZBCD 
gleichen Flächeninhalt und den Winkel 4 und die Seite 4D ge- 
mein hat. um 

IX. Aufgabe. ,,Irgend ein gegebenes sphärisches Vieleck in ein 
anderes zu verwandeln, welches eine Seite weniger hat." 

Die Aufgabe wird auf ähnliche Weise gelöst wie die vorige: 

Hieraus folgt: 

„Dafs man durch blofse Construction jedes gegebene 
sphárische Vieleck in ein spharisches Vieleck irgend ei- 
nerGattung mit einer kleineren Anzahl Seiten, folglich je- 
des gegebene spharische Vieleck in ein Dreieck oder Zwei- 
eck verwandeln kann." 

| 9 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Betrachtungen die Auflosung 
folgender Aufgaben. | 

I. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen." 

Es sei ABC (Fig. 8.) das gegebene Dreieck. Man construire den 
Ortskreis .4,CB,, dessen Pol M ist. Aus dem Pol B ziehe man den 
Hauptkreis EPGF. Ferner ziehe man den Hauptkreis DPMD, so, dafs 
er zu der Grundlinie ZB senkrecht ist und sie in D halbirt; alsdann 
ist P der Pol des Hauptkreises 4B4,B,. Endlich ziehe man den Qua- 
dranten B,MG, halbire PG in G,, ziehe den Quadranten G,M,B,, wel- 
cher den Hauptkreis DPM D, in M, schneidet, und ziehe aus dem Pole 
M, mit dem spharischen Radius 77,B, den Spharenkreis. B,5a4,, so ist, 
zufolge (7.), sowohl das sphärische Dreieck 4Ba, als auch 4Bb, halb so 
grofs als das gegebene Dreieck 4BC, und folglich leistet jeder der bei- 
den Hauptkreise fa und Bb der vorgelegten Aufgabe Genüge. 

Es sei Ce der dritte Hauptkreis, welcher das gegebene Dreieck 4BC, 
der Aufgabe gemafs, halbirt, und C, sei der Gegenpunct des Scheitels C, 
so liegen, vermöge der vorstehenden. Auflösung, sowohl die vier Puncte 
A,, Bi, b, a, als auch B,, €C,, c, b so wie auch C,, 4,, a, c in einem 
Kreise. Da die Ebenen dieser drei Kreise einander im Allgemeinen in 
einem Punct O schneiden, so treffen auch die drei Geraden 4,¢, B,b» 
C,c, in welchen die. nemlichen Ebenen: einander schneiden, in demselben 
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Punct O zusammen, und folglich schneiden die Ebenen der drei Hauptkreise 
AaA,, BbB,, CcC, einander in einem und demselben Durchmesser 
SOO der Kugel, welcher durch den Punct O geht, so dafs folglich die 
drei Hauptkreise 4a, Bb, Ce einander in einem und demselben Puncte 
Q schneiden. Daraus folgt der nachstehende merkwiirdige Satz: 

„Die drei Hauptkreise (4a, Bb, Cc), von denen jeder 
durch einen Winkel eines gegebenen sphärischen Dreiecks 
(ABC) geht und die Fläche desselben halbirt, treffen einan- 
der in einem und demseben bestimmten Puncte 9.” 

Durch irgend zwei. der drei Hauptkreise ist demnach der dritte 
unmittelbar gegeben. | 

Der vorstehende Satz findet bekanntlich auf analoge Weise beim 
geradlinigen Dreieck statt, bei welchem der Punct (9), in welchem die 
drei Halbirungslinien einander schneiden, zugleich die Eigenschaft hat, 
dafs.er der Schwerpunct der Flache des Dreiecks ist. 

IL Aufgabe. ,,Ein gegebenes spharisches Dreieck, von einem 
beliebigen Punct aus, der in einer seiner Seiten liegt, durch einen 
Hauptkreis in zwei gleiche Theile zu theilen." 

Es sei 4BC (Fig. 9.) das gegebene Dreieck und D der gegebene 
Punct. Man theile das Dreieck aus einem Winkel, z.B. aus 4, durch 
den Hauptkreis 4a: in zwei gleiche Theile (L), und verwandele nach 
(8, III.) das sphärische Dreieck 4Da in DeE, so theilt der Hauptkreis 
DE das gegebene Dreieck in. zwei gleiche Theile.. 

Il. Aufgabe. , Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu: theilen." 

Es sei 4BCD (Fig.10.) das gegebene Viereck.. Dasselbe soll z. B. 
aus dem Winkel 4, durch einen Hauptkreis, in zwei gleiche Theile ge- 
theilt werden. Man verlüngere die Seite BC nach: E hin, und mache, 
nach (8, IL), das Dreieck. ACE gleichflächig mit 4CD, und theile das 
Dreieck AEB durch den Hauptkreis 4F' in zwei gleiche Theile (L), so 
ist auch AAFB = Viereck AFCD, und folglich leistet der Hauptkreis 
AF der Aufgabe Genüge. Hätte. man. statt der Seite BE die Seite DC 
nach E, hin verlängert, und: AACE, — AACB gemacht, und durch- den 
Hauptkreis 4, das Dreieck 4DE, halbırt, so müfste man alsdann noch 
das Dreieck ACF, in ACF verwandeln, um den: Hauptkreis 4F zu fin- 
den, welcher die Forderung, der vorgelegten Aufgabe erfüllt. 
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Hat man erst einen Hauptkreis 4F gefunden, so lassen sich dar- 
aus, mit Hülfe von (8, HI), die drei übrigen Hauptkreise, welche aus den - 
drei übrigen Winkeln B, C, D das Viereck halbiren, leicht finden. 

IV. Aufgabe. ,,Ein gezebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis, welcher durch einen in einer Seite desselben gegebenen 
Punct geht, in zwei gleiche Theile zu theilen." + 

Es sei ABCD (Fig. 11.) das gegebene Viereck und £ der gegebene 
Punct. Man theile z. B. aus dem Winkel 4, durch den Hauptkreis 4F, 
das Viereck in zwei gleiche Theile (IL), und verwandele hierauf das 
' Dreieck. EFA in HFG, so theilt der Hauptkreis EG das dime Vier- 
eck in zwei gleiche Theile. 

V. Aufgabe. , Ein gegebenes sphärisches Vieleck durch einen 
Hauptkreis aus einem seiner Winkel in zwei gleiche Theile zu theilen." 

Es sei z.B. das Fünfeck 4BCDE (Fig. 12.) gegeben, welches aus 
dem Winkel 4 durch einen Hauptkreis 4H in zwei gleiche Theile ge- 
theilt werden soll. 

Man verwandele das gegebene Fünfeck in das Viereck AFDE, 
theile dieses Viereck durch den Hauptkreis 4G in zwei gleiche Theile 
(IIL), und verwandele das Dreieck 4DG in ADH (8, HL), so theilt der 
Hauptkreis 4H das gegebene Fünfeck in zwei gleiche Theile. 

Hat das gegebene Vieleck mehr als fiinf Seiten, so verfahrt man 
auf ahnliche Weise. 

VL Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Vieleck aus einem 
Punct, der in einer seiner Seiten gegeben ist, durch einen Hauptkreis in 
zwei gleiche Theile zu theilen.” 

Die Aufgabe kann durch Hilfe von (V.) wie die Aufgabe (IV.) 
durch Hülfe von (IL) gelöst werden. 

VI. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Dreieck 1) von ei- 
nem seiner Winkel aus, oder 2) von einem in einer seiner Seiten ge- 
gebenen Punct aus, durch Hauptkreise, in 4, 8, 16, ..... gleiche Theile 
zu theilen.” 

Der Fall (1.) erfordert nur eine wiederholte Anwendung der Auf- 
gabe (L). Der Fall (2) dagegen erfordert die Anwendung von (I.) und 
(HL) Soll z.B. das Dreieck ABC (Fig. 9.) aus dem Punct D in vier 
gleiche Theile getheilt werden, so theile man dasselbe zuerst durch den 
Hauptkreis DE in zwei gleiche Theile, und hierauf theile man sowohl. 


Steiner, Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch Construction. 55 


das Dreieck DEC, als auch das Viereck DEBA, von D aus, in zwei 
gleiche Theile (I. und IIL), so hat man die Forderung der Aufgabe erfüllt. 

Auf dieselbe Weise kann das Viereck u. s. w. getheilt werden. 

Da man einen gegebenen Winkel oder einen gesebenen Kreisbo- 
gen, durch Construction, nicht in drei gleiche Theile theilen kann, so 
kann auch das spharische Dreieck durch blofse Construction nicht in 
drei gleiche Theile getheilt werden (7.) und (1.). Wohl aber kann um- 
gekehrt em gegebenes spharisches Dreieck, blofs durch Construction, be- 
liebig vervielfacht werden (7.). 


VII. Aufgabe. , Von einem gegebenen sphärischen Dreieck ein 
Stück abzuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphárischen 
Dreieck gleichen Flacheninhalt hat." 

Es soll z.B. von dem Dreieck ABC (Fig. 13.) ein Stück abgeschnit- 
ten werden, welches mit dem Dreieck 4DE gleichen Flächeninhalt hat. 
Man verlängere 44£ nach F hin, und verwandele das Dreieck BED in 
BEF (8, IIL), desgleichen das Dreieck 4BF in ABG, so ist dieses Drei- 
eck ABG das verlangte abzuschneidende Stück (vergl. 8, VIL). 

Auf ähnliche Weise kann man von einem gegebenen sphárischen 
Vieleck ein Stück abschneiden, welches einen gegebenen Flachen- 
inhalt hat. 


10. 

Ein sphárisches Dreieck, oder überhaupt ein sphárisches Vieleck, 
von einem in der Kugelfläche beliebig liegenden Punct aus, in zwei 
gleiche Theile zu theilen, sind einige Hülfssätze nôthig, die an einem 
anderen Orte im Zusammenhange vorgetragen und bewiesen, also hier 
nur kurz angedeutet werden sollen. Zum leichteren Verständnifs mogen 
die analogen Betrachtungen bei geradlinigen Figuren in der Ebene vor- 
. angehen, weil zwischen beiden Betrachtungen eine auffallende Ueberein- 
stimmung Statt findet. 


11. 
I. Haben zwei geradlinige Dreiecke 4BC und 4DE (Fig. 14.) 
einen gemeinschaftlichen Winkel 4 und gleichen Flacheninhalt, so ist 


bekanntlich: 
AD. AC = AD.AE. 
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Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z. B., ist 44D = AE, so ist 


alsdann | 
AB.AC = AD? = AE. 


Nimmt man AB, = 4B und zieht irgend einen Kreis M, der durch 
die Puncte B, und C geht, so ist die Potenz dieses Kreises (s. Bd. 1. 
$. 164. dieses Journals), in Bezug auf den Punct 4 gleich 4B, X 46 — 4D; 
dieselbe Potenz ist aber auch gleich dem Quadrat der aus 4 an den Kreis 
gelegten Tangente 47, d. i. = 447^, folglich ist AF= AD = AE. 

Il. Es ist ferner bekannt, dafs die Grundlinien BC, DE, ... aller 
Dreiecke 45€, 4DE,..., welche einen gemeinschaftlichen Winkel 4 
und gleichen Flächeninhalt haben, von einer bestimmten Hyperbel, wel-. 
che die Schenkel 44D, AC des Winkels 4 zu Asymptoten hat, berührt 
werden, und zwar wird jede Grundlinie in ihrer Mitte berührt. Die 
Hauptaxe der Hyperbel halbirt demnach den Winkel 4, und der eine 
ihrer Scheitel liegt in der Mitte G der Grundlinie DE des. gleich- 
schenkligen Dreiecks 4D. Daher folgt ferner, dafs der mit dem Ra- 
dius 4D = 4H = AT, aus dem Mittelpunct 4 beschriebene Kreis DFET 
die Axe 4G im Brennpunct F der Hyperbel schneidet. Wenn also. das 
Dreieck “BC gegeben ist, so kann man, durch Hülfe des Kreises 7, 
leicht den Scheitel G und den Brennpunct F derjenigen Hyperbel fin- 
den, welche die Grundlinie BC berührt und die Seiten 4B, AC zu 
Asympt ten hat. | 

12. 

Auf den Eigenschaften (11.) gründet sich unter anderen die Auflo- 
sung folgender Aufgaben. | 

I. Aufgabe. „Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren, wel- 
ches mit einem gegebenen Dreieck gleichen Flächeninhalt und den Win- 
kel an der Spitze gemein hat.” | 

Die Auflösung dieser Aufgabe ergiebt sich sehr leicht aus (11, I.) 

IL. Aufgabe. „Ein Dreieck zu construiren, welches mit einem 
gegebenen Dreieck gleichen Flächeninhalt und den Winkel an der Spitze 
gemein hat, und’ dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht.” 
Oder, was dasselbe ist: 

„Aus einem gegebenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dafs sie 
mit zwei gegebenen Geraden, welche mit dem Punct in einer Ebene 
liegen, ein Drei ck bilde, dessen Flächeninhalt gegeben ist.” 

Es 
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Es sei ABC (Fig. 15.) das gegebene Dreieck und P der gege- 
bene Punct. 

Nach (11,IL) folgt, dafs die Aufgabe einerlei ist mit folgender: 

» Aus einem gegebenen Puncte P an eine H yperbel, deren Asymp- 
toten 4C, AB, nebst einer Tangente BC, gegeben sind, eine Tangente 
zu legen." 

Die Aufgabe wird demnach, wie folgt, gelöset. 


Man mache 4B, = AB, lege durch die Puncte B,, C, einen beliebi- 
gen Kreis B,7C, an diesen aus 4 die Tangente 47, und beschreibe mit 
derselben aus 4 den Kreis TEFDF,, welcher die Hauptaxe FF der 
Hyperbel in ihren Brennpuncten F, F, schneidet, und dessen Sehne DE 
derselben Axe in ihrem Scheitel G begegnet. Mit der Hauptaxe G,G 
— 244G beschreibe man aus F, den Kreis QQ,0,, und aus P den Kreis 
FQQ,, verbinde den Durchschnitt beider Kreise mit dem Brennpunct 
F, und fälle auf diese Gerade OF aus P das Perpendikel PO, so ist die- 
ses Perpendikel die gesuchte Tangente, und leistet folglich der obigen 
Aufgabe Genüge, d. h., sie schneidet ein Dreieck 777.4 ab, welches mit 
dem gegebenen Dreieck ABC. gleichen Flacheninhalt hat. Ebenso ist 
das aus P auf die Gerade FO, gefällte Perpendikel PO TI, eine Tan- 
gente an die Hyperbel, und schneidet ein Dreieck 447,7, ab, welches mit 
dem gegebenen Dreieck 48C gleichen Flächeninhalt hat. 


IIl. Aufgabe. „Wenn in einer Ebene ein Dreieck und irgend 
ein Punct gegeben ist, so soll man aus diesem Puncte eine Gerade so . 
ziehen, dafs sie die Flache des Dreiecks in zwei gleiche Theile theilt.” 

Man ziehe aus den Winkeln nach den Mitten der gegenüber lie- 
genden Seiten des gegebenen Dreiecks ABC (Fig. 16.) die Geraden 44,, 
BB,, CC,, von denen bekanntlich jede das Dreieck halbirt, und die ein- 
ander in einem und demselben Puncte S schneiden, und die Ebene in 6 
unendliche Winkelräume theilen. Befindet sich nun der gegebene Punct, 
z. B., in dem Winkelraum ASC,, wie P, so ziehe man die Gerade PDE 
so, dafs das Dreieck DEB mit dem Dreieck. BCC, gleichen Flächenin- 
halt hat (IL), so ist der vorgelegten Aufgabe Genüge gethan. 

Liegt der gegebene Punct P aufserhalb des gegebenen Dreiecks, so 
lafst die Aufgabe nur eine Auflosung zu; liegt er aber innerhalb des- 


selben, so sind eine, zwei und hochstens drei Auflosungen moglich. 
Crelle’s Journal. If. Bd, 1. Hft. S 
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"Denn aus (11, II.) folgt, dafs von allen möglichen Geraden, welche das 
Dreieck halbiren, jede eine von drei bestimmten Hyperbeln’ berührt, 
welche die Seiten des Dreiecks zu Asymptoten haben. 


IV. Aufgabe. , Aus einem in der Ebene eines gegebenen Drei- 
ecks willkürlich angenommenen Punct eine Gerade so zu ziehen, dafs 
sie die Fláche des Dreiecks nach einem gegebenen Verhaltnifs theilt." 

Diese Aufgabe wird, wie die vorige, auf (IL) zurückgeführt, 

V. Aufgabe. ,,Wenn in einer-Ebene ein Viereck und irgend 
ein Punct gegeben ist, so soll man aus dem Punct eine Gerade so zie- 
hen, dafs sie das Viereck 1) halbirt, oder 2) nach irgend einem gegebe- 
nen Verhältnifs theilt, oder 3) von demselben ein Stück von gegebener 
Gröfse abschneidet.” sd 

Es sei ABCD (Fig. 17.) das gegebene Viereck und P der gegebene 
Punct. Für den Fall (1.) halbire man das Viereck durch die Gerade 
CC, aus dessen Winkel C, und ziehe hierauf die Gerade PFG so, dafs 
das Dreieck HGH mit dem Dreieck C,CE gleichen Flacheninhalt hat 
(IL), so genügt sie der Aufzabe. Hatte man das Viereck durch die Ge- 
rade 44, (statt CC,) in zwei gleiche Theile getheilt, so müfste man zu- 
erst durch die Gerade PIFH ein Dreieck ZDH abschneiden, welches mit 
ADA, gleichen Flächeninhalt hatte, und dann noch das Dreieck PCH 
in das Dreieck PCG verwandeln, wozu man HG mit PC parallel zie- 
hen müfste. | 

Es ist also nicht gleich bequem, von welchem Winkel aus man 
das Viereck zuerst theilt. Um dieser Schwierigkeit auszuweichen, und 
um zum Voraus entscheiden zu kónnen, welchen zwei Seiten des Vier- 
ecks die zu ziehende Theilungslinie (PG) begegnen werde, ziehe man 
zuerst aus den Winkeln des Vierecks die vier Geraden 44,, BB,, CC,, 
DD,, von denen jede dasselbe in zwei gleiche Theile theilt, so läfst sich 
alsdann auf ähnliche Weise, wie (III), erkennen, welche der vier Thei- 
lungen man zu wählen habe, und welchen zwei Seiten die Theilungslinie 
PG begegnen werde. 

Bei den Fällen (2.) und (3.) verfáhrt man auf ähnliche Weise. 


Diese Art von Aufgaben lassen sich auch auf die Vielecke ausdeh- 
nen und werden auf ähnliche Weise gelöset. 
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‘Die Betrachtungen (11. und 12.), über geradlinige Figuren in der 
Ebene, finden nun, wie oben bemerkt (10.), auf analoge Weise bei den 
sphärischen Figuren statt, nemlich wie folgt: 

I.. Haben zwei sphärische Dreiecke 4BC, ADE gleichen Flächen- 
inhalt und einen Winkel 4 gemein, so ist bekanntlich (Legendre, 
elemens de geom. Anmerk. X.): 

tg3 AB.tgz AC = 183 AD. tet AL. 

Ist das eine Dreieck gleichschenklig, z.B. ist 4D — AE, so ist: 

tzi4B.tpz4C = tgp AD? = igidE. | 

Nimmt man 4B,= AB (Fig. 14., wo man sich unter jeder Gera- 
den einen Hauptkreis der Kugel denken mufs), und legt durch die Puncte 
B und C irgend einen Spharenkreis M, und an diesen aus A die Tan- 
gente 47, so ist, — da der Satz von der Potenz bei Kreisen in der Ebene 
(11, J.) auf ähnliche Weise bei Kreisen auf der Kugelfläche gilt, nem- 
lich, dafs für alle, aus demselben Punct 4 durch den Kreis M gezogenen 
spharischen Secanten 4B,C, das Product tg}AB,.tg%AC constant bleibt *), 
welches an einem andern Orte bewiesen werden wird, und leicht zu be- 
weisen ist —: 

tg AB,.tgZ 40 = tgp AT = 184.4D°, 
und folglich 
AT = AD = AE, 
das heifst: „die sphärische Tangente 47° aus dem Winkel 4 an den Kreis 
M ist gleich der Seite AD‘ oder 4E des gleichschenkligen Dreiecks ADE, 
welches mit dem Dreieck 4BC gleichen Flächeninhalt hat.” 

IL Ferner werden wir an einem anderen Orte beweisen, dals die 
Grundlinien BC, DE, .... (Fig. 18.) aller sphärischen Dreiecke ABC, 
ADE, ...., welche gleichen Flácheninhalt und einen Winkel 4 ge- 
mein haben, von einem sphärischen Kegelschnitt (die Durchschnittscurve 
der Kugelfläche mit der Fläche eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Scheitel im Mittelpunct der Kugel liegt) berührt werden, und zwar, dafs 
jede Grundlinie in ihrer Mitte berührt wird; dafs ferner die Haupt- 


axe 4G des spharischen Kegelschnitts den .gemeinschaftlichen Winkel 


*) Ebenso findet die Eigenschaft zweier Kreise in der Ebene, welche wir ihre gemein- 
schaftliche Potenz genannt haben (I. Band, Seite 175. dieses Journals), auf analoge VVeise bei 


zwei Kreisen auf der Kugel statt. 
< g+ 
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A halbirt, und einer ihrer Scheitel in der Mitte G der Grundlinie DE 
des gleichschenkligen Dreiecks ADE liegt; dafs der mit der Seite 4D 
dieses Dreiecks aus A beschriebene Spharenkreis DF HF, der Axe in 
den Brennpuncten fF, F, des Kegelschnitts begegnet; dafs, wenn f der 
Gegenpunct von Z,, mithin 4,f= AF ist, der Kegelschnitt, in Bezug 
auf die beiden Brennpuncte F, F,, hyperbolische, dagegen, in Bezug auf 
die beiden Brennpuncte F, f elliptische Eigenschaften hat, d. h., dafs für 
jeden Peripheriepunct Z des Kegelschnitts sowohl der Unterschied der beiden 
Bogen ZF,— IF, als auch die Summe der beiden Bogen ZF+ Z f constant ist, 
nemlich ersterer — 244G — GG,, und letztere — G2; dafs endlich die Tan- 
gente BIC den Winkel FZF, der Leitstrahlen halbirt, und dafs überhaupt 
das Verfahren, an einen sphärischen Kegelschnitt eine Tangente zu legen, 
demjenigen bei den ebenen Kegelschnitten ganz und gar analog ist. 

Die beiden Hauptkreise 4C4, und 4B4, kann man, wegen der 
Uebereinstimmung ihrer hier angegebenen Eigenschaft, in Bezug auf den 
sphärischen Kegelschnitt, mit den Asymptoten, in Bezug auf die Hyper- 
bel (11, IL), spárische Asymptoten des sphárischen Kegel- 
schnitts nennen”). 


*) Wir fügen hier kürzlich noch folgende Resultate hinzu, die mit den obigen Sätzen im Zu- 
sammenhange sind, aber aufser dem Zwecke dieser Abhandlung liegen. 


I. „Die Polarfigur eines sphärischen Kegelschnitts ist ebenfalls ein sphärischer Kegelschnitt, 
d. h., zieht man in einem Peripheriepunct J des gegebenen sphärischen Kegelschniits die sphä- 
rische Normale JK, und nimmt JK = einem Quadranten, so ist der Ort des Puncts K ebenfalls 
die Peripherie eines bestimmten Kegelschnitts, und zwar ist JK zugleich auch die sphärische Nor- 
male auf denselben im Puncte X. Ferner haben die beiden sphärischen Kegelschnitie folgende Be- 
ziehungen zu einander: VVenn sie beide als sphärische Ellipsen angesehen werden, so haben sie 
denselben Mittelpunct S, ihre sphärische Axen liegen in denselben Haupikreisen 4544, , LSL,, 
und zwar liegt die kleine Axe der einen sphärischen Ellipse mit der grofsen Axe der andern im 
gleichen Hauptkreise, und die Summe zweier solcher zusammen gehöriger Axen ist einem .halben 


Hauptkreise gleich; und endlich sind die Brennpuncte des einen sphärischen Kegelschnitts die Pole 
der Asymptoten des andern.” 


Aus diesem Satze folgt mit andern Worten der folgende: 


IT. „Fället man aus einem beliebigen Puncte k, Lothe auf die Ebenen, welche einen gegebe- 


nen Kegel k zweiten Grades berühren, so liegen alle Lothe zusammen in einer andern Kegeltläche 
K, desselben Grades. Sind 2a und 25 der gröfste und kleinste Winkel am Scheitel des Kegels K 
(die Axen- Winkel), und 2a,, 2b, dasselbe für den Kegel Kz, so ist 2a+2b, —2a, 4-25 —2 H, 
und sowohl die beiden Axen- VVinkel 2a, 2b, als 2b, 2a, liegen in einer und derselben Ebene. 
Werden diese beiden Axen - Ehenen zu Coordinaten - Ebenen genommen, so ist die Gleichung des 
Kegels K, wenn dessen Scheitel K der Aufangspunct ist: 


y?iga? + x? tg b? — 22. tg a2, tg b2, 


^ 
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14. 
Aus diesen angedeuteten Satzen und Eigenschaften (13.) ergeben 
sich die Auflósungen vieler spharischen Aufgaben, z. B. der folgenden: 

I. Aufgabe. , Ein gegebenes sphärisches Dreieck in ein gleich- 
schenkliges zu verwandeln, welches mit ihm den Winkel an der Spitze 
gemein hat." 

Die Auflösung ergiebt sich aus (13, I). 

IL. Aufgabe. , Ein gegebenes sphärisches Dreieck in ein anderes 
zu verwandeln, welches mit ihm den Winkel an der Spitze gemein 
hat, und dessen Grundlinie durch einen gegebenen Punct geht." 

Die Auflösung dieser Aufgabe gründet sich auf (13, IL), und ist mit 
(12, IL) analog, so dafs letztere für die gegenwirtige Aufgabe wörtlich 
übertragen werden kann. 

IIl, Aufgabe. , Ein gegebenes sphärisches Dreieck durch einen 
Hauptkreis, der von einem auf der Kugel gegebenen Punct ausgeht, in 
zwei gleiche Theile zu theilen." 

Die Auflösung ist analog mit (12, IIL), nur dafs beim sphärischen 
Dreieck die Hauptkreise, welche dasselbe von seinen Winkeln aus hal- 
biren, nicht durch die Mitten der gegenüberliegenden Seiten gehen, wie 
beim geradlinigen Dreieck, sondern nach (9, I.) construirt werden miissen. 

IV. Aufgabe. ,,Von einem gegebenen sphirischen Dreieck durch 
einen Hauptkreis, der durch einen gegebenen Punct geht, ein Stück ab- 





und die Gleichung des Kegels K,; wenn dessen Scheitel k, zum Anfangspunct genommen wird, ist 
AS e d oF rc 22 n 
fpa^* igby tae. eh?" 

Aus dem bekannten Satze (Correspondance sur l'école polytechnique Tom. I. p. 179.): ‚dafs 
der Ort der Durchschnittslinie zweier Ebenen, die zu einander senkrecht sind und. die dnrch die 
Schenkel eines fixen VVinkels gehen, eine Kegelfliche zweiten Grades ist, die den fixen VVinkel zum 
kleinen Axen- Winkel hat;" oder mit andern Worten: „dafs der Ort der Scheitel aller sphäri- 
schen Dreiecke über derselben Grundlinie, deren Winkel am Scheitel rechte sind, ein sphärischer 
Kegelscbnitt ist, welcher die Grundlinie zur kleinen elliptischen Axe hat,” folgt nach (L) folgen- 
der Satz: 

II. „Dafs alle Quadranten, wie z. B. BC (Fig. 18.), die man zwischen zwei gegebenen und 
fixen halben Hauptkreisen ABA,, ACA, ziehen kann, zusammen von einem bestimmten sphäri- 
schen Kegelschnitt GIhgH berührt werden; oder mit andern Worten: „dafs alle mögliche Ebe- 
nen, von denen jede durch einen gegebenen Punct K in der Durchschnittslinie zweier gegebenen 
fixen Ebenen geht und diese so schneidet, dafs die beiden Durchschnittslinien einen rechten VVin- 
kel bilden, zusammen einen bestimmten Kegel K zweiten Grades berühren, dessen Scheitel in dem 
genannten Punct K liegt, und welcher zugleich auch die beiden fixen Ebenen berührt." 


E 
€ . ' ° er T 
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zuschneiden, welches mit einem anderen gegebenen sphärischen Dreieck 
gleichen Flächeninhalt hat.” 

Die Aufgabe läfst sich, vermöge (8, VIL), auf (IL) zurückführen. 

V. Aufgabe. „Ein gegebenes sphärisches Viereck durch einen 
Hauptkreis, der durch einen gegebenen Punct geht, in zwei gleiche Theile 
zu theilen." 

Die Auflösung ist analeg mit (12, V.). U. s. w. 


15. 


Es mogen hier noch folgende zwei Aufzaben nebst einigen Bemer- 
kungen, die mit (13.) in Beziehung sind, ihren Platz finden. Br 

„Wenn auf der Kugel zwei Hauptkreise ABA,, ACA, 
(Fig. 18.) und irgend ein Punct / gegeben sind, so soll man 
denjenigen Bogen BIC finden, 1) für welchen 7B — JC, oder 
2) für welchen das sphärische Dreieck 4BC ein Minimum 
oder das spharische Dreieck 4,BC ein Maximum ist.” 

Ein und derselbe Bogen erfüllt zugleich die Forderungen beider 
Aufgaben. Angenommen, es sei Bogen 47— 4,1: Man nehme Z/V2 44A, 
mache Winkel Z/VC — 7 AB, und ziehe aus dem Durchschnitt C der Bo- 
gen IVC und AC den Bogen CZB, so genügt dieser beiden Aufgaben zu- 
gleich. Denn die beiden sphärischen Dreieke 4/B und NIC sind, ver- 
möge der gleichen Seiten 447 und WI und der daran liegenden gleichen 
Winkel, congruent, und daher ist ZB = IC. Dafs ferner jedes andere 
Dreieck, wie z. B. 4B,C,, grofser ist als das sphärische Dreieck ABC, 
folgt eben so leicht. Denn die beiden sphärischen Dreiecke ZBB, und 
ICC, sind, vermöge der gleichen Seiten JB und IC und der daran lie- 
senden gleichen Winkel, congruent. Nun aber ist offenbar das sphäri- 
sche Dreieck ZCC, 7» ZCC,, also auch das sphärische Dreieck 7CC, >JBB,, 
und folglich auch das sphärische AAB,C, > A ABC. 

Bemerkt man ferner, dafs der gefundene Bogen BC, nach (13, IL), 
in seiner Mitte Z von einem bestimmten spharischen Kegelschnitt berührt 
wird, welcher die gegebenen Hauptkreise ABA, und ACA, zu Asympto- 
ten hat, so folgt: ,,Dafs die vorliegende Auflösung zugleich lehrt, wie 
man durch Construction, in einem gegebenen Punct Z an einen sphari- 
schen Kegelschnitt eine Tangente BC legen kann, wenn nur die beiden 
Asymptoten desselben gegeben sind." ;,,Dafs sofort ferner auch die den 
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Kegelschnitt im Scheitel G beriihrende Tangente DE, mithin auch die- 
ser Scheitel selbst, so wie endlich auch die Brennpuncte F, F, oder f 
durch blofse Construction zu finden sind (13.).” U. s. w. Dieses alles 
findet bekanntlich auf analoge Weise bei. der Hyperbel in Hinsicht ihrer 
Asymptoten statt. 

Zum Schlusse kann noch bemerkt werden, dafs sich aus dem Obi- 
gen der nachstehende bekannte Satz (Legendre, VII. Buch, 26. Satz): 

»dafs nemlich von allen spharischen Dreiecken mit zwei gegebe- 

nen. Seiten, dasjenige das gröfste sei, in welchem der Winkel zwi- 

schen den gegebenen Seiten so grofs ist, als die Summe der beiden 

übrigen Winkel," 
leicht beweisen lasse. Denn es seien 4B und AC (Fig. 4.) die gegebe- 
nen Seiten. Man nehme AR als fixe Grundlinie an, und beschreibe mit 
AC aus 4 einen Kreis 4, und denke sich ferner durch die Gegenpuncte 
A, B, der Endpuncte der Grundlinie den Kreis M, der den Kreis 4 in 
C berührt, so ist, wie aus dem Obigen leicht folgt, das Dreieck ABC 
das gröfstmögliche mit den gegebenen Seiten AB und AC. Da ferner 
der Berührungspunct C mit den Polen der beiden genannten Kreise 4, 
M, in einem Hauptkreise liegt, so fallt also im gegenwartigen Falle der 
Pol M in den Hauptkreis 4CA,, und daher hat man (4): 

| by Se Pt -—a--t 


und da 

a-a=b-+ 4,, 
so folgt: 

a-—b-lec, 
w. Z. b. w. 


Berlin, im März 1827. 


- 
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6. 


Auflósung einer geometrischen Aufgabe. 
(Tom, XVII, p. 284. der Annales de mathém. von Gergonne.) 


(Vom Herrn J. Steiner.) 





Auf gabe. „Quelle est l'ellipse la plus approchante du cercle que l'on 


puisse circonscrire à un quadrilatére donné?" 


Auflôsung. 1) Durch vier in einer Ebene liegende Puncte kon- 


nen nur dann Ellipsen gelegt werden, wenn jeder Punct aufserhalb des 
Dreiecks liegt, welches durch die drei übrigen bestimmt wird. 


2) Alle Kegelschnitte, welche durch die nemlichen vier Puncte 


gehen, haben zusammen ein System conjugirter Durchmesser, welche 
mit einander parallel sind. 


3) Von allen Paaren conjugirter Durchmesser einer Ellipse bilden 
die beiden gleichen unter sich den kleinsten Winkel, und 


4) Die Ellipse kommt dem Kreise um so naher, je mehr sich das 
Verhältnifs ihrer Axen der Einheit, oder je mehr sich der Winkel ihrer 
gleichen conjugirten Durchmesser dem rechten Winkel nähert, weil, 
wenn a, b die Axen und « der Winkel der genannten Durchmesser der 


: > l : 
Ellipse ist, = = 1830 1st. 


5) Daraus folgt, „dafs die gesuchte Ellipse diejenige ist, 
deren gleiche conjugirte Durchmesser zu dem System der 
parallelen Durchmesser (2.) gehören.” Denn bei jeder anderen 
Ellipse, bei welcher die beiden conjugirten Durchmesser, die zu dem 
Parallelsystem gehören, nicht gleich sind, bilden die beiden gleichen 
conjugirten Durchmesser einen kleineren Winkel als jene (3.), und folg- 
lich weicht die Ellipse mehr vom Kreise ab (4.) als die genannte. 


Zu dem vorhin angeführten bekannten Satze, über die parallelen 
conjugirten Durchmesser, lassen sich folgende Zusätze hinzufügen. 


Alle 
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Alle Kegelschnitte, welche durch vier gegebene Puncte gehen, ha- 
ben ein System conjugirter Durchmesser, die parallel sind, und ihre Mit- 
telpuncte liegen in der Peripherie eines anderen bestimmten Kegelschnitts 
K. Dieses ist bekannt. 


Da nun, wenn die vier Puncte die in (1.) angegebene Lage haben, 
unter der Schaar Kegelschnitte, welche durch dieselben gehen, sich im- 
mer zwei Parabeln befinden, und da ferner bei der Parabel von irgend 
zwei conjugirten Durchmessern immer der eine mit der Axe parallel 
ist, so folgt, dafs die Axen der beiden genannten Parabeln mit den, zu 
dem Parallelsystem gehórigen conjugirten Durchmessern parallel sind; 
und da der Mittelpunct der Parabel unendlich weit entfernt ist, so folgt 
‘ ferner, dafs der genannte Kegelschnitt X nothwendig eine Hyperbel ist, 
deren Asymptoten mit den Axen der beiden Parabeln parallel sein müs- 
sen. Daher folgt: 


»Dafs alle Kegelschnitte, die durch vier gegebene 
Puncte gehen, welche die in (1.) angegebene Lage haben, 
ein System conjugirter Durchmesser haben, die parallel 
sind, und dafs ihre Mittelpuncte in einer bestimmten H y- 
perbel liegen, deren Asymptoten ebenfalls mit jenen con- 
jugirten Durchmessern parallel sind." 


Berlin, im Mai 1827. 
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"e 
De residuis cubicis commentatio numerosa. 
(Auct. Dr. J. G. D. Jacobi Regiom. ) 


1. 

Titus fundamentale de residuis quadraticis postquam pluribus de- 
monstrationibus egregiis comprobaverat, CI. Gaufs, iam ex longo tem- 
poris intervallo, de residuis cubicis et biquadraticis quaestionem moverat, 
nec non quae ea de re theoremata struxerit, communicaturum se cum 
arithmeticis pollicitus est. Ante biennium fere Vir ille Clarissimus 
commentationem primam de residuis biquadraticis conscriptam societati 
Gottingensi tradidit, quae tamen diu desiderata nondum lucem vidit. 
Quam ne nimis graviter ferant arithmetici moram, ipse praecipua, quae 
ibi adornaverat, theoremata iam tum temporis publici iuris facere vo- 
luit (vid. Göttinger gelehrte Anzeiger Vol. I. 4.1725.) Versari compe- 
rimus ea theoremata cum in aliis rebus gravissimis tum in explorandis 
indiciis, quibus cognoscatur, numerum 2 dati numeri primi esse resi- 
duum biquadraticum. Equidem dum ad egregia Viri inventa probe in- 
telligenda animum bene praeparatum esse volebam, hisce quaestionibus 
intentus casu, ut fit, in methodum satis generalem incidi, cuius ope plu- 
rima de residuis dignitatum theoremata investigare, vel undecunque 
cognita comprobare posse mihi videor. Cuius ope eruta de residuis cu- 
bicis theoremata fundamentalia arithmeticis 1am proponam. 


9% 
Quaestio de residuis dignitatum gravissima in eo maxime versa- 
tur, ut proposito numero 9 omnes numeri primi p formae An--ı as- 
signandi sint tales, ut congruentia x/=9 (mod. p) resolvi queat, sive, 


: 
quod idem est, ut sit 9 ^ = 1 (mod. p); quo casu dicetur, numerum g 
esse residuum A dignitatis, respectu numeri primi p. Sit A = 3 sive 
p formae 32 -1- 1, notum est (v. Disquis. Ar., Sectio ult.), semper .elus- 
modi numeros L, M eosque unico tantum modo assignari posse, ut sit 
LL--2714M — 4p. Numerum g in theorematibus fundamentalibus pro- 
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ponendis et ipsum primum statuemus; distinguendum autem nobis est 
inter casum, quo g erit formae 62-1, et casum, quo g formae 62 — 1. 
Casu primo, quo g formae 67-]-1, notum est, semper resolvi posse con- 
gruentiam xx +3 z0 (mod. 7). Quibus positis, proponamus theorema 
sequens genuina forma, qua inventum est — varie enim transformare 
licet hoc et alterum —: 

Theorema I. , Sint et p et 9 numeri primi formae 67 +1, sit 
4p= LL + 27MM, sit porro xx +3—=0 (mod. 9): erit 9 residuum cubi- 


p(L+3Mx) L+3Mx 
a EE L—3Mx 


residuum cubicum respectu numeri primi 4; sin minus, non erit." 


cum, respectu numeri primi p, quoties sive etiam 


3, 
Altero casu, quo g formae 62 —1, theorema fundamentale longius 
repetendum erit. Eo enim casu confugiendum est ad theoriam prorsus 
novam, nempe ad considerationem radicum imaginariarum congruentia- 
rum. Casu nostro, quo 9 formae 672 —1, notum est, congruentiam 27%"=1 
(mod. 7) duas tantüm habere radices reales +1, at reliquas, quarum p—1 
numerus, sub forma imaginaria ¢-+b/—3, ubi aa + 35b 221 (mod. y) 
assignare licet omnes. Nec non inter eas rursus radices primitivas 
distinguere licet, quarum idem numerus est atque numerorum numero 
9-1 minorum et ad ipsum g-++1 primorum. De quibus et ipsis valet, 
quod de radicibus primitivis vulgo dictis, ut radices congruentiae omnes 
tamquam unius radicis primitivae dignitates repraesentari possint. Mo- 
dum eiusmodi congruentiae radices exhibendi expeditissimum alibi tra- 
dam; adnotabo tantummodo, ubi ; -- 122 mn, atque r radix primitiva 
congruentiae x7t'=1 (mod. 9), fieri congruentiae 4" —1 (mod. y) radi- 
Ur, ..., TOUR, 
| qr 
Jam omnes radices congruentiae x? = 1 (mod. 9), quippe qui sunt 
cubi radicum congruentiae z7*'—1 (mod. 9), denominemus in sequenti- 
bus residua cubica numeri primi g. Quibus positis, theorema sequens 
enuntiare licet, 
Theorema IL „Sit p numerus primus formae 67 -|-1, atque 
4p = LL +- 27MM; sit porro y numerus primus formae 672 — 1: erit 7 
LJ-MYvY^—3 


i m cubicum numeri primi uoties est 2————-—; iduum 
residuum c m primi p, quoties est Fon 73 res 


cubicum numeri primi 7; sin minus, non erit." 
9* 
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Haec duo theoremata fundamentalia tamquam primae lineae theo- 


riae residuorum cubicorum amplissimae consideranda sunt. 


Eorum ope 


adornari poterit tabula, cuius initium hic exhibemus: 


q | Congruentiae conditionales respectu moduli q, ut sit g R.C. moduli p; (4p=LL+27MM) 





2| M= 0 

3|M=0 

5|L=0; M=o 

7| Lzo; M=o 

11| L0; M=0; L=Z+4M 

13| 2x0; M0; L=EM 

17| L=0; M=o; L=z+3M 
L=+9M 

19] L=0; M=0; L=+3M 
L=+9M 

231g; — 05 4M zz05,. b= SM; Late 
TER LIU 

29), L=0; M=0; L=#+ M; L=+11M 
LE -ERSM auct s 13 M: 

31) L=0; Mao; L=+5M; L=+ 6M 
L=+7M ss De+#11M 

31 h=03s M0; Dee BON bh = CETTE 
Peu Pi i EA 

etc etc 


Ubi e congruentiis, quas conditionales diximus, una aliqua locum habet, 


erit 9 residuum cubicum numeri primi p; sin minus, non erit. Con- 
e -- 1 a ° . * 
gruentias eas, quarum numerus I, ita disposuimus, ut binarum 
L=+eN, 
L= +06, 


coëfficientes @, à in se ducti fiant #27 (mod. g). Ubi singulae inve- 


niuntur, quod semper fit, ubi g est formae 1272-1, erit coéfficientis 
quadratum zz27 (mod. 9). 
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Additamentum. Cl. Gaufs loco laudato (Gétting. gel. Anz.) 
theorema egregium annunciavit sequens: 


„Sit p numerus primus — 4£-|1, atque resolvatur in duo qua- 
drata ee + ff, designante ee quadratum impar, ff quadratum par, fore 
+ e residuum minimum rs inter — £p et +p continetur), numeri 


Ee os cedri a » per p divisi; hoc insuper residuum mini- 


mum per 4divisum semper residuum -+ 1 relinquere; ita ut sit aut nu- 
merus negativus formae — (4z-]-3), aut positivus formae 4z + 1." 


Cuius insignis theorematis demonstrandi periculum faciens, in fon- 
tem uberrimum incidi, e quo inter alia et demanare sequentia theore- 
mata vidi, illius simillima: 

„Sit p numerus primus =3n--1, ac ponatur, quod fieri posse 
constat, 4p — hi it 27 MM: erit L residuum minimum numeri 


mes MAUS ess , per p divisi, quod residuum per 3 divisum sem- 


per salen ta s 1 PAPE À 


„Sit p numerus primus = 7 + 1, ac ponatur, quod licet, 
p = LL-4-7HMHM, ent L residuum minimum numeri 


i eee) ki d per p divisi, quod residuum per 7 divisum 
digit ss AA dp 1 residuum, 


D. 22. m. Juni, a. 1827. 
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8. 
Von den heradoiden oder Shiralliitent ee 
Krümmung. 
(Vom Herrn W. Horn.) 


1. Dui die Umdrehung einer beliebigen, mittelst ihrer rechtwinkli- 
gen Coordinaten x und y — fx gegebenen Curve SB um ihre Axe SC, 
sei der Korper BSPFE (Fig. 19.) erzeugt. Die Linge eines, der Abscisse 
r entsprechenden Bogens dieser Curve werde durch Fx ausgedrückt. 
Für eine beliebige bekannte Abscisse S/V==c, sei die zugehörige Ordinate 
NH =fc=r, so wird dieselbe bei der Rotation einen Kreis H API be- 
schreiben, dessen Umfang — 277 ist. Man nehme in der Peripherie die- 
ses Kreises irgend einen Punct 4 als Anfangspunct, und beliebige 
andere Puncte P, p an, und lege durch diese Puncte und die Axe SC, 
Ebenen, welche die gewölbte Oberfläche des Körpers in den Curven SAE, 


SPF, Spf schneiden, die der Curve SHB congruent sind und welche 
Meridiane heifsen sollen. 


Ferner sei eine zweite beliebige Curve «ß durch die .rechtwinkli- 


gen Coordinaten z und @z gegeben, auch ein Paar Coordinaten «a und 5 
— Du derselben bekannt. 


Nimmt man nun beliebige Bogen 4P in der Peripherie des Krei- 
ses HAPI so an, dafs AP:2r= = (Dz:b, oder, wenn Ÿ die Länge des, 
dem Centriwinkel 4/VP entsprechenden Bogens, für den Halbmesser = 
1, ist: 

rare Dp 
ist, und trágt auf dem durch P gehenden Meridiane SPF, die Linge der 
zu Oz gehörigen Abscisse z von S nach M, so dafs, wenn die zum 
Puncte M der Curve SPM gehörige Abscisse SO — x gesetzt wird, Fr 
== Z ist, so ist der Punct M ein Punct in einer Curve von doppelter 
Krümmung, die sich spiralformig um das durch SB erzeugte Konoid 


oder Sphároid windet, und die (ihrer Aehnlichkeit mit der Gestalt der 
Widderhorner wegen) Keradoïde heifsen soll. 
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Der Kreis ZAPI soll Grundkreis, S Pol der Keradoide, der 
Winkel ANP=:) Polarwinkel, und der Bogen SPM=Fu=z Polar- 
abstand des Punctes M, der Bogen AP Abscisse und der Bogen PM 
Ordinate des Punctes Min der Keradoïde, endlich die Ebene CSB, durch 
deren Rotation der Grundkorper entstand, erzeugende Ebene, und die 
Curve «aß erzeugende Linie heifsen. 

2. Gleichung der Keradoide. 

Aus obiger Proportion rp:2rz7 = z:b folgt: 
Lo SP ok $5 pgs). 
(Man sieht aus dieser Gleichung, dafs die Entfernung des Grundkreises 
vom Pole, welche oben = c gesetzt wurde, ganz willkürlich ist, und 
auf die Gleichung der Keradoïde gar keinen Einflufs hat, da der Halb- 
messer r==fe des Grundkreises herausfällt.) 





3. Zusatz. Man stelle sich unter E die beliebig erweiterte Ebene 
des Grundkreises vor, unter H’ die darauf senkrechte, durch 4 und die 
Axe SC gelegte Ebene, und unter E^ eine ebenfalls durch die Axe ge- 
legte Ebene, welche sowohl auf Æ als auf E’ senkrecht ist, so ist der 
Abstand eines Punctes M der Keradoide 


von ih, = X — ¢C; 
von E', = y.sin) = fe.sin(=".0(F2)); 
und von E", = y.cosy = fa. cos(=". (Fx); 


wodurch die Lage von M ebenfalls völlig bestimmt ist. 


4. An einem beliebigen Puncte M der Keradoide eine 
Tangente zu ziehen. 

Man stelle sich in M eine Tangente M der Curve SPM vor, 
welche die Ebene des Grundkreises in Q schneidet, desgleichen ebenfalls 
- in M eine Tangente MR des durch M gelegten, mit dem Grundkreise 
parallelen Kreises XML. egt man durch beide Tangenten eine Ebene, 
so ist dieselbe eine Berührungsebene der gewölbten Oberfläche des Ko- 
noids im Puncte M, welche die Ebene des Grundkreises in der geraden 
Linie 7Q schneidet, die mit RM parallel und folglich auch auf MQ in 
Q senkrecht ist. In dieser Berührungsebene mufs die Tangente M7 der 
Keradoïde am Puncte M liegen, und man hat, da 79M ein rechter 
Winkel ist: 


72 Horn, über Keradoiden. 


MQ:QT = az: yay, also QT = 22". MO. 
: x — c) à 
Aber x — c: MO = 04:02, folglich MO = RUE 
Mithin ist: 


_ (x—c)yOwv __ 2n(x—c) fx. dp (Fx) 
Le ORs oS Rn Do 


Ferner ist sx — c: y — IVO = 0x:0y, und hieraus: 
Q x — (x —c)0 Ó 
Wh YO, — Ein Oey = fx — (x — c) AT. 


Durch VO und QT ist aber die Lage des Punctes 7’, in welchem 
die Tangente MT’ der Keradoide die erweiterte Ebene des Grundkreises 
schneidet, vollkommen bestimmt; mithin ist hierdurch auch die Lage 
dieser Tangente selbst bekannt. 

5. Den Winkel y zu finden, welchen die Tangente der 
Keradoïde in einem beliebigen Puncte derselben mit der 
Tangente des, durch denselben Punct gehenden Meridians 
einschliefst. 

Aus der Proportion 0z : yoy = 1: tangy folgt: 


IV. tangy = oc ee S eec 


6. Rectification der Keradorde. 
Es ist, wenn die Lange eines Bogens der Curve durch v bezeich- 





net wird: | 
V. Ov = yV(y*od? + 02’) = Vy? OV’ 4-02? + dy”), 
7. Quadratur der Keradoide. 
Ist die Flache, welche von einem Bogen der Keradoide und dem zu- 
gehörigen Polarabstande begrenzt wird, = F, so ist: 
VL oF —iz.yow, oder, da yo = Oz. tangy ist, auch 
Of = izoz.tangy. | 


Anwendungen auf einige besondere Fille. 
I. Arıthmetische Keradoiden. 


8, Ist die Linie «aß (Fig. 20.) eine gerade Linie, so soll die nach 
obigen Gesetzen erzeugte Curve arithmetische Keradoide heifsen. 
Es 
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Es sey die Entfernung des Durchschnittspunctes dieser Linie mit 
ihrer Axe, vom Anfangspuncte der Abscissen, oder 4B (Fig. 19.) = e, 
so hat man: 


Oz = -—^.b. Also nach I. 


UNE 








b a— 
VII ve dote cta 


Ja ers anse) und hieraus: 





9. Für ) = 0 wird z — e. Man nehme die Entfernung c des 
Grundkreises vom Pole so an, dafs Fe==e ist, so wird für || — 0, der 
Grundkreis von der Keradoide im Anfangspuncte 4 (Fig. 19.) 
geschnitten. 


den 
1 . 


Werth von i| geht die Keradoide durch den Pol. 





10. Ferner ergiebt sich für z — 0, ij — — Für diesen 


11. Wird PERRET so wird z negativ, und die Curve biegt 


sich in entgegengesetzten Windungen wieder um den Grundkorper her- 
um, nachdem sie durch den Pol gegangen ist. So wird sie durch den 
Pol in zwei gleiche Schenkel getheilt, die beide in's Unendliche fortge- 
hen. (Diese Schenkel würden congruent sein, wenn sie nicht nach entge- 
gengesetzten Richtungen gewunden waren.) Die Gleichheit beider Schen- 
kel erhellet daraus, dafs zu gleichen, aber entgegengesetzten Polarwinkeln 


auch gleiche, aber entgegengesetzte Polarabstánde gehoren. Es ist nem- 


. T . 2 et . 
lich fir z = 0, = — zen, Wird nun ij = — —— +A, so ist 


(pm a—-e 





a—e 2en a—e ‘ 
— e tL; DNA gent don dy t ; E 
z=e+-; | Xs x] =+75,.N Dafs aber auch beide Schen 


kel in’s Unendliche fortgehen, ist klar, weil mit \) auch z zunimmt; und 
"weil nun Ÿ ohne Ende wachsen kann, so ist für 4 — oo auch z — «x. 


Anmerkung. Dies gilt nicht nur für conoidische Grundkörper, sondern auch 
für Sphäroïden, nur dafs bei letzteren die Keradoiden unzählige Male durch 
die beiden Pole gehen, und also auch den Korper unzahlige Male umschlingen. 


127; Ist = =, so ist z=—e. Ist nun Fc— e, so wird, 


für. diesen Werth von 4, der Grundkreis abermals von der Ke- 
radoide geschnitten. j 
Crelle’s Journal. IL. Bd. 1. Hft- 10 


74 Horn, über Keradoiden. 


13. Wächst d um 27, so ist z/ — e + (sy tm 
oder z/ — a + Set 


Aber z =e + m 
Folglich z^ — z = a — e. 
Beide Polarabstánde z^ und z aber liegen in einerlei Meridian, ihr Un- 
terschied giebt daher die Höhe einer Windung, im Meridiane ge- 
messen. Diese ist also bei jeder arithmetischen Keradoide constant, und 
mithin haben alle Windungen derselben einerlei Hohe. 


14, Setzt man z — e = Fx — Fe = w, so ist: 
| a—e 
VIII. w = 22... 
Für einen anderen Polarwinkel ’ hat man eben so: 
/ 1 a—e 
w = ——.1\", also 


w:w' lebe d.h 
bei jeder arithmetischen Keradoide verhalten sich die Or- 
dinaten (in Meridiane genommen), wie die zugehorigen Polar- 
winkel. 
Für |j — 0 ist auch w=0; d. h., der Grundkreis wird von 
der Keradoide im Anfangspuncte geschnitten (9.). 


4 . E 
Für den Pol ist w = — e, also ) = — LU (10.). 
15. Setzt man in (8.) e — 0, so entsteht aus VII. 
av 
RN PL 


oe Le n . d À 
Für einen anderen Polarwinkel 4’ ist ime i also z:iz' my. 
2 7L | 


Es verhalten sich also in diesem Falle die Polarabstánde wie die zuge- 
horigen Polarwinkel (vergl. mit 14). 


16. Für | —0 wird auch z— 0; d. h., für p — 0 geht die Kera- 
doide durch den Pol (vergl. mit 14.). 

17. Wachst ) um 27, so ist 2 (etum, oder z mee 
Subtrahirt man hiervon z = a so ergiebt ra 2’ — E Be RER 


27 
Hohe einer Windung (vergl. mit 13.), 


Horn, über Keradoiden. 75 


18. Aus VII. erhält man do. Qi. Setzt man diesen Werth 


für @z in die Formel IV, so ergiebt sich 


Sirebhw Hypo rss ni 
Io ag ia 
Ter OW 


d. h. yr Tangente des Winkels, den die arithmetische Ke- 
radoide mit dem Meridiane in einem beliebigen Puncte ein- 
schliefst, ist gleich der Peripherie des, durch diesen Punct 
gelegten Parallelkreises, dividirt durch die Hóhe einer 
Windung. 
19. Tangente, Rectification und Quadratur lassen sich nur finden, 
wenn die Gleichung für die erzeugende Ebene bekannt ist (Man sehe die 
folgenden Beispiele). 


Beispiele von arıthmetischen Keradoïden. 


A. Wenn die erzeugende Ebene ein rechtwinkliges Dreieck, 
der Grundkörper also ein gerader Kegel ist. 


20. Die Meridiane sind hier die Seiten des Kegels, und die Polar- 
abstinde mithin gerade Linien. Alle oben (von 8. bis 18.) hergeleitete 
Formeln gelten hier, wenn man für zZ eine gerade Linie = y'(a? + y?) 
annimmt, 

- Ist der Winkel, welchen die Hypothenuse des erzeugenden recht- 
winkligen Triangels mit der Kathete, die als Axe des Kegels dient, also . 
der Winkel, welchen die Seite des Kegels mit der Axe desselben ein- 


schliefst, = 0, SO ist z — RN E — J — e Le SENS 
COS & sin « 


21. Wird z negativ, so fallen die Fagard in die Verlänge- 
rungen der Seiten des Kegels; daher liegt der zweite Schenkel der Ke- 
radoide nicht auf dem Grundkegel selbst, sondern auf dessen Gegenke- 
gel, und ist dem ersten Schenkel congruent. Für z — — e entsteht ein 
zweiter Grundkreis, der im Gegenkegel liegt, und dem ersten gleich ist. 


22. Anmerkung. Dae.sinæ =r, so ist 


M gira 


sin « NEUE 
Ist nun @ = 909 = R, so wird sina — 1; der Mantel des Kegels aber 


10* 
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e . ° oe a—r " 
verwandelt sich in eine Ebene, und man erhält z = r + (a —r UP. die 


bekannte allgemeine Gleichung für die archimedische Spirallinie, Diese ge- 
hört daher zu den arithmetischen Keradoiden. 


23. Die Lage der Tangente für die auf einem geraden Kegel ge- 
zeichnete Keradoide zu finden. 


Es ist nach IIL: 


yg satire ey, rés tee (are Oe TT ft AO 


Ox Ox 
Ferner ist nach IL: 07 = he 


: 220 
Nun ist aber x =2.cosa3 c—e.cosu; y= (aus 18.) und 


9x = 0Z.cosa (aus 20.), also: 


(z—e)cos@.y.2ndz  2n(z—e) 
QT = ^  — (a—e)cosa.0z TNT ias os 
Aber ESSO MT | (8), daher: 
QT = y. 


Stellt man sich daher durch den Beriihrungspunct einen Parallel- 
kreis und durch den Anfangspunct eine Seite des Kegels gelegt vor, so 
driickt der zwischen dieser Seite und dem Beriihrungspuncte enthaltene 
Bogen dieses Parallelkreises die Lange der Linie Q7' aus. Der Aus- 
druck dieses Abstandes QZ7'— y.) hängt daher von der Rectification des 
Kreises ab. 

Für )=0 ist auch 7'— 0. In diesem Falle liegen sowohl beide 
Berührungspuncte (nemlich der Keradoide und des Grundkreises), als 
auch der Durchschnittspunct beider Tangenten, im Anfangspuncte 4. 


| Für z==0 erhält man aus Q7'— y p — .zsino auch OT= 0; 
folglich fällt die Tangente der Keradoide im Pole mit der Seite des Ke- 
gels zusammen. 


Für z— oo ist QT' — oo, also die Tangente der Keradoide mit der 
Ebene des Grundkreises parallel. 


24. Nach (18.) ist, wenn y den Winkel bezeichnet, den die Tan- 
gente der Keradoide mit der durch den Berührungspunct gehenden Seite 
des Kegels einschliefst: 

Quy 27% .sina@ 
tangy = — = ——.z 


poe a. 
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Wenn z wächst, so nimmt auch y zu. Für z— oo wird tangy 
—oo, also y — (23... Für z = 0 wird auch tangy = 0, also y = 0. 
Daher fallt für z = 0, d. h. im Pole, die Tangente der Keradoide mit 
der Seite des Kegels zusammen (23.). 


25. Rectification. Nach (V.) hat man ov = y(y eU + 27). 
et 





> mithin 


Aber y = zsino und ob = 


dy = ;« y [essen 2-41 i]. 


Damit das Integral für z==0 verschwinde, mufs man e =O setzen, und 
den Anfangspunct der Abscissen in B (Fig. 19.) annehmen.  Alsdann ist 


v fo vie (GPL IM" ) + 1| + €, oder vollständig: 
1 _fBaz. sina + y (4 7? z? sin a? a?)]* — a^ 


Zansinal 4[2azsina+y(4n? z? sin a? + a°)]? 


2 nen 
+ a logn, = 


wo, nach obiger Voraussetzung, @ die Höhe einer Windung bezeichnet. 
20. Otadratur... Nach (7.) ist Off = 2202. UAE Y Hierin aus 


v= 





2mzsinc« 


(24) den Werth für tangy — — — — gesetzt, giebt of = 


2 sine i zz 


oder wenn wie in (25.) e — 0 gesetzt wird, 
post ditio 4 [vax =r TR 
a 3a 
wo keine Constante hinzukommt, weil für z — 0 das Integral ver- 


schwindet. 
Für d = 27 ist 2 — @, also F = jar .sin«. 


P. Wenn die erzeugende Ebene ein Rechteck, der Grund- 
kôrper also ein gerader Cylinder von kreisformiger 
Grundfläche ist. 

27. Hier ist es am bequemsten, die Formeln in (15., 16. und 17.) 
zum Grunde zu legen, und also die Polarabstände vom Grundkreise an 


: j , à Mu. rs. 
zu rechnen, der hier die Stelle des Poles vertritt. Es ist z = = die 


bekannte Gleichung für die gemeine Schraubenlinie, die daher ebenfalls 
zum Geschlechte der arithmetischen Keradoiden gehört. — Alle oben 
von (8.) bis (18.) hergeleiteten Sätze gelten auch hier, und es ist hier 
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y — rund z= cz. Die Polarabstände, oder vielmehr die Ordinaten der 
Curve, sind also hier ebenfalls gerade Linien. 


28. Juegt man an den Cylinder eine Berührungsebene, so liegt so- 
wohl die Tangente der Schraubenlinie, als auch die entsprechende Tan- 
gente des Grundkreises, in dieser Ebene. Die Entfernung des Durch- 
schnittspunctes beider Tangenten von dem Berührungspuncte der letzte- 


ren, ist nach (IL): 07 = Gr 


Es ist aber x = z, c = e = 0 (der Annahme gemäß), y = r, 
A 27 z.r.2moz 2nmz 
Od m —.02 und óx — 02, also QT MM RATE A rap der 


Länge des zugehörigen Bogens des Grundkreises. Die Linie, in welcher 
sammtliche Durchschnittspuncte der Tangenten der Schraubenlinie mit 
der erweiterten Ebene des Grundkreises, liegen, ist also die Evolvente 
des Grundkreises. 


29. Ist y der Winkel, den die Tangente der Schraubenlinie mit 
der Seite des Cylinders einschliefst, so ist 
ue 2ymOz ^ 2rf. 











tang y = art ; also constant. 
; Vn 3 " 2 e d rn 
30. Rectification.„.gv—y (02 ont Vlaz + jp a£] 
mithin v = = V (à? + 4r*z?); wo keine Constante hinzukommt, wenn 


angenommen wird, dafs für z=0 das Integral verschwindet, die Linge 
der Schraubenlinie also vom Grundkreise an gerechnet wird. 
Der Factor (a? + 4r* z?) bezeichnet die Länge einer k grid 


und — — giebt die Anzahl der Windungen an. 


Quadratur. Da hier die Polarabstände nicht aus einem Puncte 
i s Me sondern mit SAM E parallel sind, so ist OF = z.róij, oder, 


den Werth ven ob = E Oz substituirt: 





Ir raz? 
F — zOoz = 


Fur z — a ist Fos arg. 

Für z — 2a ist F' — 4arg. Wollte man diese Fläche wirklich 
umwickeln, so würde der Theil F von F" doppelt belegt werden; rech- 
net man ihn daher einmal ab, so ist der Unterschied = 5arz = dem 
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Mantel des Cylinders, so weit er von dem Grundkreise und der zweiten 
Windung begrenzt wird. Will man den Theil F" zwischen zwei Win- 
dungen haben, so mufs man die Fläche F noch einmal abrechnen, und 
man erhält F" = 2arz = einem Rechteck, welches den Umfang des 
Grundkreises zur Grundlinie, und die Höhe einer Windung zur Höhe hat. 


C. Wenn die erzeugende Ebene ein Kreis, welcher sich um 
eine aufserhalb desselben liegende gerade Linie drehet, 
der Grundkörper also ein Ring ist. 


32. Es sei AEDF (Fig. 19.) der erzeugende Kreis des Grundkör- 
pers, r sein Halbmesser, SC die Drehaxe, und die Entfernung BG der- 
selben vom Mittelpunct — p. Nimmt man den kleinsten, mit dem Halb- 
messer B4 — p — r beschriebenen Kreis als Grundkreis an, und bedient 
sich, da dieser Grundkórper keine wirkliche Pole hat, der Gleichung in 
(145, so ist w= ap, oder, der Körper wegen, e=0 gesetzt, w= a, 
wo w den'Abstand irgend eines Punctes der Keradoide vom Grundkreise, 
im Meridiane, d. h., im Bogen eines kreisfórmigen Querschnitts des Rin- 
ges, mittelst einer durch die Axe gelegten Ebene, bezeichnet. 

Für w = 2nrz, wo n jede positive oder negative ganze Zahl be- 


deuten kann, wird der Grundkreis von der Keradoide geschnitten. Der 


zu solchem Durchschnittspuncte gehörige Polarwinkel ist w -—À 
Wird derselbe = 27:74 (wo m eine ganze Zahl bezeichnet), so läuft 


die Keradoide, nachdem sie den Ring 7 mal nach der Richtung der Axe, 
oder mmal nach der Richtung der Peripherie des Grundkreises um- 
schlungen hat, wieder in den Anfangspunct und in sich selbst zurück. - 


Letzteres folgt aus tang 2X, indem für den ersten und letzten Punct 


der Keradoide y einerlei, und die Tangente der Keradoide daher in bei- 
den Puncten gemeinschaftlich ist. Uebrigens hängt die Anzahl der Win- 
dungen nur vom Halbmesser r des erzeugenden Kreises und von der Hohe 
a einer Windung, nicht aber von der Weite des Ringes ab, so dafs also 
die Keradoïden auf allen Ringen von verschiedener Weite, unter übri- 
gens gleichen Umstünden, eine gleiche Anzahl Windungen haben. 

Die weitere Ausführung dieser Untersuchung sei dem Leser 
überlassen. 
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I. Logarıthmische Keradoïden. 


33. Ist die erzeugende Linie eine logarithmische Linie, so heifse 
die daraus entspringende Keradoide logarıthmische Keradoide. 

Es sei &f (Fig. 20.) eine logarithmische Linie, MN ihre Asymptote, 
und 4B die Abscissenlinie, senkrecht auf MV; ferner AC=a, CD —b, 
AK =z, EF= Oz, so ist, wenn 4G=1 gesetzt wird, 5:®z=loga:logz, 











| b.logz A 2n9z . 22 b.logz 
also Oz = du Nach (L) ist aber = 5 -» also ist ds pm 
log : 
c 21082 polglich: | 
log a 
w.loga 
X. logz —-—-—. 


TEE RUE i ‘log | 
34. Für einen anderen Polarwinkel 4’ ist logz’ = es, also 


Wid’ = logz:logz’; es verhalten sich also bei der logarithmi- 
schen Keradoide die Polarwinkel wie die Logarithmen der 
zugehörigen Polarabstände. 

Fürd=0 ist logz — 0, also z — 1. (Nimmt man an, dafs für 
ÿ=—0 die Keradoïde den Grundkreis schneide, so ist der Halbmesser des- 
selben gleich der, dem Bogen z==1 des Meridians zugehorigen Ordinate.) 

Wird Ÿ negativ, so wird log z ebenfalls negativ, also z «1, und 
die Keradoide fällt mithin zwischen den Grundkreis und ihren Pol, Für 
z—0 aber wird logz==—ov, also auch V=— x; folglich geht die 
logarithmische Keradoide in unendlich vielen Windungen 
um den Grundkórper herum, bevor sie den Pol erreicht. 
Der Pol der Keradoïde ist daher eine Asymptote derselben. | 

35. Wird z negativ, so ist log z unmöglich, Die logarith- 
mische Keradoide hat daher nur einen Schenkel und kann 
nie über den Pol hinausgehen. Dies ist einleuchtend, wenn man 
erwagt, dafs sie erst nach unzahligen Windungen den Pol erreicht. 


36. Wachst ) um 22, so ist log ai MERE), Aber logz = 


loga .w Folel; , d 2! zt 
—o, - Folglich logz'— logz = log a, oder log — — loga, oder — — 2. 
Eben so ergiebt sich, wenn z^, z/".... die Polarabstände bezeich- 
é . em? 
nen, die den Polarwinkeln +47, +67, u. s. w. entsprechen, ——a@, 
„it 


Bar (LE U. S. We 


Das 


lll 


nn an nn mn 


- ——— nn 
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Das geometrische Verhältnifs der Polarabstande zweier 
aufeinander folgender Windungen ist daher constant. 

Da z:z/:z':z//,...—21:0a:a*:05...., so bilden die in einerlei 
Meridian gemessenen Polarabstande eine geometrische Reihe, deren Ex- 
ponent = 6 1st. 


37. Da nach (IV.) tang y 2%, aber ay = EE ist, so folgt 


ess 
tang y = 

Der AEn der Lage der Tangente, so wie die Rectification und 
Quadratur, hangt von den Eigenschaften der erzeugenden Ebene ab. 
(Man sehe die folgenden Beispiele.) 


log a° 


Beispiele von logarithmischen Keradoïden. 


A. Wenn die erzeugende Ebene ein rechtwinkliges Dreieck, 
der Grundkörper also ein gerader Kegel ist. 


38. Die Polarabsátnde liegen in den Seiten des Kegels und sind 
also gerade Linien. Der Polarabstand für den Grundkreis ist = 1 (34.), 
also der Halbmesser des Grundkreises — sino, wenn a den Winkel 
bezeichnet, den die Seite des Kegels mit der Axe einschliefst. 


Q5 


N 


& 





39. Es ist tangy = 2%. Aber y — z.sino, und dd es 


27.sin 


rae a ; 





a 
also tangy = —, eine constante Grofse. Die logarithmische 


log a 
Keradoide schliefst daher in allen Puncten mit der Seite 
des Kegels einerlei Winkel ein. 


40. Für die Lage der Tangente ergiebt sich leicht: 
NO = sing = dem Halbmesser des Grundkreises; 
CO = ea = (z—1) tangy. 
| 41. Rectification. Es ist Ov = y(y'oW + oz) = 
V'(0z*.tang y* + 02°) = dz (tang y + 1); also 
_ £y (4 2? sin a 210g oF), 

LE log a | 
wo keine Constante hinzukommt, weil für z = 0 das Integral ver- 
schwindet. 
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- 





42. Aus (39.) folet EOM — tangy = (sin ya adr eos an) also 


cos y | cos y 














4nz*sina? __ 1—cosy? d 4nz*sina?-—loga? : 1 d 
AN z—, oder —— © = , oder 
loga cos y loga COS y 





qi. 2. losa? 1 2 "d 4 oh Ge "^ 
y (42 = PNG ORDER" JUL . Dieser Werth in (41.) substituirt, giebt: 
og a COS 7 eg : 


- 


^» 


cos y ' 

Die Lange des Bogens einer, auf einem piedi Kegel 
verzeichneten logarithmischen Keradoide, ist daher gleich 
dem zugehórigen Polarabstanden, dividirt durch den Cosi- 
nus des Winkels, den die Keradoide mit der Seite des Ke- 
gels einschliefst. 

v ist also ganz unabhängig von à, und es sind mithin die zu ei- 
nerlei Polarabständen gehörigen Bogen solcher logarithmischen Keradoi- 
den, welche mit der Seite des Kegels gleiche Winkel einschliefsen, auf 
allen beliebigen Kegeln einander gleich. 

Obiges Resultat ergiebt sich auch kürzer folgendermalsen: Es ist 











, Oz 
dv = ——, also v = ; 
cos y cos y 
43. Da z--—J—, so ist auch v — ——^———, Wird nun a — R, 
sin & sin @ . cosy 
so wird sing — 1, und der Mantel des Kegels verwandelt sich in eine 


Ebene, die Keradoide also in eine gewöhnliche logarithmische Spirallinie, 


fiir welche y der Polarabstand ist, und es ist daher auch hier Urge 


087° 
. I oc 
Eben so ist z = ——; also v == —————. 
COS € COS & . cosy 
ANT TU 2 
44. Für einen anderen Polarabstand z'/ hat man v'— Y also 
co 
v:v' = z:z'; und da, vorausgesetzt, dafs z und z' zu zwei aufeinander 


folgenden Windungen gehören, z:2'—=1:« ist, so folgt auch v:v'z1:a. 
Die Längen der Bogen für aufeinander folgende Windungen der 
logarıthmischen Keradoide, die auf einem geraden Kegel gezeichnet ist, 
stehen daher ebenfalls in einer geometrischen Progression, deren Expo- 
nent — o ist. 
45. Quadratur. Man erhilt leicht: 


vice 7. mno" e Y 
r= FÉES — iz .tang y, 
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wo keine Constante hinzukommt, weil für z = 0 das Integral ver- 


schwindet. 


B. Wenn die erzeugende Ebene ein Rechteck, der Grund- 
_ körper also ein gerader Cylinder von kreisförmiger 
Grundfläche ist. 


- 46. Nimmt man einen, auf der Axe des Cylinders senkrechten 
Querschnitt desselben als Grundkreis an, so giebt es in der Entfernung 
= 1, einen damit parallelen Kreis, über welchen die Keradoide nie hin- 
ausgehen kann, und den sie auch erst erreicht, nachdem sie sich unzäh- 
lige Male um den Cylinder, in immer engeren Windungen herumgewun- 
den hat. Dieser Kreis, von welchem die Polarabstände an gerechnet 
werden, kann Polar- oder Scheitelkreis heifsen (vergl. 34. u. 35.). 
Er hat die Eigenschaft einer Asymptote, dafs nemlich die Curve sich 
ihm immer mehr nähert, ihn aber erst in unendlicher Entfernung berührt. 

Auf der anderen Seite des Grundkreises hingegen, schlingt sich die 
Keradoide in immer a Windungen bis in's "A potus fort. 





: 4H. Da tangy = cR und-y == Pr; OÙ — ie we ist, so erhalt 
t MTM 
man tang'y — z.loga' 


Fur z — 0, ist tang y =o, also y — À. Es fällt daher für 
z==0 die Tangente der Keradoïde mit der Tangente des Scheitelkreises 
zusammen. 

Für z= co ist tangy — 0, also 'y — 0; daher fällt für z — oo die 

 "Tangente der Keradoide mit der Seite des Cylinders zusammen. 





zi Für z= im ist y = 45°. 


: 48, Die Lage der Tangente zu finden, erhält man 
NO = y—( 922; aber y 2r, also dy=0, folglich /VQ — y =r. 








i — 6 y 6 

Ferner Mn ean Nun ist x zz, 0x — 02, c=1, y —r 

r ao. 2 m(x — 1) 

f und Oi == ae Ro foiglich OT = "E log. a tang y. .(z — 1). 

: R fi Es ist 0r — /(y* il? 0) = er ay" oa 
| 49. Rectification. Esist o0—y(y" oq? + 2)= (ic) di 

2r 7%) eh AO 

Setzt man (occ). — a. und V CA + 2°) = Us so entsteht JUS ESPN 


LP 
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und daher ist: 7 = 24e RE ;; oder nach den Integraltafeln von M. 
Hirsch pag. 48, v-—u-d24 i y 7 i und ebendaselbst pag. 47, 


A tu ~— 
put 4 gl, logn. MM aA LABS oder 


Arm rn 
n Messa ee 


Rechnet man die Lange des Bogens vom conici an, so ver- 
schwindet das Integral für z — 1, und man erhält alsdann vollstandig: 











_ VIQra)* 4-zlog a?]— y[(2rz)?-- log a? gn COTE ES z? log A 
log a origi de a Sh, z2[2ra ty ((2rz)* log a2)] a? 
30. Quadratur. Da die Ordinaten i) Polarabstánde hier par- 
allel sind, so ist 04^ — crops i. Oz, also Fel LL +C=2? ney ne. 


Für z — 1 ist aber = 0, also vollständig NES Setzt man 
OT (n 48,); == $, so ist I, z us. 


Anmerkung. Je nachdem die erzeugende Linie eine Parabel, Hyperbel, ein 
Kreis u. s. w. ist, können die daraus entspringenden Keradoiden para- 
bolisch, hyperbolisch, circular u. s. w. heifsen. Ihre Eigenschaften lassen 
sich eben so, wie oben bei einigen arithmetischen und logarithmischen Ke- 


radoiden geschahe, aus den Gleichungen für die erzeugende Linie und die 
erzeugende Ebene don! 
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Tta 
Ueber. den Stillstand. der Planeten. 


(Vom Herrn Joseph L. Raabe.) 





Es ist interessant, das Problem über den scheinbaren Stillstand der Pla- 
neten ganz allgemein, ohne irgend eine Vernachläfsigung, aufzulösen; 
denn man findet dieses Problem überall nur so aufgelöset, dafs weder auf 
die Neigung der Planetenbahnen gegen die Erdbahn, noch auf die Excen- 
tricitáten beider Bahnen Rücksicht genommen wird, wodurch dann eine 
Bedingungs-Gleichung entsteht, die wenigstens für unser Planeten -Sy- 
stem nicht passend ist. 

Im Anfange, als ich mich zur Lösung dieses Problems anschickte, 
dachte ich blofs eine Bedingungsgleichung aufzufinden, die den Stillstand 
in geocentrischer Länge des Planeten anzeigen soll, allein der Endaus- 
druck wird so sehr complicirt, dafs ich ihn nicht werth hielt öffentlich 
mitzutheilen; besonders fand ich ihn ganz nutzlos, bei der Untersuchung 
über den allgemeinen Stillstand eines Planeten, indem mir die letztere 
Untersuchung einen bei weitem einfachern Endausdruck gab, und zu- 
gleich den Vortheil einschliefst die Aufgabe in ihrem ganzen Umfange 
zu lösen. 

Erst nach der Vollendung dieser Untersuchung erhielt ich Nach- 
richt von dem eleganten Problem des Herrn Dr. Gaufs: „Ueber die 
Grenzen der geocentrischen Orte der Planeten.” Beim Lesen dieser Auf- 
lösung fand ich meine Bedingungs-Gleichungen (welche ich in der Folge 
anzeigen werde), ganz übereinstimmend mit den Bedingungs - Gleichun- 
gen des Herrn Dr. Gaufs, und dieses läfst schliefsen, dafs beide Aufgaben 
auf ein und dasselbe hinauslaufen und dafs die eine als Folge der an- 
deren anzusehen ist. 

Wir wollen zur Auflösung über den scheinbaren Stillstand der Pla- 
neten schreiten: 

Es schneiden sich drei unter einander senkrechte Coordinaten - Ebe- 
nen im Mittelpunct der Sonne, die Ebene der xy falle mit der Ekliptik 
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zusammen, die Ebene der xz gehe durch die Knotenlinie der Planeten- 
bahn in der Ebene der Ekliptik, und die Ebene der yz stehe auf der 
Ebene der rz senkrecht. Ferner seien: 


x, y, z die Coordinaten des Planeten in Bezug auf diese Ebenen; 

x‘, y', z die Coordinaten der Erde auf denselben coordinirten Ebenen; 

r, r' die Radn vectores des Planeten und der Erde; 

u, u die Argumente der Breite des Planeten und der Erde; 

g, g die Argumente der Breiten der Aphelien der Planetenbahn und 
der Erdbahn; 

f, f! die halben Parameter beider Habnen: 

fe, fe’ ihre Excentricitäten; 

k die Länge des aufsteigenden Knotens der Bahn des Planeten i in der 
Ekhptik; 

n die Neigung beider Ebenen. 


Dies vorausgesetzt, hat man folgende Werthe für die Coordinaten 
des Planeten und der Erde: 


ac = Pr cosu 
y = r sink cos 
Z = r sinu sinn 

az / if (1). 
x" = r'cos(u'— E) 
y! r'sin(u— k) 


z!= 0 
Die Grofsen x — x, y — y', z—z‘ drücken, wie bekannt, die 
Lage des Planeten gegen die Erde aus. Sind nun A und ß die geocen- 
trische Lange und Breite des Planeten, so wie p die Distanz derselben 
von der Erde, so hat man: 
x — x == geos[3 cos(A—A&) 
y — y' = cosQ sin (A — £F) 





z— 2" = psinf. 
Aus diesen Gleichungen findet man durch Division: 
tang (A —£) = ur | 
| ib *odi wj; (11). 
EB VN)? err rm 2 | 


Nun ist, wie bekannt, ein jedes sphärisches Dreieck gegeben, wenn 
drei beliebige Stücke desselben als bekannt vorausgesetzt werden. Sind 
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diese drei Stücke constant, so ist kein zweites Dreieck moglich, was 
von dem ersten verschieden ware, und die drei constanten Stücke mit 
demselben gemeinschaftlich hatte. Soll nun der Planet, von der Erde 
aus gesehen, stille stehen, so mufs das rechtwinklige sphärische Drei- 
eck, welches von den Bogen der grófsten Kreise (A — 4) und ß gebildet 
wird, ein constantes für diésen Augenblick bleiben, und dieses wird 
dann statt finden, wenn das Dreieck, aufser dem constanten rechten 
Winkel, noch die ihn einschliefsenden Seiten (A — £) und ß constant 
hat, d. h., für den Augenblick des Stillstandes müssen, sowohl die geo- 
centrische Lange als Breite, beide zugleich als constante Gröfsen ange- 
sehen werden. 

Man hat daher folgende zwei Bedingungs- Gleichungen: 

| bho 04-0 [3.-—. 

Es sind aber À sowohl als ß Functionen von z und u‘, wie es die 
Gleichungen (1) und (II) zeigen, daher findet statt der vorigen zwei 
Bedingungs- Gleichungen folgende mit ihnen gleichlautende Statt: 


o= (57 ^) du t (£5) au ^ 
= (38) du + (Eau. 


Verbindet man diese zwei Gleichungen durch Elimination von E SO 


erhält man folgende Bedingungs-Gleichung für einen Stillstand: 


ds À (5 2) = x ) vm (HD). 


à 1 "i^ T d À d À 
Nimmt man die partiellen Differentialien (5); (£5) . +. aus den 


Gleichungen (II), und bemerkt, dafs x, y, z Functionen von u, und x‘, 
y’, 2° Functionen von u’ sind, so erhält man, da z' gleich Null ist, fol- 
gende mit der letzterer gleich bedeutende Gleichung: 

0 —dz'(ydz—zdy)--dy'(zdx—xdz)-- dz(x'dy' — y'd x') um, 


da udy Vd z 
wo unter dx, dy, dz verstanden wird: 77, 77, 775 eben so: dx‘, dy’, 


dx’ dy! 
du” du 

Diese Gleichung zeigt, dafs für einen Stillstand die Tangente an 
den Planeten in seiner Bahn und die Tangente an der Erde in ihrer 
Bahn in einer und derse]ben Ebene liegen. 











1st 


88 Rave , über den Stillstand der Planeten. 
Um dieses nachzuweisen, wollen wir folgendes bemerken. Die Glei- 
chung der Tangente an der Bahn des Planeten ist: 


ni de (a). 
Y—y-(Z—3)57. 
Die Gleichung der Tangente an der Erdbahn wird seyn: 
Xe = 





dx‘), 
dy"? (5). 


N 
| 
Ne 
| 


Die Gleichung einer Ebene, die durch den Punct X, F, Z und 
durch den Planeten geht, ist: 
(X —2) + 4(—y) + B(Z—2) = o. 
Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen (a), so erhalt man 
eine Bedingungs- Gleichung, welche ausdrückt, dafs die Tangente an den 
Planeten in die angenommene Ebene füllt. Man hat also: 


hot i dy 
0 — 77 nuo red 


Die Gleichung derselben Ebene aber, die durch denselben Punct 
X, Y, Z und durch die Erde geht, wird seyn: 
(Aa) + 4(Y—y^ + B(Z—2) = o, 
und diese mit den Gleichungen (5) verbunden, erhält man eine Bedin- 
gungs-Gleichung, unter welchen auch die Tangente an' der Erdbahn 
mit der gesagten Ebene zusammenfallt. Man hat also ebenfalls: 
d x' 
dy! 
Aus diesen beiden erhaltenen Bedingungs- Gleichungen erhált man 
die Werthe für 4 und B, welche sind: 


Oz 





4 
A, 
prés am ai ay Gum | 
dz’ " dz dy"? À 


und da die Gleichung derselben Ebene, wenn man annimmt, dafs sie 
durch den Planeten und durch die Erde geht, seyn mufs: 
(wa!) + A (y — y!) + B(—2) = 0, 
so erhált man, wenn man die eben gefundenen Werthe für 4 End B 
substituirt, die Gleichung (II^). 
Um 
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Um aus der Gleichung (III^) noch eine Bedingungs- Gleichung zwi- 
schen z und u‘ zu erhalten, darf man blofs aus (I) die Werthe für x, 
y; 2... nehmen und auch deren Differentialien suchen, wo dann noch 
zu bemerken ist, dafs: 


Morte rl 
1—^ecos(u—g)? 
f! 


1 — e' cos (u/— g^)? 


r= 
ME 


wo man dann erhalt: 


— __ Ssinu—esins] 
4 [1 —ecos(u—g)]* ? 
rhe Ff cos n [cos u — e cos &] 
dy ra i m [t — ecos(v — g)]? , 
e PRE Leyen cse COPA 
[1— ecos(u— g)]? ? 
fF! [sin (u! — Kk) — e' sin (s ! — k)] 


da = Pac ae Be ik alla aa né © lent nalla | 
[1 — e’ cos (u/ — g^)]? ; 


dz 








dy: m un Ale Ger breton er AT 


[1 — e^cos (u’ — g’) |? 


und diese Werthe in (III/) substituirt, erhält man zuerst: 





ydz — zay = 0, 
zdx — «dz = — rsinn, 
x dy! — y'dx' = r^, 


und dann die Endgleichung: 

f'[cosu —ecosg| = f[cos(u/ —k)— e’cos({g'—k)] (HI). 
Und die Gleichungen (III), (II^, (111^) sind die oben angeführten, welche 
Dr. Gaufs bei der Auflösung, seines erwähnten Problems ebenfalls erhielt. 

Die Endgleichung (IIl), wiewohl sie von der Neigung der Bahn 
des Planeten gegen die der Erde ganz unabhängig ist, findet doch für 
den besondern Fall nicht statt, wo man die Neigung gleich Null setzt, 
denn in diesem Falle geht das oben angenommene constante sphärische 
Dreieck in einen constanten Bogen eines gröfsten Kreises über. Weil 
nemlich dann der Planet keine Bewegung in Breite hat, so ist dann auch 
eine Bedingungs-Gleichung, nemlich dß==0, zu viel, und für diesen be- - 
sonderen Fall ist blofs d\—0 die Bedingungs-Gleichung für den Stillstand, 

Dann findet auch die allgemeine Gleichung für den Fall nicht 
statt, wo die Bahn des Planeten senkrecht auf der Erdbahn ware, weil 
dann die Bedingungs- Gleichung dA = 0 überflüssig war; denn die Lange 
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eines solchen Planeten ware, in welchem Puncte seiner Bahn er auch 
immer seyn möchte, gleich der Lange des aufsteigenden Knotens. Es 
bleibt daher für diesen besonderen Fall blofs die DOE D M ^, piis 
übrig: dB = 0. ' 

Da aber bei unserm Planetensystem kein einziger Planet sich vor- 
findet, dessen Bahn mit der Erdbahn zusammenfiele, oder senkrecht auf 
sie wäre, so wollen wir diese Fälle als nicht existirend übergehen, und 
die Gleichung (lil^) drückt die Relation zwischen uw und wu’ für irgend 
einen Stillstand von was immer für einen Planeten aus. Eben so drückt 
die Gleichung (III) bei Herrn Gaufs das Verhältnifs von u zu u’ aus, 
für den Fall, wenn der Planet an der aufsersten Grenze seiner Zone ist. 

Wir konnen also hieraus folgern: Wenn der Planet gegen die 
Erde die äufserste Grenze seines Zodiacus erreicht hat, 
so ist er gegen die Erde für diesen Augenblick im Still- 
stande, und umgekehrt: wenn ein Stillstand statt findet, so 
ist der Planet an der äufsersten Grenze seiner Zone. 


1. Anmerkung für die unteren Planeten. 
Da bei den untern Planeten f" größer ist als f, und aus der Gleichung 
(III^) folgt: 
cos (u^ — k) = ue COS Uu — Rs es ae posts Coane UI 
DNI J 
so sieht man, dafs nicht jeder Werth für u reelle Werthe für u/—k geben 
wird, denn alle Werthe fur u, welche cos(u/—k) grófser als +1 und klei- 
ner als — 1 geben, drücken Unmóglichkeiten aus. Es sind daher Æ 1 und 
— 1 die Grenzwerthe von cos(u/— k). Geht für diese zwei Werthe von 


u'—k, u in u, und u, über, so hat man: 


fb Lie osi  fecó cos (z/— k)] 

+ heal T 
—JfA- [ * e cos g — fe’ cos(g^ — K)] 

i | 
Alle Werthe also für uw, die zwischen v, und u, fallen, lassen zwei Werthe 
für u/^— k zu, unter der Bedingnifs aber; wenn v, und u; selbst mögliche 
Gröfsen sind, d. h., für solche untere Planeten, wo man bat: 
gj dh REN MENS +f, oder, wo man hat: 

Jf z[fecosg —fe' cos (g/— k)]. 
Wenn diese letztere Dedingungs- Gleichung statt findet, kann man für je- 
den Werth von u/—k zwei Werthe für w finden, die aber zwischen die 
Grenzen von u, und u, fallen werden, und das Ganze spricht sich folgen- 
dermafsen aus: Für einen jeden Stand der Erde in ihrer Bahn lassen sich 


COS WM, = 





cosu, = 
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zwei Orte in der Bahn des Planeten auffinden, für welche ein Stillstand 
statt finden wird; hingegen für jeden Stand des Planeten in seiner Bahn 
sind nicht immer Orte in der Erdbahn da, für welche ein Stillstand des 
Planeten statt finden wird, bis auf die zwischen den oben aufgefundenen 
Grenzen u, und u, in der Bahn des Planeten. 


2. Anmerkung für die oberen Planeten. 
Ganz wie im vorigen Falle wird man hier finden, weil f grófser als f^ ist, 
dafs nur dann mögliche Werthe für u sind, wenn u/—k zwischen den 
Grenzen von w/,-— k und wu’, — k liegt, wo man hat: 


f! A L£e' cos (g' — k) — f ecos 8] 


cos(u^, —k) = 


Z \ 
cos (u^, — k) = CS SEPATU as Cth ea Ea M cia 
: TOUT TATUM 
wo dann noch die Bedingungs - Gleichung für alle oberen Planeten stati fin- 


den mufs: 
f +f! 2 Fe'cos (g' —k) —f’e cosg, 

und hier ist es gerade umgekehrt wie in der Anmerkung {., nemlich: nicht 
an jedem Orte der Erdbahn kann ein Stillstand eines Planeten statt fin- 
den, sondern an denjenigen Orten der Erdbahn, die zwischen den Grenzen 
w/— k und w',— k fallen; hingegen lassen sich immer für einen jeden 
Stand des Planeten in seiner Bahn zwei Orte in der Erdbahn auffinden, die 
zwischen besagten Grenzen w’,—k und w/,—% fallen, von welchen aus 
ein Stillstand bemerkbar sein wird. — 


Zum Beschlufs dieser Aufgabe wollen wir noch die Relation zwi- 
schen # und z’ ausmitteln, damit ein Planet in seiner Opposition oder in 
seiner. Conjunction sei. 

Für diesen Augenblick ist, wie bekannt, die Ebene, die dureh den 
Planet, die Erde und die Sonne gelegt wird, senkrecht auf die Ebene 
der Ekliptik; und aus dieser Voraussetzung wollen wir die Bedingungs- 
Gleichung dafür ausmitteln. 

Des Unterschiedes willen wird die oben gebrauchte Bezeichnung so 
beibehalten werden, dafs wir, statt wie oben die kleinen Buchstaben des 
Alphabets gebraucht zu haben, hier die grofsen Buchstaben vorkom- 
men werden. Wir wollen also zur Auflösung schreiten: 

Die Gleichung einer Ebene, die durch den Planeten geht, ist: 

X + AY +BZ+C = O0. 
Die Bleich ittis derselben Ebene, wenn sie yis) die Erde gehen soll, ist: 
XM AY! + BA 4+-C = 
LO 
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und die Bedingung, dafs sie auch durch die Sonne geht, ist, weil da 
selbst der Anfang der Coordinaten ist, 

CS 
Endlich, die Bedingung, dafs die gelegte Ebene auf die Ebene der Eklip- 
tik eder auch auf die Ebene der XY senkrecht ist, wird man erhalten, 


wenn man den Cosinus ihrer Neigung gegen die Ebene der XY gleich 
Null setzt, also: 
B 
| vucr4r rm t 
Findet man aus den zwei ersten Gleichungen der Ebene den Werth 
für B, und setzt solchen gleich Null, so erhalt man eine Bedingungs- 
Gleichung für eine Opposition oder Conjunction: 
XY’ — YX! = 9, | 
und die Werthe aus (I) für X, Y, .... genommen, so hat man folgende 
Relation zwischen U und Z*: 
O0 = cos sin(&/’— XK) — sind cos(U' — K) cos JV. 
Mit Hülfe dieser Gleichung und der Gleichung (III), mit Berücksichti- 
gung der Anmerkungen 1. und 2., kann man für jeden Stand des Plane- 
ten in seiner Bahn die entsprechenden Orte der Erde in ihrer Bahn auf- 
finden, von wo aus ein Stillstand und eine Opposition oder Conjunction 
des ersteren statt finden wird, und eben so für jeden Stand der Erde in 
ihrer Bahn die entsprechenden Orte in der Planetenbahn. 


Aus denselben beiden Gleichungen kann man auch die Stücke der 


Bahnen berechnen zwischen einem Stillstande und einer Opposition oder 
Conjunction. | 
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| 10. 
Einiges über die Integration der Differentialgleichung 
der zweiten Ordnung (P fa ffschen) 
w(a-- bx") Dy + x(c+rex)dy dx + (Ste) yo = Moa. 
| (Vom Herrn C. G. Sauer.) 





Die Integration dieser Gleichung hängt bekanntlich von einer Glei- 
chung von derselben Form ab, in der 2— 1 und M=o ist. Euler 
hat sie, wie man weifs, in einem allgemeinen Falle und in 9 anderen 
(wie er glaubte) speciellen bewirkt, und hielt sie wegen ihrer Anwen- 
dung für sehr wichtig. Hiedurch hat sich auch Pfaff veranlafst ge- 
funden, eine neue Untersuchung über die Integration dieser Gleichung 
anzustellen. Man findet ihr Resultat in der zweiten Abhandlung seiner 
disguisitionum analyticarum p. 135. ff. Er hat nemlich die Gleichung 
von der Form: 
wa bo) dy + z(c + ex) d ys + (fA-ga)y0a* = 0, 

auf 3 verschiedene Arten transformirt, indem er y — a? (a + bx)!.v setzt, 
und so bewirkt, dafs die Integration dieser letzteren Gleichung sich auf 
die einer Gleichung von derselben Form bringen läfst, worin f — 0, und 
die sich dann durch x ohne Rest dividiren läfst. Die so erhaltene Glei- 
chung transformirt er wieder auf ähnliche Weise, und bestimmt p und 
g so, dafs eine Gleichung von derselben Form bleibt. Die dadurch er- 
haltenen 4 Gleichungen reducirt er (jede) auf eine andere, indem er eine 
Gleichung von ähnlicher Form annimmt, diese rmal differentiirt und 
die so gewonnene Gleichung mit den als gegeben betrachteten überein- 
stimmig macht. In diese reducirten Gleichungen wird dadurch eine 
willkürliche ganze Zahl r gebracht. Je zwei von diesen reducirten Glei- 
chungen verbindet er nun so mit einander, dafs er die vorgegebene erst 
aus einer Formel reducirt, und diese reducirte wieder aus der anderen, 
wobei er das r der ersten Formel mit p, das der zweiten mit r bezeichnet. 
Auf diese Weise 4 neue reducirte Gleichungen erhaltend, findet er, dafs 
die ursprünglich gegebene Gleichung integrirbar sei, wenn 


* 
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1) f4-ped-p(p—1)«—0; gt(ptrae+(ptrn).(ptra—1)b=0; 
2) e (5 Er àn); f=$¢((—1)—"G—r-+0); 


3) e=b(£ +G+r r+0)n); s=3((4—1) 732 xh te) 


# = (52) re); ==) art"); 


wo p willkürlich ist, r und @ aber beliebige ganze Zahlen sind. Pfaff 
glaubt so alle integrirbare Falle ermittelt zu haben (s. p. 138 b. der 
disg. anal.). 


Seine reducirte Gleichung, die unter der Form: 
x (a-+-bx)d*Z + (c++ (p—r)a+(e—2rb)x) d 28 x + (g —re--r(r4d-120)2 0 4? — 0, 
die 4 verschiedenen reducirten Gleichungen enthält, indem r und p beide, 
oder nur eins, ihr Zeichen ändern, lafst sich jedoch noch auf eine andere 
reduciren, wenn man <= A? und dann c 4-(p—r)a — £a setzt, nachher 
eine dieser Gleichung der Form nach ähnliche annimmt, diese, 7 mal 
differentiirt, wodurch sie die Form | | 
(a+ 5.X*) dP wt (+27b)Xdwdx + (g —me d 7(r—1)5)902? = 0 
xm +orb=a(e—(or +50) 
und 2 — ze + 7(7—1)b = 4(g—re+r(r+1)d) gesetzt, die Werthe 
von €' und g* in der angenommenen Gleichung. Ist nun in dieser Glei- 
chung der Coefficient von v==0, oder sind die beiden ersten Glieder ein 


bekommt. Hieraus ergeben sich: 


genaues Differential, so ist bekanntlich die Integration dieser Gleichung 
möglich, und dadurch auch die der vorgegebenen. Sucht man jetzt die 
Bedingungsgleichungen für die Integrirbarkeit der. ursprünglich gegebe- 
nen Gleichung, so wird man finden, dafs die Falle unter 2, 3 und 4 all- 
gemeiner, und zwar die speciellen Fälle derselben vermehrt werden, in- 
dem in die eine der beiden Gleichungen noch 7 eintritt. Der erste wird 
es auch, aber nicht für ein willkürliches p, sondern nur für ein p, was 
durch eine ähnliche Bedingungsgleichung, wie die Grófsen unter 2, 3 
und 4, dem Werthe nach, beschränkt wird. Verlangt man ein negati- 
ves 7, was zuweilen nöthig ist, so darf man nur d'u(a+ b.X*) statt 
du setzten, und g so bestimmen, dafs die Gleichung ganz dieselbe Form 
behält. Man wird freilich finden, dafs nur z—--1 etwas Neues liefert, 
und deshalb die Anzahl der speciellen Falle nach Pfaff nur beinahe ver- 
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doppelt wird. — Die eben gezeigte Methode ist übrigens nur deshalb 
gewählt worden, damit die integrirbaren Fälle unter allgemeinerer Form, 
nicht in einer gröfsern Anzahl erscheinen möchten; denn es ist sehr 
wahrscheinlich, dafs man alles Neue auch erhalten werde, wenn man 
die Gleichung 

(a+ ba?)8?z -- 2 (e—(2r4- 2205) x0zoxd- (gp —re--r(r4-1)20)z20:* = 0 
auf die eben angegebene Weise transformirt hatte. 

Auch wird man leicht bemerken, daís bei diesem Verfahren die 
eine der ganzen Zahlen r oder p = 0 sein kann, wenn z eine willkür- 
liche ganze Zahl bleibt. Es tritt indefs dabei der Uebelstand ein, dafs 
x in derselben Formel für y zweierlei Werthe hat. Diesem lafst sich 
freilich durch das Verfahren abhelfen, was Herr Prof. Scherkh in sei- 
ner Inaugural - Dissertation gelehrt hat; es dürfte aber dadurch an Kürze 
wohl nichts gewonnen werden. 


Andere Bemerkungen zu machen und in nähere Erörterungen ein- 
zugehen, unterlasse ich hauptsachlich aus dem Grunde, weil es wenig 
Interesse zu haben scheint, einige integrirbare Fälle einer Differential- 
sleichung aufzufinden, da man die Gleichung allgemein, d. h., den etwa 
zu machenden Anwendungen genügend, zu integriren weifs. 


Naumburg a. Q., im Mai 1827. 
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11. 
Aufgaben und Liehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Geometrische Aufgaben und Lehrsätze von Hrn. J. Steiner, 
(Verfasser der Abhandlungen No. 5., 18., 25., 31. und 32. im ersten und No. 5. 
und 6. im E Bande dieses Journals). 

1. erm e. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Punct schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so zie- 
hen, dafs wenn 4, B, C ihre übrigen Durchschnitte mit den Kreisen 
sind, die Abschnitte 4B, BC der Geraden ein gegebenes Verhältnifs zu 

einander haben. 

2. Aufgabe. Wenn im Raume vier beliebize Kugeln einander 
in einem Punct schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so 
ziehen, dafs wenn 4, B, C, D die Puncte sind, in welchen sie den Ku- 
gelflächen aufserdem begegnet, ihre Abschnitte Ab, BC, CD gegebene 
Verhältnisse zu einander haben. 

3. Aufgabe. Wenn ein gegebenes (irreguläres) Vieleck (7 Eck) 
so beschaffen ist, dafs sowohl in als um dasselbe ein Kreis beschrieben 
werden kann, so soll man zwischen den Radien (r, R) der beiden Kreise 
und dem Abstande (v) ihrer Miitelpuncte von einander eine Gleichung 
finden. (Für das Dreieck ist diese zuerst von Euler gefundene Glei- 
chung bekanntlich. oe? == R— ark.) 

4. Aufgabe. Wenn in einer Ebene zwei beliebige in einander 
liegende Kreise solche Lage zu einander haben, dafs man zwischen den- 
selben eine Reihe von 2 Kreisen so beschreiben kann, dafs jeder jene 
beiden Kreise, und dafs sie einander der Reihe nach berühren, so soll 
man zwischen den Radien jener beiden Kreise und dem Abstande ihrer 
Mittelpuncte von einander eine Gleichung finden. (Man sehe Band I. 
S. 256 dieses Journals.) | 

9. Aufgabe. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebe- 
nen geradlinigen Dreiecks kann einer der Brennpuncte eines Kegelschnitts 
sein, der alle drei Seiten des Dreiecks berührt. Man soll nun untersuchen, 
welche Lage der Punct in Beziehung auf das Dreieck haben müsse, da- 
mit der Kegelschnitt entweder Parabel, oder Ellipse, oder Hyperbel sei? 

: 6. 
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6. Aufgabe. Fället man aus irgend einem Peripheriepunct P, 
des um ein gegebenes Dreieck beschriebenen Kreises, Lothe auf die Sei. 
ten dés Dreiecks, so liegen bekanntlich die Fufspuncte dieser drei Lothe 
allemal in irgend einer Geraden C. Man soll nun denjenigen Punct P 
finden, für welchen die ihm zugehôrige Gerade G mit einer gegebenen 
Geraden parallel ist. 

7. Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise, sowohl 
die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die Winkel, welche die 
gegenüberliegenden Seiten einschliefsen, so sind von den 6 Geraden, 
welche diese Winkel halbiren, 3 und 3 parallel, 

8. Lehrsatz. Vier beliebige Geraden in einer Ebene bilden, zu 
drei und drei genommen, vier Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke schnei- 
den die drei Lothe aus den Spitzen auf die gegenüberliegenden Seiten 
einander in einem Punct, und diese vier Puncte liegen allemal 
in einer Geraden. | 

.9. Lehrsatz. Vier beliebige Puncte in der Peripherie eines ge- 
gebenen Kreises bestimmen, zu dreien genommen, vier Dreiecke. Die 
vier Puncte, in welchen die Lothe aus den Spitzen dieser vier Dreiecke 
auf die gegeniiberliegenden Seiten einander schneiden, liegen allemal 
in der Peripherie eines Kreises, welcher dem gegebenen 
Kreise gleich ist. | 

10. Lehrsatz. Fället man aus den Ecken eines beliebigen (irre- 
gulairen) Tetraëders auf die gegenüberliegenden Seitenebenen Lothe, so 
schneiden diese vier Lothe einander im Allgemeinen nicht. Schneiden 
sich aber, in einem besondern Falle, irgend zwei derselben, so schneiden 
alle vier einander in einem und demselben Puncte. Im Allgemeinen 
aber haben die genannten vier Lothe die merkwürdige Eigenschaft, dafs 
jede Gerade, welche. durch irgend drei derselben geht, auch das vierte 
schneidet, d. h., dafs durch jeden beliebigen Punct, den man in einem der 
vier Lothe annimmt, allemal eine Gerade so gelegt werden kann, dafs 
sie die drei übrigen Lothe schneidet. 
| 11. Lehrsatz. Vier der Grófse und Lage nach gegebene Ku- 
geln können im Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln berührt wer- 
den; gehen sie aber durch unendliche Vergröfserung in vier Ebenen über, 
die ein Tetraëder (beliebige dreiseitige Pyramide) bilden, so bleiben von 
jenen 16 Kugeln, im Allzemeinen, nur noch 8 übrig, d. h., es giebt im 

Crelles Journal. U. Bd. 1. Hift. 13 


98 Aufgaben und Lehrsatze. 


Allgemeinen 8 Kugeln, von denen jede die vier Seitenebenen eines gege- 
benen Tetraöders berünrt. Von diesen 8 Kugeln ist o) eine dem Tetraë- 
der eingeschrieben; à) von vier andern berührt jede die Aufsenseite ei- 
ner Seitenebene und die Verlängerungen der drei übrigen; und c) jede 
der drei übrigen Kugeln berührt alle Seitenebenen in ihrer Verlangerung 
und zwar zwei Seitenebenen auf ihrer Aufsenseite. ( 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel (a) durch n, die Ra- 
dien der Kugeln (2) nach der Ordnung ihrer Gröfse, durch n. R,, R,, 
R, wo nemlich der letzte der gröfste ist, und die Radien der Kugeln (c), 
nach der Ordnung ihrer Gröfse, durch A,, Rg, R,, so hat man zwischen 
diesen Radien ur andern sen)? etapa Be? Fa Bo 


1 

ree EN m ++ = +r+r= mtm Er 
A TEA ER Mot Pr a | 

IL, RITA OURS Kern 
1 1 1 1 

III. mimtmtm— mc mtm Ue S. We 


Sind von den Seitenebenen ca Tetraéders drei zu einander senkrecht, 
so hat man z. B. auch noch folgende Gleichungen: 


1 1 1 -4 
IV quc Hoc nu. a LN 
LER. ape 
Aot Ehe DUR R,R, Fi, tts 

12. Lehrsatz. Beschreibt man in einem beliebigen dreikanti- 
gen Korperwinkel eine Reihe Kugeln, von denen jede die drei Seiten- 
ebenen desselben berührt, und die einander der Ordnung nach berühren, 
so bilden die Radien dieser Kugeln, ihrer Grofse nach, eine geometri- 
sche Progression. Sind z. B. e, 5, c die Winkel, welche die Kanten 
des Körperwinkels mit einander bilden, und setzt man die Radien zweier. 
nach einander folgender Kugeln R, und R,, und zur Abkürzung e -[L 5 
+ ¢==2s, so ist der Exponent der genannten Progression: 


L Ds — (y= (s—a) sin (s—b) sin (s—c) 4 y ( 1-4 sin (s— a) sin (s—b) sin ey 


8 sins sin s 

Oder sind 4, D, C die drei Flächenwinkel des Körperwinkels, und 
man setzt zur Abkürzung 4 + B -L C —23$, so ist: 
IL ed Eh rer (S — A) cos (S — B)cos(S — C)] 


Ry, 2 cos 34 cos 4 B cos x C 


— cos S cos (S — A) cos (S — B) cos (S — €) 
+ ya + 2 cos 3 A cos 3 Bcos x C jr 
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Aufgaben von Anderen. 

15. Grenzen für die Zahl der imaginairen Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung von einem beliebigen Grade, aus den gegebenen 
Coefficienten der Gleichung zu finden. 

14, Aus der Gleichung 
sm + (aba + (0, - 2 + (aba (ea) + (gta = 0, 
WO @,, @, €,,... Qg beliebige, von einander verschiedene, gegebene Grö- 
fsen sind, x zu finden. 

15. Man kann beweisen, dafs die Zahl z, welche die Länge des 
Umfanges eines Kreises bezeichnet, dessen Durchmesser 1 ist, desglei- 
chen ihr Quadrat, nothwendig irrationale Zahlen sind. (Man sehe z. B. 
Legendre géométrie, note IV.) Nachzuweisen, ob, und wenn es ange- 
het, wie sich beweisen lasse, dafs, wenn 7 eine beliebige ganze Zahl 
bedeutet, auch z^ nothwendig irrational ist? 

16. In der Reihe 

x + 22° + 223 + 5x*-L 2x5 + 4x9 + 2a7...., 
welche gleich | 
! | on rm 23 2x 

EXP on Fam an Ml Uni trm o M 

ist, sind die Coefficienten der verschiedenen Glieder, wie Lambert be- 
merkt hat, gleich den Zahlen der ganzzahligen Divisoren der Exponen- 
ten der nemlichen Glieder, so dafs von allen Gliedern, deren Coefficien- 
ten 2 sind, und nur von diesen Gliedern die Exponenten Primzahlen 
sind. Man verlangt durch einen. endlichen Ausdruck diese Lambert- 
sche Reihe zu summiren. 

17. Die Bernoullischen Zahlen, die Differenz- Coefficienten und 
die Facultäten - Coefficienten allgemein durch Producte von der Form 
2.3.5.4.... auszudrücken. 

at 
18. Die Qrófse o^ nach « und der Zahl x der Exponenten zu 


q 
entwickeln. Diese Zahl x ist z. B. in der Grófse gt gleich 3. 

19. Aus dem Cardanischen Ausdruck der Wurzeln der Glei- 
chungen vom dritten Grade, oder demjenigen durch trigonometrische 
Linien, die Wurzeln der Gleichung @,2° + e,2*-]- a,x + a,—0 für den 
Fall herzuleiten, wenn 4, = 0 ist. 
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20. X == 0 sei eine beliebige algebraische Tee z. B. vom 

nten Grade, wie | 

x"od- TE he co. ET atus no hi ye OF 

Y = 0 sei diejenige Gleichung, deren Wurzeln bestimmte Potestaten, 
z. B. die mten Potestaten der Wurzeln der Gleichung X =o sind. Als- 
dann lassen sich bekanntlich die Coefficienten der Gleichung Y = 0. aus 
den Coefficienten der Gleichung X = 0 finden. Es fragt sich, ob: sich 
auch, wenn nicht alle Coefficienten der Gleichung X — 0, sondern statt 
der fehlenden einige Coefficienten der Gleichung Y == 0 gegeben sind, 
die übrigen Coefficienten der beiden Gleichungen finden lassen, und wenn 
es angehet, wie. 

21. Aus den gegebenen Seiten eines Vielecks im EET von -ei- 
ner beliebigen Seitenzahl, den luhalt des Vielecks und. den Halbmesser 
des Kreises zu finden. Dieses kann gefordert werden, weil alle Vielecke 
im Kreise mit den nemlichen Seiten, in welcher Ordnung auch die be- 
stimmten Seiten auf einander folgen mogen, oflenbar gleich grofs sind, 
auch alle diese Vielecke nothwendig in gleichen Kreisen liegen. 

22.- Unter allen Kreis- Abschnitten von gleichem Umfange, 
die kleiner sind als der halbe Kreis, und unter allen beliebigen Kreis- 
Ausschnitten von gleichem Umfange die kleinsten zu finden, 
| 23. « KIN Kórper, der aus einer gleichartigen, dichten und als voll- 
kommen unelastisch betrachteten Masse bestehet, deren Cohäsionskraft 
gegeben ist, und der die Form eines senkrechten, kreisfórmigen Cylin- 
ders mit parallelen Grundílüchen hat, dessen senkrechte Hóhe, wenn 
man will, gegen den Durchmesser nur klein ist, ruhet mit dem Rande 
der kreisförmigen, unteren Grund- Ebene wagerecht auf einer festen Un- 
terstützung. Im Mittelpunct der oberen Grund-Ebene wirkt senkrecht 
auf dieselbe, also in lothrechter Richtung, eine Kraft. Zu finder, AR 
grofs diese Kraft, mit oder auch ohne Rücksicht auf das Gewicht des 
Cylinders, sein mufs, um denselben zu zerbrechen, und in welcher Linie 
der Cylinder brechen wird. | 

24. Die Gestalt eines Hohlspiegels zu finden, der die Strahlen ei- 
nes kugelförmigen leuchtenden Körpers von gegebenem Durchmesser so 


wenig als möglich zerstreut, oder so nahe als möglich dieselben 
parallel wirft. 





| 42. 
Recherches sur les fonctions elliptiques. 
(Par M. N. H. Abel.) 


Dis longtems les fonctions logarithmiques, et les fonctions exponen- 
elles et circulaires ont été les seules fonctions transcendantes, qui ont 
attiré l'attention. des géomètres. Ce n'est que dans les derniers tems, 
qu'on à commencé à en considérer quelques autres. Parmi celles-ci il 
faut distinguer les fonctions, nommées elliptiques, tant pour leurs belles 
propriétés analytiques, que pour leur application dans les diverses bran- 
ches des mathématiques. La première idée de ces fonctions a été don- 
née par l'immortel Euler, en démontrant, que l'équation séparée 
1. Ox "i Oy 

Vi (a+ 824-7 x? 3-923 fe) Verst oy? Fey) — 

est intégrable algébriquement. Apres Euler, Lagrange y a ajoute 
quelque chose, en donnant son élégante théorie de la transformation de 


rare ou À est une fonction rationelle de x. 
Mais le premier et, si je ne me trompe, le seul, qui ait approfondi la nature 
de ces fonctions, est M. Legendre, qui, d’abord dans un mémoire sur 
les fonctions elliptiques, et ensuite dans ses excellents exercices de ma- 
thématiques, a développé nombre de poroprietes élégantes de ces fonctions, 
et a montré leur application. Lors de la publication de cet ouvrage, 
rien n'a été ajouté a la theorie de M. Legendre. Je crois, qu'on ne 
verra pas ici sans plaisir des recherches ultérieures sur ces fonctions. 


l'intégrale 


En général on comprend sous la dénomination de fonctions ellip- _ 
tiques, toute fonction, comprise dans lintégrale 


Fa Rox 

VE Pa yat Fo pent)’ 

où A est une fonction rationelle et &, (2, y, d, € sont des quantités con- 

stantes et réelles. M. Legendre a démontré, que par des substitu- 
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tions convenables on peut toujours ramener cette intégrale à la forme 


Áo LA Poy 

Vita by cr)? 

ou P est une fonction rationelle de y*. Par les réductions convenables, 
cette intégrale peut étre ensuite ramenée à la forme 


LAA BIR poeni Dern 
C+ Dy? Vla+by*-Fcy*)? 
et celle-ci à: 
4 + Bsin? 0 00 


C -- Dsin? Ü ' Y (1 — c? sin? 0)? 
où c est réel, et moindre que l'unité. 


De là suit, que toute fonction elliptique peut étre réduite à l'une 
des trois aisi 


2 30 
VU eu sin? 0)? ; Je fy Xt sin 0; f (Tr sin? 0) Y (1 — c? sin? 0)? 


auxquelles M. Legendre donne les noms de fonctions elliptiques de la 
première, seconde et troisième espèce. Ce sont ces trois fonctions, que 
M. Legendre a considérées; surtout la premiére, qui a les propriétés 
les plus remarquables et les plus simples. 


Je me propose, dans ce mémoire, de considérer la fonction inverse, 
c'est-à-dire la fonction Qa, déterminée par les équations 


F = fa sin? @) el 
sin) = Ole) — x. 
La derniere équation donne 
09.f(1— sin°0) = 0.da = 0x, 
donc 


5 = Marra TIL PO 
M. Legendre suppose c^ positif, mais j'ai remarqué, que les formules 
deviennent plus simples, en supposant c^ négatif, = — €. De meme 
jécris pour plus de symmétrie 1—c°x° au lieu de 1— a^. En sorte 
que la fonction Q& — x sera donnée D l'équation 


* 


i =) aa EN EE Yia4—e xe A BE a2) 
Pia = 9a.vy [(1 — Qa) (1-4 e Qa. 


Pour abréger, jintroduis deux autres fonctions de a, savoir: 


fa = Vega), Fa = VA eRe). 


ou bien 





+ % | 
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Plusieurs propriétés de ceS fonctions se déduisent immédiatement 
des propriétés connues de la fonction elliptique de la première espèce, 
mais d'autres sont plus cachées. Par ex. on démontre, que les équations 
Qo —0, fao —0, Fa—0 ont un nombre infini de racines, qu'on peut 
trouver toutes. Une des propriétés les plus remarquables est, qu'on peut 
exprimer rationellement P (me), f(ma), F(ma) (m étant un nombre en- 
tier) en Qa, fa, Fa. Aufsi rien n’est plus facile, que de trouver ® (ma), 
fGno), F(ma), lorsqu'on connoit Qa, fa, Fa; mais le probléme inverse, 
savoir de déterminer Pa, fa, Fa en Q(mo), f(ma), F(ma) est plus diffi- 
cile, parcequ'il dépend d'une équation d'un degré plus élevé (savoir du 
degré 77. 

La solution! de cette équation est l’objet principal de ce mémoire. 
D'abord on fera voir, comment ont peut trouver toutes les racines, au 
moyen des fonctions Q, f, F. On traitera ensuite de la solution algébri- 
que de l'equation en question, et on parviendra à ce résultat remarqua- 


ble, que (=); PEE F(=) peuvent être exprimés en Qa, fa, Fa, 


7n 

au moyen d'une fonction, qui, par rapport à &, ne contient d'autres irra- 
tionalités que des radicaux. Cela produit une classe trés générale d'équa- 
tions, qui,sont resolubles algébriquement. Jl est à remarquer, que les ex- 
pressions des racines contiennent des quantités constantes, qui, en géné- 
ral, ne sont pas exprimables par des quantités algébriques. Ces quan- 
tités constantes dépendent d'une équation du degré m’— 1. On fera voir 
comment, au moyen de fonctions algébriques, on peut en ramener la so- 
lution à celle d'une équation du degré m + 1. On donnera plusieurs ex- 
pressions des fonctions Q(27--1)«; f(2n4-1)&; F(2n--1)& en fonc- 
tions de Qa, fa, Fa. On en déduira ensuite les valeurs de Qa, fa, Fa 
en fonctions de « On démontrera, que ces fontions peuvent étre dé- 
composées en un nombre infini de facteurs, et méme en une infinité de 
fractions partielles. 


o. I. 
Propriétes fondamentales des fonctions Qa; fa; Fa. 
1. 
En eso que Qa — x (1), on aura en vertu de ce qui précede: 


% =f" Y I — c. LIS 23)-rex] “ 
1 


w^ 
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Par là on voit, que &, €onsidéré comme fonction de x, est positif depuis 


1 : 
2=0, jusquà c= —. En faisant donc 
C 


2. suat Y [(1— c* "Oye: ENT A 
il est évident, que Qa et positif et va en augmentant depuis & — 0 jus- 
, et qu'on aura 
1 
4. 90=0, e(7)——- 


Parceque a change de signe, lorsqu'on écrit — x à la place de x; il en 
est de méme de la fonction ®& par rapport à &, et par conséquent on 
aura l'équation 


DA @ 
Ua wee 
d 2 


5. Q(—a) = —9 (2. 
En mettant dans (1.) xz au lieu de x (ou z, pour abréger, représente la 
quantité imaginaire y— 1) et désignant la valeur de # par Q7, il viendra 


6. ci — (Q(Q 7) et ß = ramen ate ne 


La > A » 1 j 
G est réel et positif depuis x — 0 jusqu'à x — —, donc en faisant 


gen fe Ye d os 2*3) (1:1- c? a] 
x sera positif, ur B = zero jusqu'à (2 Eg c'est-à-dire, la fonc- 
; 1 a, , LUE : 
tion — (62) sera positive entre les mêmes limites. En faisant B= « et 


yc gon on a 
T = i-e MASSE A >) are 1+0y)’ 
donc on voit, qu'en supposant c au lieu de e et e au lieu de c, 
ik se changera en Qa. 
Et parceque fa = y (1—c°@° a), 
Fa -—yüctege,. 
on voit, que par le changement de c en e et e en c, f(ei) et F(a) 
rentreront respectivement en Fax et fe. Enfin les équations (2.) et 


(7.) font voir, que par la méme transformation, e et c rentreront respec- 
tivement en c et o. 


» n ay 
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Suivant (7.) on aura x =+ pour p= done en vertu de l'équa- 
tion x2== (G2), il viendra | 
8. e(2)-— sey . 
a 
En vertu de ce qui précède, on aura les valeurs de ®& pour toute 


. @ @ 
valeur réelle de &, comprise entre — ze +> et pour toute valeur 


imaginaire de la forme (27 de cette quantité, si (2 est une quantité con- 


i -u NL [0] TD . . 
tinue entre les limites elf 5. il sagit maintenant de trouver la 


valeur de cette fonction pour une valeur quelconque, réelle ou imaginaire, 
de la variable. Pour y parvenir, nous allons d'abord établir les proprié- 
tés fondamentales des fonctions Q, f et F. 


Parcequ'on a : i 
fa = 1— Pa, 
Fo 1 + Pa, 
on aura, en différentiant: 


fa. fia = —c’?Oa.Q'a, 
Fa sB'es=s) Ba Ola, 


Or d'aprés (2.) on a 

Ya —y[1—cedqau-J-eqQo]--.fe.Fs, 
donc, en substituant cette valeur de Q'« dans les deux équations précé- 
dentes, on trouvera, que les fonctions Qa, fa, F'« sont liées entre elles 


par les équations 
Ce ME M CORAM Coe 


9, (fam ne De. Fa, 
"ip: erste Bichon for: 
Cela posé, je dis, qu'en désignant par « et (2 deux indéterminées, on aura 


| pa.fB.F Man TE fa.Fe N 
Pa+9 =  1ted.ga gp 


a.fPp—c*?.ga.pfh.Fa.F 
ae” ae 


Fro = Bese eet tere 


Ces formules peuvent étre déduites sur le champ des propriétés 
connues des fonctions elliptiques*); mais on peut aussi les vérifier aise- 
ment de la maniére suivante. 


M 





*) Legendre Exercices de calcul intégral. 
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En désignant par r le second membre de la premiére des à 

tions (10.), on aura, en differentiant par rapport à a: 

i oie {pa SP.Fipt o B.Fo.f*o-]-g p.fa. Fah 

Oa 1--e?c*q?a.9?* 6 

ge Sa.Fß+oPß.fa.Fa).2eo02pga.p?P. ya 
(et oc? qi a.p? pP)? 

En substituant pour Q/z, f’a, F'x leurs valeurs données par les équa- 
tions (9.), 11 viendra 


(22) = fa.Fa.fPp. FP 2e c 9? a.9? Pp. fa.ff.Fa.FB 





| oc) .. 1--e*c*q?o.9?8 GORE daa q? 6) 
ds qa.q B. 1d e cg? ag? f] i —c Foe e? f? oj —2e*c?gpago.q?. fra. Fra 


(1 4-0? c? g? Tg? By M 5i» 
dou, en substitüant pour f*« et F*« leurs valeurs: 1—c*@*a, 1--'e Oz, 
et en réduisant, on tire 154. 
(ar ea (Cm d pf + fe ff-Fa.FB)—2¢c*pa pip at go) 
Ca (1 +e? c? p* a. p* 8)? 

Maintenant « et (2 entrent symétriquement dans l'expression de r; donc 


on aura la valeur de (25); en permutant « et (2 dans la valeur de (2) 


Or par cela l'expression de (£5) ne change pas de valeur, done on aura 
(22) = Ga: 
Cette équation aux différentielles partielles fait voir que r est fonc- 
tion de «+; donc on aura 
= (a+). 
La forme de la fonction | se trouvera, en donnant à (? une valeur par- 
ticulière. En supposant par ex. Q — 0, et remarquant que B So 
f(o0)2 1, F(0) — 1, les deux valeurs de r deviendront 
r= Q(x) et r= (a), 
donc | 
V (s) = (o, 
et de là 
r= VAR) = 9(«-4-. 
La premiére des formules (10.) a donc lieu effectivement. 


^ . . 
De la même manière on verifiera les deux autres formules. 
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3 | 
Des formules (10.) on peut en déduire une foule d'autres. Je vais 
rapporter quelques-unes des plus remarquables: Pour abaeger je fais 


11. 1-pecQa.Q = R 
En changeant d'abord le signe de (9, on obtiendra 
9(«4-B) + Q(« —6) = 9?*-7P-P8 
9(« +B) — Q(a—8) = 2962. Fe, 
fe+P + fe m = AE, 
f@+E) — fa—p) = Ae Pe PP Po FB 


F(a 4-8) + F(a— 0) = Jade 


F(u4-8) — F(a—£) = A eS a IRRE 


En formant le produit de Q(2 4- ) et Q(x —), on trouvera 
De oO) ie Rb RA n Fe qa fa Ff v6. fa. Fo 


R 


gra. f? B. LE q* BF a. F? a 


15 PT CEN US AK 
u m ee 


ou, en substituant les valeurs de f?ß, F°G, fa, F?« dans QQ et De: 
(a+ 8).9(a — Q) = "pe 
— Geno? Alte gto. gd) 
R? ? 
or R=1+4ec’Pa. PZ, donc 
13. Q(x4-9).9(e — 8) = ESSE 


On trouvera de même 





a—c 2 À Pa Ff? fB—c*q?a. PF? B 

Voce AG drei mn REIR. Pop a PE 
du 1—c^g?a-—c?q? 8— c?e?g? Huy fe. f * 8 —c?(c*?--e*)g?a. q? B 
= EB ZEN LEE RSR PE, 


14. 
FPra-te’o?p.f’o P? G-1-0? p2a.f? 
F(a.4- Q).F(a —() = Ra ph à Te ea M 


4 Feg?oe--e9*B—c*c?q?n.q? 8 __ F?a.F* 8 — e*(c*-Fe?)g?a. q* 8 
pe POUR EE CIEE CE NE EP mn — EXC CERERI TI ere die on 
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4, . , 
En faisant dans les formules (10.) Q — + > Bi, et remar- 


e wo. 
quant, que f(* 3) — 0, F(*) — 0, on aura 














a u me” Re 
2 
pe 
1» F(a x 2)— E ? ‘ 
e (n7) c trim F(a+ Ti) uM ae Lie 
2 
TD 
fet) = =, 
ou bien: 
9 (s ++) = +2 te! f(« +2) = + Ve + e). £2; 
16. Fler) = ere) Aes 
o(sx 5) = xl m Far) = iy(é- e). 
flatgi) = Yet a 
De là on tire sur le champ: 
(242) oe f) ren) 
17 FS te) = (5 —«); 


o (Zi a) cu ez i— «); F(Sit a = — F(2i — à); 
Aie) m fi 9); 
18. (5) e(t) 2 Mat s) Fs fo) fa 


. D . 
En faisant «= a et +7, on trouve de là 


(te) EES) as +) 


Ensuite 
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Ensuite les équations (17.), en y mettant dans les trois premiéres a+ 


au lieu de c, et dans. les trois dernières « + Ti au lieu de a, donnent 
les suivantes 
P+) = —9«; f(« 4-9) = —fa; Fleto) = Fa; 
Q(a -- 02) — —Qu; f(a+ai fa; Pa+oi)=—Fa; 
et en mettant +» et a-+ oi au lieu de «: | 
P(2m +4) = Qu; PRRite) = Qa; O(»-]- oi a) = Pa; 
20. (Qo «- 2) — fa; f(si 4- a) = fa; 
Fo +a) = Fa; FQ0t+-a) = Fu. 
Ces équations font voir, que les fonctions Qa, fa, Mx sont des fonc- 
tions périodiques. On en déduira sans peine les suivantes, où m et n 
sont deux nombres entiers positifs ou négatifs: 
q (m-n) w + (m—n) ai a) = pa; (a AD ga Carine Ma RRQ 
fQmo--naoitea)= fa; f(Qm-4-1)o--noi-- ac) = — fa; 
Fimo+2noi+e)=+Fa; F(mwe--(2n-4-1)9i--«) = — Fa. 
Ces formules peuvent aussi s'écrire comme il suit: 
Olmo-tnaite) = + (— 1)", 9o, 
22. (f(mo+tnoita) = (— 1)". fe, 
F(mw+noita) = (—)". Fa. 
On peut remarquer comme cas particuliers: 
Pimota)= t(—1).04; O(naita)= 1(—1). Ga; 
22’. C f(mota) = (—1)".fa;’ fmaita) fay; 
Fon a) = Fa; FF (nai o) =(—1). fa. 
a: 


Les formules qu'on vient d'établir, font voir qu'on aura les valeurs 





des fonctions Pa; fa; Fa pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires 
de la variable, lorsqu'on les connoit pour les valeurs réelles de cette quan- 
. :@ * . . 
tité, comprises entre -- et —+ et pour les valeurs imaginaires de la 
. Y . [n] © 
forme (32, où ß est comprise entre v: et VRAT 
En effet, supposons qu'on demande la valeur des fonctions @(a<-{f55), 
f(a-4-8), Fa+2), où « et 3 sont des quantités réelles quelconques. 
En mettant dans les formules (10.) (97 à la place de (2, il est clair, qu'on 
aura les trois fonctions dont il s'agit, exprimées par les fonctions: Qa; 
fa; Fa; Q(Q2; fd; F(Bi). Yl ne reste donc, qu'à déterminer ces der- 
Crelle’s Journal. IL Bd, 2, Hft, 15 


110 Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 


nières. Or, quelles que soient les valeurs de « et (9, on peut toujours 
trouver deux nombres entiers 77 et 7, tels que e—=m.wta‘, B=ns+tß', 


. . [0] 
où &/ est une quantité comprise entre O et +3; et 2’ entre O et +=. 


Donc on aura, en vertu des équations (22.), en substituant les valeurs 
précédentes de « et ß: 
De) = Pimuta) = +(—1)".02, 
fle) = f(mota) = (—1)".fa! 
F(a) F(mota) = Few, 
PU = O(+naitP'i) = to), 
fe) = f(nsixQl) —f(g, 
PCC F (noi + (' i) v (— xy". F (B' 1). 
Donc les fonctions Pa, fa, Fa, Q(Bi) f@?, F(Bi) seront exprimées 
comme on vient de le dire et par suite aussi les fonctions Q(a-- 7); 
fe.4- 825 F(a 4- B3. 
Nous avons vu précédemment, que (Qo est réel depuis ved ed 


q (ei) 
i 


T 


jusqu'à &= T et que est réel depuis 4 —— jusqu'à tz 
Donc en vertu des équations (22.) il est clair: 
1) que Q(x) et ied sont réels pour toute valeur réelle de 2; Qa 
1 1 
et PH entre — — et + 3 


- i) 


k 1 
est compris entre — — et Le, 


2) que Q(a) sévanouit pour a — mm, et FT pour 4 — mo, m étant 


un nombre entier positif ou négatif; mais De) n’est pas nul pour au- 
cune autre valeur réelle de a. 
En remarquant, que fa = y (1—c(Q?2) Fa = y(14-eC o, il suit 

de ce que nous venons de dire: 

1) que les fonctions f(a); F (9; fa); F(az) sont réelles pour toute 
valeur de a; | | 

2) que f(æ) est compris entre les limites — 1 et +1 et F(a) entre 
les limites + 1 et + VG+<), ensorte que Fa est positif pour toute va- 
leur réelle de a; 

3) que f(&i) est positif et compris entre les limites + 1 et V 4-5) 
et (az) entre les limites — 1 et + 1 pour toute valeur réelle de a; 
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4) que f(a) s'évanouit pour a= (m+ 2) et F(ia) pour a— (m + s; 
mais pour nulle autre valeur de o. 
Ün remarquera ce qui suit comme corrollaires qu'on tire des for- 
mules (22): 
1) Soit a==0. Dans ce cas, en remarquant, que 0(0) = 0, PHONE TL 
F(0) = 1, on aura 
O(mw- nal) = o, 
25. (f(no-+ noi) = (—))”, 
Fimo +n&i) = 1. 


23 SRE = En vertu des équations: 
(>) 


== 
on aura 
(m+ Do nai) = ("tr —, 
Kkm+3)o+ no!) = 0, 
Flm+ De + nei) = (N. 


3) Soit rey En vertu des équations 


OG) = detur Gaye PL] = 05 


e 
on aura: 


D(mo+(n+}ai) = "tr, 


fimo+(n+ Dei) = (—1)y. 2, 
F(mo+(n+i)si) = 0. 
4) Soit a = > + Ti. En vertu des équations ci dessus on aura 
9 (m 4-3) + (n+ Doi) = 
26. X (n 4- i)e d- n+ pal) = 
dM (Gn 4-3) + (m+s)oi) = 


^2 
Qa 


“ 


2 


: ‘Ole Ont 


6. 
Les équations (23.), (24.), (25.) font voir, que la fonction ©(a) s'éva- 
nouit toutes les fois que à est de la forme & — mo -- nal; que fa séva- 
nouit toutes les fois que & est de la forme a — (m--i)e--noi, et que 


Fo, s'évanouit toutes les fois que «& est de la forme a= moe -]- (2 4- i)oi. 
Tous 
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Or je dis que pour toute autre valeur, de a, les fonctions Oa, fa, Fa 
auront nécessairement une valeur différente de zéro. | 
Supposons en effet, qu'on ait — 
Q (e d- 67) — 0, 
o et ( étant des quantités réelles, En vertu de la première des for- 
mules (10.), cette équation peut s'écrire comme ıl suit: 
qo f(Bi).F(Bi) + 9(8i).fe-Fa | 
1 +-e? c? pa. p? (B i) game 
Maintenant le quantités Qao, (Rx), FR?) sont réelles et Fan est 
de la forme 7.4, où A est réel; donc cette équation ne peut pas sub- 


\ 


sister à moins qu'on n'ait séparément: 

9(a) .f(Bi). F(Bi) = o; Q(82. fa. Fe = o. 
Ces équations ne peuvent étre satisfaites, que de deux maniéres, savoir 
en faisant 


O(a) = 0, Q(D2) = 0, 
f(Bi.F(Q8; = 0, fa. Fa = 0. 


Les deux premières équations donnent 4 — 71:9;  — a. 
Les deux dernières, en remarquant que Fa et f((27) ne peuvent 
jamais s'évanouir, donnent 
| je = 0, FPE 0 


ou 


d'où | 
a = (m+ De B= (n4- De. 
Mais pour ces valeurs de « et ß la valeur de Q(a-l-(97) deviendra in- 
finie; donc les seules valeurs de a et ß sont « — 71e et Q — no, et par- 
conséquent toutes les racines de l'équation 
P(x) = 0, 
peuvent ètre représentées par 
27. x = mo + nai. 
De la même manière on trouvera, que toutes les racines de l'équation 
f(x) = 0, 
peuvent être représentées par 
28. x = (m--i + nai, 
et celles de l'équation 
F(z) = 0, 


par 


29, s = mo + d sk 
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tks 
Les formules (26.) font Xp qu'on Papa aux Moa équations 
Q(x) = à, f(x) 8$, F(x) = 
en donnant à z une des valeurs de la FE 
30. w= (m+ 3e + (n 4- Hai. 
Or on peut démontrer que les équations en question n'ont pas d'au- 
tres racines. 
En effet, ayant 








Fe men, = ‘Hes LA nr = y 
y var pt) DA RTE 


les équations en question entraineront celles - ci: 
o 0 . I.» 0 
p(x—5—7i) = 0; f(«e—Zi) = 0; F(« — 2) AO 
mais en vertu de ce qu'on vient de voir dans le numéro précédent, les 


équations donnent respectivement: 


2M feel A 3 x— Zi = (m+ i)w+nai; 


r— 5 c mo -(n-429i5 


c'est-à-dire: on aura pour les trois équations: 


z= (m4 Ded (n+}ai, 


8. 
Ayant trouvé comme ci dessus toutes les racines des équations 
Ox) = 0; f(x) = 0; F(x) = 0; 
Q(x) = 83 JG) = à; F@) = à; 
je vais maintenant chercher les racines des équations plus générales. 
(x) = Da, f(x) = fa, F(x) = Fa, 
ou @ est une quantité quelconque réelle ou imaginaire. 
Considérons d'abord l'équation 
| (a) — Qa = 0 
En faisant dans la seconde des formules (12.) 


Fy a Ca 
ne ß — 2 


c. q. f. d. 





Gq — 


? 


fr) rH) aE) _ 
IIT 


on irouvera 





Dax «nm Da = 
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, 


Cette équation ne peut subsister que dans l'un des cinq cas suivans: 


IUSTI e (25°) — 0, dou x = a--2me-2noi, 
07 81 gus 

















re) = o, d'où & = —a-- (2m 4- 1)o 4- 22i, 
3. ar) = o, d'où x = — a + 2m0 +(2r + 3i, 
& PES) — 8, d'où x — a+ (om+1)o+ (27 + Ya, 
5) oe) = i, d'où © = — @ + (2m + 1)o + (an + 1)oi, 


La résolution de c:: cinq équations est contenue dans les formules (27.), : 
(28.), (29.). 

Des valeurs trouvées de x il faut rejeter celles, que donne la 
formule, 

x = — a + (27 +3)o + (2n+1)x:, 
car une telle vaieur de x donne en vertu de (22.): 
Ox = — Qa, 
tandis qu'on doit avoir x = Pa; mais les autres valeurs de x, expri- 
mées par les quatre premières formules, peuvent être admises. Elles 
sont, comme on voit, contenues dans la seule formule: 
91. x = (—1)"".a + mw + nol. 

Telle est donc l'expressioz générale de toutes les racines de l'équation 


(Dose a, ; 
De la méme manière on trouvera, que toutes le racines de l'équation 
fx L— fa ; 


sont représentées par la formule 
32. x == + a + 2mw + nol, 
et toutes celles de l'équation 
Fx = fa, 
par la formule 
39. x — + a + mw + 271. 


eae | SRE ; 
Formules, qui donnent les valeurs de @(na), f(na), F(na) 
exprimées en fonctions rationelles de Qa, fa, Fa. 
9, 


Reprenons les formules (12.). En faisant dans la 1°, 3° et 5° 
o zn, il viendra: , . 
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60 0B = — pans + SOO E75, 
9. (fn -)8 = — f(n—18 + WEP, 
F(n 4-1)B = — F(n—1)8 + FRE 
où R= 1+ ce.Q (28). O°, | 
Ces formules donnent la valeur de O(n+1)8 en O(n—1)6 et 
O(n); celle de f(n + 3) en f(n—1) et f(nß), et celle de F(n +1)6 


en F(n—1)( et F(n(). Donc en faisant successivement 7 — 1, 2, 3... 
on trouvera successivement les valeurs des fonctions: 


Q(28); PBB); PAR)... .. OMB), 


S28); fGgp, f(B)..-... f B) 
F28); FSB; FAB) - . F(np) 
dui uncos en fonctions rationelles des trois ANSE 
OB; fg; Fg. 


En faisant p. ex. 2 — 1, on aura: 
2.9P.fPp.F 
ve = Poe 
9 2 
39. JB) = ra n oa Ey 


SFR 
POE qu ET oT 2 ç2 q^ 


Les fonctions C(29), f(ng), Finß) étant des en rationelles 
de OB, fG, FR, on peut toujours les réduire à la forme 9 où Pet © 


sont des fonctions entières de OG, fß, FR. De même il est clair, que 
le dénominateur ( aura la même valeur pour les trois fonctions, que 
l'on considére. Soit donc 
P, P, = 
33°. Daß), = 0,” "EO 0,” F(nß) = 0,’ 


on auraégalement 
Pha 


Qnd-)8— TH, fat = on F(n4-1)8 — 5, 


Que Pe, fang =F, Fa—n)= F. 


En substituant ces ra la premiére des MY (34.) deviendra: 


Pati aa. Pr 2 te FP. 


I TT mem ee FANS 
Qua One 1 + 0? e? p Fi A 
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en Prax _ — Pr (Oi+o8 eg? B. P2)--9 Pr. On: Onna fF. FÉ 
Quas | Qu (One? c* p* B. Pn) : 
En égalant les numérateurs et les dénominateurs de ces deux frac- 
tions, on aura | 
36. Rn = — P, ,(0;-- te 0'D.P7) + 2fB. FO. P... Q,. Q, ., 
37. Qu QI ecpp. pP», 
La seconde et la troisiéme des équations (34.) donneront de la méme maniére: 
38. Pha = — Por (GA 3-60 B. P5) + 2/8 P, Qn Ona 
39. P, = —B..(Q; cep. P)-raerFD.P OD 5 
En faisant dans ces quatre formules 2 = 1, 2, 3 ..... , et remarquant, 
quon aura: 
Q, 71; Q, —1; P, —0; P, — 06; 
R=1ı P —f8; Po=1;, P=FBß; 
on trouvera successivement les fonctions entières Q,, P,, P!, P7, pour 
toutes les valeurs de 7. 
Soient pour abréger: | 
410. QD wp = yah Ree Bet 
AL ER LIEN MP 
les formules précédentes donneront: 
EDER, — (RE R,, 
42. T — (mr DNUS + 2y¥ 2. PO fürex 


z^ — [m Ken, + By Oy. 0n 
P. =) PW + DE 2o Quod 


En posant 7 — 1, 2, on aura: 
DUREE cr JOD ete S 
QR =1+ecx", 


I 


R 
2, 


| 


PS TM an 2yzP,.Q,.0, = 2xys, 

E=— PR, + RyR.QQ, = —1 = eat 4 ay, 
Pozzo + 22 P00, = — eC ere. 
Re = Qi selec = (x dede Mexx 


Q, B, nt R,, 
MOS pg -H 2yzP,0,L, EET xd + o y*'z'x.Q, 
v2 y’2°.Q, 434] Rif, 


SD 


a 


Iu td mu gd gg 


i. 


ln = — PLR, + 2y.P,.0,0, = — y.H, + 2yP.Q, 
yi20,P, M R,\, 
Pica P, Ra 


En 
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En continuant de cette sorte, et en remarquant que y* = 1 — eat, 
Z^ — 1 + e€x', on verra aisément, que les quantités: 








On; ev +, Pens ag Ba, a 
sont des fonctions entières des trois quantités x°, y?, z? et par conséquent 
aussi de l'une de ces quantités quelconque pour une valeur entiére quel- 
conque de 7. 
Cela fait voir que les expressions de O(n), f(z), F(nß) seront 
de la forme srivante: | 
(0228) = 08./0.FB.T, Pen +8 = 00.7, 
45. { f(an3) = T., f(an--1)8 = f8.T", 
Fe aa zu Fan + 19 = Frg.7'", 
ou 7 etc. représentent des fonctions rationelles des quantités (DB), (fy, 
(FB). 
9. I. 
Résolution des équations 


Q(ng) = 2^ fap) = o F(nß) = a 
10,5 v. 

Suivant ce qu'on a vu, les fonctions D(nß), f(nB), F(nß) s'expriment 
rationellement en x, y, z. Le cas contraire n'a pas lieu, car les équa- 
tions (35.) sont en général d'un degré très élevé. Elles ont par cette 
raison un certain nombre de racines. Nous allons voir, comment on 


+ 


peut aisement exprimer toutes ces racines au moyen des fonctions D, f, £F. 
A. Considérons d'abord l'équation Q(n()) = 3» ou Q,.Q (2) — P, 
et cherchons toutes les valeurs de x. 
Il faut distinguer deux cas, selon que 7 est pair ou impair: 
1) Si n est un nombre pair. 
D'après ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent (45.), on aura 
dans ce cas | 
(Q(2np) = q(x).x.»y.z, 
c'est-à-dire, en vertu des formules 
y: mmy — cta); suem yf (a wer) 
| (ang) = sx (x*).y [a — c2) 43-625). 
Donc l'équation en x deviendra, 
Q* (22) = (LU) at) 4 625) 
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En désignant le second nombre par 9(x"), on aura 
Qn) = 6). 
OR étant une des valeurs de x, on aura 
46. @°(2n8) = (DE), 
équation, qui a lieu, quelle que soit la valeur de ß. Pour trouver les 
autres valeurs de x, soit x: — Dc une racine quelconque, on doit avoir 
(eng) = (to). 
Or, en mettant dans (46.) « au lieu de (9, il viendra 
D’(ana) == 0(Q*a), donc: 
47. Q'(an()) = (eau); 
équation, qui revient a ces deux-ci: 
Q(2na) = Q(2np) et Q(2na) = — Q(2ng). 
La premiére donne en vertu de (31.) 
ana = 2n(.(—1)"*" + mo + pai, 
où z et w sont deux nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, 
zéro y compris. 
La seconde donne 335 mêmes valeurs de 22a, mais de signe con- 
traire, comme il est aisé de voir, en l'écrivant comme suit: 
QC—2na) = Q(enp). 
Toute valeur de 27a, qui satisfait à l'équation (47.), peut donc être re- 
présentée par i 
ana = + (2np.(—1)"t" + mo + pol). 
De là on tire la valeur de a, en divisant par 22, savoir: 


+ (Cay. p+ od ai): 


Ayant la valeur ^ &, on aura 
48. Qu — + p(—a 64+ Moy oi) = 2 
Donc toutes les valeurs de x sont contenues dans cette expression, et 
on les trouvera, en donnant aux nombres m et p, toutes les valeurs en- 
üéres depuis — oo jusqu'à + oc. Or pour avoir toutes celles qui sont 
différentes entre elles, il suffit de donner à m et x des valeurs entières 
moindres que 27. En effet, quels que soient ces nombres, on peut tou- 
jours les supposer réduits a la forme: 
m — 2n.k +m, y — 2n.&' + u, 

où #, & sont des nombres entiers, et m‘, w', des nombres entiers moindres 
que 22. En substituant ces valeurs dans l'expression de x, elle deviendra : 
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de ILE + "i m u’ ^ 1 

— + oc MB ao + at + kop bai} 
or en vertu de (22.) cette expression se RL à 

49. x = + ot + “ot fail. 

Cette valeur de x est de la méme forme que d précédente (48.), 77 et 
| seulement sont remplacés par m‘ et p^; qui, tous les deux, sont posi- 
tifs et moindres que 27; donc on obtiendra toutes les valeurs différentes 
de x, en donnant seulement à m et u toutes les valeurs entières depuis 
zéro jusqu'à 272 excl. Toutes ces valeurs sont nécessairement différen- 
tes entre elles. En effet, supposons par ex. qu'on ait 


+ elc» Mot Keil 
— E022" 2 Lo + dui], 


il sen suivrait, d'après (31.): 


(—1) 9" + ot Koi tla pt op tol + Bo + ial, 


In“ 
k et £^ étant des entiers. 
Cette équation donne: 
ul = kone, m = k.enkm, (—1) t= + (— ı)"tr, 
Les deux premiéres équations ne peuvent pas subsister à moins que 
k'—1, k=1, p’=2n—p, m'=2n—m, et alors la dernière deviendra: 
Cr aes, 


d'ou lon tire: 
— tr = — 1, 


résultat absurde. 

Donc toutes les valeurs de x, contenues dans la formule (48.), sont 
différentes entre elles, si 7z et x sont positifs et moindres que m. 

‘Le nombre total des valeurs de x est, comme il est aisé de voir, 
égal à 2(2 2j — 07°, or l'équation "a Aa ne peut pas avoir des 


à 1 x? 
racines égales, car dans ce cas on auroit E: ael Ci Md — 0, ce qui donne- 


roit pour x une valeur indépendante de (2. AM le degré de l'équation: 
Q'(2n(9) = 6(x*) est égal au nombre des racines, c'est-à-dire à 87°. 
Si par ex. 7 — 1, on aura l'équation 
N 4 x? (1—c? x7) (1+e? ne) 

! 20) = (x?) = ——— —-————u 
as En © ( B) (x = (1 + e2 c? x4)? 

EX .O (2p) == 4 x*(—ca*)14- ex), 

16* 
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et d’après la formule (48.) les racines de cette équation, au nombre de 
huit, seront: 


rds d B Lois RM e(— 8-4 2). 
= £O(-B45), so its) 


2) Siz est un nombre impair = 27% + 1. 
Paca 


2n-F1 
nelle de x, et par conséquent l'équation en x sera: 
2 41 en 
50. Gar +) = +. 
Qi 
Précisément comme dans le cas précédent, on trouvera, que toutes 


Dans ce cas est, comme nous l'avons vu, une fonction ratio- 


les racines de cette équation peuvent étre représentées par 


31:; Se o (t— 18 4- 5 ot ai), 
où il faut donner à 77 et p toutes les valeurs entières depuis — 7 jus- 
quà + 2 incl. Donc le nombre des racines différentes est (27 + 1). 
C'est aussi le degré de l'équation en question. On peut aussi exprimer 
les racines par 
alter): 
Si par ex. 2 — 1, on aura une équation du degré 3*— 9. 
La formule (51.) donne pour x les 9 valeurs suivantes: 


PB; 


| 
| à 
= 


8 cs owls 


Oo 6 

ptm 
+ + 
| 

| a 


GE cl 
-- 
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B. Considérons maintenant d 


52 [aD = 


et cherchons les valeurs de y, qui Want à cette équation, La fonc- 


4 
7L 


. P / . os? . 
tion .- étant, comme on a vu plus haut, rationelle en y: l'équation en 


7L 


y, en faisant pati L(y), sera 


On 
f(ng) = v» 


Une des racines de cette équation est y —ff, donc, quelle que soit la 


leur de f: 
jr 53. [RD = LB). 


Pour trouver les autres valeurs de y, soit & une nouvelle inconnue, telle 


que y=fo, on aura 
fg) = eu 
or, en vertu de (53.), le second membre est égal à f(a), donc pour dé- 
terminer à, on aura l'équation: 
f(na) = f(nQ). 
En vertu de (32,) cette équation donne pour expression générale de za: 
nog = + n(j--2meoe--wuoi, 
m et » étant deux nombres entiers positifs ou négatifs, zéro y compris. 
De là on tire 
g 4-2 EE ai, 
et par consequent: 
— ETS 2m Has iu 
fa = f\+B+—o+— ai = Y. 
C'est la valeur générale de y. Maintenant pour avoir les valeurs diffé- 
rentes de y, je dis, qu'il suffit de prendre ß avec le signe -+ et de don- 
ner à m et yp toutes les valeurs entières, moindres quer. En effet, comme 


on a f(+-a)=f(—u), on aura d'abord: 
‘he B+ To + si) = f(@—o— Éai). 
Donc on peut toujours dans l'expression de y prendre ( avec le signe +. 
Ainsi toutes les valeurs de y sont contenues dans l'expression 
94. y = a + To + Lai), 
Maintenant quels que soient les nombres 77 et y, on peut toujours 


supposer, 


== En ms ut kun + u), 


122 Abel, recherches sur les fonctions ,elliptiques. 


où k, E', m’, u' sont des nombres entiers, les deux derniers étant en 
méme temps positifs et moindres que z. 


En substituant, il viendra | 
= (B4 TU + Kai +2ko+ kai). 


Or, en vertu de (22.) le second membre de cette équation est égal a 


SO. f(g - 5 o + Kai) zi, 


quantité de la méme forme, que Je second membre de (54.); seulement 
m‘ et u/ sont positifs et moindres que 7: Donc etc. 


En donnant à 7 et u toutes les valeurs possibles, moindres que 7, 
on trouvera un nombre n? de valeurs de y. Or, en général toutes ces 
quantités sont différentes entre elles. En effet, supposons par ex. | 


2m foe deis 2 te pcs 
(e+ Pot ui) tr) 
on aura en vertu de (32), en désignant par £, £^ deux nombres entiers: 
p+ fap "gil (+ za o + ai) + 2hkw + kai. 
Puisque ( peut avoir une valeur irrationelle quelconque, il est clair que 


cette équation ne peut pas subsister à moins qu'on ne préfére dans le se- 
cond membre le signe supérieur. Alors il viendra 


t À ; 
a+ Lai —— 0 "si oho + kai, 


d'ou l'on tire, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires: 
. m -m'--kn; p= wk, 
équations absurdes, en remarquant que les nombres 77, m’, u et p^ sont 
tous positifs et inférieurs à 7. Donc en général l'équation 
fp) = v) 
a un nombre 7? de racines différentes entre elles et non un plus grand 
nombre. Or généralement toutes les racines de cette équation sont diffé- 
rentes entres elles. En effet, si deux d'entre elles étoient égales, on au- 
roit à la fois: 
J(nB) — (y) et 0 = v'(y), 
et cela est impossible, si l'on remarque que les coéfficiens de y dans W(y) 


ne contiennent pas 9. Donc généralement l'équation (52.) est nécessai- 
rement du degré 7°. 
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C. L'équation 
56. Fünf) = o 


étant traitée iux S de la méme Dd par rapport a Z, que Pe 


quation f(nß) = Ar Ya été par rapport a y, donne pour expression gé- 
nérale des e de z: | 
m ZEN. 
n 
où m et m sont entiers, positifs et moindres que 7. Le nombre des va- 
leurs de z est 7°, et elles sont en général toutes différentes entre elles. 
Donc généralement l'équation (56.) est du degré 7’. 


11. 
Nous avons trouvé ci-dessus toutes les racines des équations 


PROD =, fn) =, Fap)= S. 

racines, qui sont exprimées par les formules (48), (51.), (54.), (57.). Tou- 
tes ces racines sont différentes entre elles, excepté les cas de valeurs par- 
ticuliéres de 2; mais pour ces valeurs, les racines différentes sont conte- 
nues dans les mémes formules. — Dans ce dernier cas un certain nombre 
des valeurs des quantités x, y, z seront égales; mais il est clair, que 
toutes les valeurs égales ou inégales seront néanmoins les racines des équa- 
tions, dont il s'agit. Cela se fait voir en faisant converger ß vers une 
valeur particuliére, qui donne pour x, ou y, ou z des valeurs égales. 


En faisant dans la formule (48.) @ = x) on aura l'équation 





P . mu & m u SN. 
98. Q'a— zo dont les racines sont c= + ((—1) tue | Put Ei); 


et où m et 4 ont toutes les valeurs entières et positives moindres que 27. 


En faisant de méme dans la formule (50.) Pier on aura 
Qa — dun dont les racines sont 
Qi TH 
o vnd mW p A 
get en) 
m et (4 ayant pour valeurs tous les nombres entiers depuis — 7 jusqu'à +n. 
Enfin en faisant dans (52.), (56.) B= — —» on aura l'équation 
Hat ob dont 185 racines sont 


60. y = f(£4="o4 si), 
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et l'équation 


P. 
Fa = 


0,” dont les racines sont 
7t 


= F(£4 754 "ta i) 
61. c= F(5 4754 Ex i), 
ou zn et p sont renfermés entre les limites 0 et 2 — 1 incl. Sin est 
impair = 2n-+ 1, on peut aussi supposer 
D P e Ya Dod oe CNN. NECNON A 
y= cc tutti) 
Ay aS Ni zai ias T 
sierra POM F(z tait tati) 


m et u ayant toutes les valeurs entières de — 7 à +7. 
Dans toutes ces équations la quantité « peut avoir une valeur 
quelconque. 
Comme cas particuliers on doit remarquer les suivans: 
1) En faisant dans (58.) et (59.) & — 0, on aura les équations 
P;, =0, dont les racines sont role 0 + 5 ai) 
69 (les limites de m et u étant 0 et 22 — 1), 
T DIE AE nc m ) 
Pins, —0, dont les racines sont n= po + aii 
(les limites de 77 et u étant — 2 et +7). 
2) En faisant dans (60.) «um. et dans (61.) a, et remar- 


quant, que f(5)2, F(Z.) — 0, on obtiendra les deux équations: 


2 
Aci Mig: 1,9 , 4. A) (les limites 
63. P,= 0, dont les racines sont yz (Gm4- 52 + " gi) de elaine 
64. P, — 0, dont les racines sont z=L (ok (2+ 3) m) pes 5 IR 
3) En faisant dans (58) «4 = 5 J- A et en remarquant, que 


0) Qe di. : $ 
e( -- 2) = 5, on aura l'équation 
; Qi =) 0, 
dont les racines seront: 
6) ins m 
» = eo(m-4ico»t92 + Ut EH). 24). 
Les valeurs de x, doivent étre égales par paires, et l'on verra aise- 

ment, que les valeurs inégales peuvent étre représentées par 


65. x — O((m4 Dzs-4- (3-25). 


en 
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en donnant à 7 et toutes les valeurs entières depuis 0 à 22—1. Donc 
ce sont les racines de l'équation 
Qu = 0, par rapport à x. 


En faisant de méme dans (59.) Qo 2 + Fi, on aura l'équation 


e 2 
^ Qui — 0, 
dont les racines seront: 


© = Cay e(m- Dg ++ 0525). 
66. y — (ay. f (m Dg tut Dr) 
= (-1y.Flm4 + 0-052) 
m et p ayant pour valeurs tous les nombres entiers de — 7 à + n. 


Parmi les valeurs de x, y, z, il faut remarquer celle, qui répond 
a msn, pan... Alors. on .a 


2 Cyro. A7 i) — $ 
y (—ay. f (4 + Zi) = 5 
Z = (—iy.F(7 Ti) => 


Ces valeurs infinies font voir que l'équation Q,,,, — 0 est d'un degré 
moindre d'une unité que celui des équations, dont elle sort. En écartant 
ces valeurs, les restantes, en nombre de (an + 1)’ — 1, seront les racines 
de l'équation Qu, == 0. 





9.4 -IV. 
Résolution pide des équations 
Pont: "Ep ze , P 
Ar == Feo. 
" Qoi j um Omer í Ocntı 
Tu 


Nous avons vu dans le $. précédent, comment on peut exprimer 
aisément les racines des équations en question au moyen des fonctions 
Q, f, F. Nous allons maintenant en déduire la résolution de ces mémes 


équations, ou la determination des fonctions e, of (5, F (2), en fonc- 


n 
tions de Qa, fa, Fa. 
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eG) = of (4) 


Comme on a 


on peut supposer que 7 est un nombre premier. D'abord nous considé- 


rerons le cas, où 2==2, et ensuite celui, où z est un nombre impair. 


A. Expressions des fonctions (2), I); F(2). 
13. | 


a à 
Les valeurs de (2), Ja (2-), F(S) peuvent étre trouvées trés fa- 


cilement de la manière suivante, En supposant dans les formules (35.) 


p =>; et faisant 
2 = 0), rae) := ra) 


219 ea 5 2 2 
fe) = m. Rig) Ban 


ou bien, en substituant les valeurs de y? et z? en x*: 
1— 2c? x? — 67 e? a4 1 tee re 0" ae 
f(x) EEE EH ee ee 
1 + e? c? x4 14-e? c? x* 
Ces équations donnent 


2(1— 2c? x?) 
1H fa. Tec xt ? 1 fe, = 


il viendra: 


202 do aA Uoc id 
s d44-eee4 77 
2 e? x? (1— c? x?) 2(1+e x?) . 
Fe—1 = = 
lad Bi Rn d est Ph 








d'ou 
Fa—1 _, , 1—fa ca 
TAP ee A ae ees 
et de là , en remarquant, que y=1— er, 2° = 1 + ex: 
NEN Sel ARE S E (EO Aah 
{fa IN 4 d PD. 


De ces équations on tire, en extrayant la racine carrée, et rem- 


i: | 
plaçant x, y, z par leurs valeurs 9(), JG. F(4): 


fe (grad esi À (s. 
L(G) = GEL iva). MES 


Telles sont les formes les plus simples qu'on peut donner aux valeurs 


de : & (€ fe & | 
des fonctions e(=), FER F (5): De cette maniere on peut exprimer 


z 
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algébriquement e(), te), r(S) en fa, Fa. De la méme maniere 


2 2 
(4), fds F(<) Sexprimeront en bise Bio et ainsi de suite. 


5 
a 


Donc en général les fonctions e) ; a) ; of (5 peuvent étre expri- 


n 
mées au moyen d'extractions de racines carrées en fonctions des trois 
quantités Oa, fa, Fa. 
Pour appliquer les formules trouvées ci-dessus pour la bissection 


x (9 
à un exemple, supposons & = >" 


© \ - X 2 3 
Alors on aura ie OS Fee line, done en substituant: 


of) mti) manere) 


/( LY 9) | 
14 Ve +0). 
eG) =VGvet), 








D S. 
TS 
Bs 
nat 

| 


bi 
ou +) m 1 d V(V (e? 4-6?) — c) 
q 4/ 7 Y(c*-c-cY(e*-4-c62)) ^ ec : 
Q) Y (e? ¢* à E 2 
f(x) = FETES) = Lore Cr V(e + c?) 


r9 = 10+) = Ve] 


| À ce (That Miei ote 
B. Expressions des fonctions PEU hase) I Sr) en 
fonctions algébriques des quantités Qu, fa, Fa. 


14. 
Pour trouver les valeurs de 9 (5) Assia) ie) en 


Da, fa, Fa, il faut résoudre les équations 


Ponts P 2) rou . 

e = ea, Fa = = 

p Ont 1 j Qon | Osna 4 

qui toutes sont du degré (2n-Hj1). Nous allons voir, qu'il est toujours 


possible, d'effectuer algébriquement cette résolution. 





17* 
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Soient | 
68. 8 = 2.9 (8 4- D) 
et 


&. ve = Eo (o Zt), 6 = E ro (Ogee), 


ou Ó est une racine imaginaire quelconque de l'équation 6” — 1 zx 0. 
Cela posé, je dis que les deux quantités . 


LR LE et (p yet + QD, pem, 


pourront être exprimées rationellement en @(27 + 1)Q. 


D'abord en écrivant ®,ß comme suit: 
z 2mo 2mo 
PP OR IP i? (6+ 55) - e — £5) 
2mo 2m wo 
E 29 B.A n =): FL =i) 
== PR.zZ(—y" Hl a 
Heer 
on voit, que Q,D peut s'exprimer rationellement en @f. Soit donc 9,8 
= x(Q(9, on a de méme: 


eo ar) = s (eo SEED) 
dea. quon J£. =) 
ll Emme 


ou bien, en faisant 93 = x: 


a (CET) E^ pra : 
en) 00 CU SE 
et en substituant pour f£ et/ß leurs valeurs Y(1—c°x°) et V{1 + ex’): 
c. (e zi ae) N por s oia, à EL IN, 

On LT 1e cb 
or, x désignant une fonction rationelle, le second membre de cette équa- 
tion peut se mettre sous la forme 

TR Riv [a x’) Gex], 


où À, et Ri, sont des fonctions rationelles de x. 














Done ona 


Q, (8 ks du = R, + Ri. y [a — € x9) (1 te’). 


En substituant dans les expressions de WG et 4,0, il viendra: 
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Tn | +n : 
PR = 23, MR. + v Ia— ex) ex). m, (— 9". Ri, 
70. dM Ti 
PP = ZE B,— v [a ex) (+ ex] S(O Rh. 


. Maintenant A, et R, étant des fonctions rationelles de x, les quan- 
+n pn 

tités Zz,(— 60)". RH, et Z,(—8)".R, le sont également. En élevant donc 
- 1 


DB et 4,8 à la (2n+ 1)" puissance: les deux quantités (p g)"* et 
(p, B) pourront se mettre sous la. forme: 
(by — tr VIA — dx) (1 ten], 
BE = t — t IQ — ex) (+ ex), 
£ et # étant des fonctions rationelles de x. En prenant la somme des 
valeurs de (Wf) et (4, (3)"**, on aura © 
(pp + GR = 2t. 
Done la quantité (4) -- (4p, Q)"*** peut être éxprimée rationelle- 
ment en x. Il en est de méme du produit pO. 4,0, comme on voit 


par les équations (70.). 


Donc on peut faire 
71. V9.4,8 = Aw), 
(LRP + OY. Bh = A, (x), 
A(x) et A,(x) désignant des fonctions rationelles de x. Maintenant ces 
fonctions ont la. propriété, de ne pas changer de valeur, lorsqu'on met à 
la place de x une autre racine quelconque de l'équation 


Par 4-1 = et 


Oz i 


Considérons d'abord la fonction A(x). En remeitant la valeur de 


=@(, on aura 
d VB. = AP), 


Kk c k'oi 


dou l'on tire, en mettant ß tad ih au lieu de f: 


9 k'ai 2ko 


2ko 2k Gi _. koi, 2ko\ | 2kmci, 2ko 
a(g (2 T In+1 o) ae ve + 2n-+-1 t spl) “Le 5 2n-+1 or) 
Cela posé, en remarquant, que: 


+n pn k 
72. Exp(m E) e nbn) + Zu (m 4-2) — bim —2—1), 


; j : 2 ko 
on aura, en faisant dans l'expression de B, B= f + Lori 
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(+2) = 3.0/0 +22.) 








2n4-1 2n--1 
= 90+ X. o(o + EDS) —o (p ah 





oe peto) mo (o Sestius) = opea) 
5. (br) o 


2k Bi An) 


En mettant dans l'expression de YG, £5 e op ake 
n n 


de ß, on trouvera 


2k'woi 2 X w +n : IK Gi Qk 
V(8 + +) = 2.0.0 (4 re mae 
or en vertu de (73.) on a: : 


2n +1 2n+1 2n--1 2n-4-1 
ner ne aee) = ao + ale, 
v(B EIE 2k'oi ad 2 ko ) M Sr. o (a + SEES. 


2n 1 Intl 2n--1 
En vertu de (72.) on a 


Tee aw dieu 


Tí 

















donc 








Er. ites 


+ Bt LE (EEE) 


Nr. 2 uo0 
d Q-*. 0". De 
Zu ab Fond +1 


A wer d ( (w send eras ii) 
Q, t ne 9 : +1 y 
donc, en remarquant be (ui —. uon E at 


9(u—n-—1)oi | n)ci , 
o (8 + ET) = 9 (8 + RII. — 20 )= e. (a + SES). 





il viendra 


74. vB + Arten — GE, Le. 


De la même manière on trouvera aussi 


(oh eerie) rue 


Ces deux équations donneront 


2k 2k ou 2k! 0 ]. 5 | 
L(8 ae. d ( | 2ko-4-2k'oi 
StH AT ud p i Er) Tm vB. WB; 


Ver) LEES pret Oe 
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En vertu de ces équations on obtiendra, en mettant dans les valeurs de 


A(MB) et A (GB), B+ TE IT au lieu de £: 
^(99) = »[o(o 4-552777] 


noe) = [eo eter) 


2k 2k 4 
Or, O(B+ TU =) exprime une racine quelconque de l'équation 


Qn I) = Pen. 


Od 
Donc comme nous avons dit, les fonctions A(x) et A,(x) auront les 


mémes valeurs, quelle que soit la racine, qu'on met à la place de x. 


Soient donc x,, Li; 3,....2x,,,, Ces racines, on aura 
1 
À (x) ET negro» i A(&,) m Meli qu T À (25,)]; 
À (x) E. sit (t ay) + À (2) + LS + A (Ga): 


Or le second membre de ces équations est une fonction rationelle et sy- 


métrique des racines de l'équation @(2n-+-1) B= Gu donc A(x)et A, (x) 
| 2n4-1 


pourront s'exprimer rationellement en Q(272-]-1)0. En faisant 
A(x) = DB, À(x) = 24, 
les équations (71.) donneront 


(VAP. Qi Byr = Bre) (LAL (yr = 24 
dou lon tire 
75. DB = VLA E v Ge Bn] = EL. (2 + 
15. 


Ayant trouvé la. valeur de YG, on en déduira facilement celles 


de @,f. 


En effet, en prenant pour § successivement toutes les racines ima- 
ginaires de l'équation 07 *'— 1 = 0, et désignant les valeurs correspon- 
dantes de 4 et B par A, B,, 4,, D, etc., on obtiendra: 

2n--1 +n é QUBi 
H 
Vi CRB) = Sur e (o rg) 


=) 


EN 
2n--1/ 








Vid E Be = £50 (o 


QUA 


Vin. Ave = ao (o 2) 
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De ie on connoit la somme des Lieu 


2 muw 2uwi Di 
3,29 no et EP (B + 2525) 


qui est E US à (@n+1)9(272+1)6, comme nous le verrons dans la 
suite, En ajoutant ces équations membre à membre, aprés avoir mul- 
tiplié la première par 65", la seconde par 0, la troisième par 6;*.... 
et la LE par 6;,*, il viendra: 

-k uk u—k SE Wi 
SE HD. e (04-5772) 
Carr 1.6 (2 4-1)8 4- SAV 4, + V (42 BE]; 

or la somme 

pq DUE 
se réduit à zéro pour toutes les valeurs jy b, excepté pour £ — p. Dans 
ce cas elle devient égale à 22 + 1. Donc le premier membre de l'équa- 


tion précédente devient 


(24- 2-6. (8 + 571): 


donc, en substituant et divisant par (27 - 1), on a: 


70. $. (e qi 5 For L1 = 


D(an+1) + " a eon PER V LA (41 —Br*)]4-... 
m Via. TY GG B5 


Pour £— 0, on a: 


77. 68 2 PH raie AVA BEP) HN AH CAB 


Y 4s d- V (45 — Bar]. 
16. 
Ayant ainsi trouvé la valeur de @,f, il sagit, d'en tirer celle de 
Q[. Or cela peut se faire aisément comme suit: 


Soit 
78, AB E.g o(6+ 22); ds EL o (B- 7). 
on a 
ama _ POA ri) Foi) Er) 
pete") = D PET E Yon ET ROM yen fo Wis hae 








LA ca) PP 
De 


~ 
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De là suit, qu'on peut faire 
LB =r+fB.FB.s; 48 = r— fB.FB.s, 


ou r et s sont des fonctions rationelles de @£. 


De là on tire 
79. V. Jp LA (Of), 
ETF = x, (DB), 
xD) et x, (D) étant deux fonctions rationelles de Of. 


Cela posé je dis, que x(DQ) et x,(@R) pourront s'exprimer ratio- 
nellement en ®,ß. 


On a vu, que 


2mo 2mo 
nF A) 
7 _f 2mw 
1-+e? c?. g* (= ees B 
En faisant Of — x, on aura une équation en x du degré (22-1). Une 


racine de cette équation est x — (C (9; or, en mettant £ + Pri au lieu 





e 


$0. ®, p — ie LÀ 


de B, CQ, ne change pas de valeur, donc z (e T: Seat sera une 


Pie quel que soit le nombre entier À. Or, en donnant à £ toutes les 


on : " 2ko 
valeurs entières de —7 jusqu'à +7, ® e (e + jp esa) prendra 27.-]-1 va- 


leurs différentes, donc ces 272-1- 1 quantités seront précisément les 22 -- 1 


racines de l'équation en x. 
2k 
Cela posé, en mettant 6 + 2 Id au lieu de Q dans l'expression de 


4,8, il viendra en vertu de (72): 


V, (8 + ri jan El ms 3 





uro LN 2 (m -]- n)« 
= 4 i8 4-2, sies or ) 
u E ug 2(n—n—1)o 
—2Z. "(B + ——— Qn+1 —), 


1 mn — 
donc en ayant attention, que PF = 971 et e (e d: apr 29) 


= o (0 4- BH ien resitltera | 
Vo rari) = OB. 
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De méme on aura 


(+) = tsp. 


On voit en vertu de ces relations, que les équations, qui donnent les va- 
leurs des fonctions x(@ß) et x,(0 32), conduisent à ces deux égalités: 


2 [e (8 + z-ri)| = x (98, 
% E (e D 2-1 = x(PP). 





De là on tire 
1 tn 2 k c 
1 Te 2ko 
x. (Q B) — Cyr za [oe Es ml 
Or, ces valeurs de X (PE) et x.(@B) sont des fonctions rationelles et 
symétriques de toutes les racines de l'équation (80.). Donc elles peuvent 
étre exprimées rationellement par les coefficiens de la méme équation, 
c'est-à-dire rationellement en Q,ß. 


Soit 





p 96, VCC) — 5, 


les équations (79.) donneront 


LB = VIC + v(o— D99, 


d'ou, en remettant la valeur de (7: 


2n --1 Tn Imo 
vL Ay 2-1 HT m m 
82. V[C-- y (C— D"*)] = 2,4 0 (9 - 
De là on tire, en mettant 0, au lieu de 0, et désignant les valeurs cor- 
respondantes de C et D par C, et D,: 


2 2nd : any +n ker 2mw 
TH Dery) Et) 





En y joignant l'équation 


9,8 = =.0(8-+ 


on en tirera facilement: 


on on+1 
83. (2n-+1).9(8-4 a) = Q,B + EP y [C, + v (€; — DH]. 
En supposant k=0, il viendra: 

1 on-+ı 2n4-1 : 
84. OB mio 19.84-v [C -v C DEN + V [CatV (Ca—Da |}: 


iei 
2n--1/' 
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Cette équation donne ®ß en fonction algébrique de ®,ß, or précé- 
demment nous avons trouvé ®,ß en fonction algébrique de C (2 + 1) (7. 


Donc en mettant au lieu de (?, on aura Olam 








a . 
Ind -) en fonction 
algébrique de Oa. 


Par une analyse toute semblable on trouvera f (= x en fa et 


(=) en Fa. 





Tr. 

Les valeurs, que nous venons de trouver des quantités ®,ß et ®ß, 
la premiere en Q(22-4-1)8 et la seconde en ®,ß, contiennent chacune 
la somme de 27 radicaux différentes du (272 -]- 1) degré. Il en résultera 
pour Q6, D,ß.... un nombre (22 -- 1)” de valeurs, tandisque chacune 
de ces quantités est la racine d'une équation du (22+ 1)"* degré. Or on 
peut donner aux expressions de ®ß et ®,ß une telle forme, que le nom- 
bre des valeurs de ces quantités soit précisément égal à 27-1. 


Pour cela soit ; 
2 N^ 
i. E. Coss tg + ising ag: 
on peut faire 
Oem TE ET ANT TE INT EE te 
Soient de même 
Te 9wuci 
k C dh k u 
AE 2.0. Q. (8 4- 7571) 


85. 
on aura en vertu de (74.) | 
G+ ET) = VO, 
pi (B E e) — ergs (8), 
V( -L)-v€v6 














V uu) tup. 
Soit maintenant 
y! (8) HA) 
86. (ap? £y + (wi P B)* P(D6), 











we) VEG lis 
(y* B) m + we (B2 m. dM 
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P(@B) et Q(D(9) seront des fonctions rationelles de OC; or, en mettant 
p.v au lieu de (9, il est clair en vertu des formules, que P 
7 . 

et Q ne changent pas de valeurs; donc on aura 
1 TW or 2mo--2uoi 
= e iE npo + 
PPE) . (2n-+1)? Em Zu “ Sr 2n--1 ; 
or, le second membre étant une fonction symétrique et rationelle des 


racines de l'équation Paz +1)P = o, P(D[9) pourra s'exprimer ra- 


tionellement en Q(22-1- 1)(. Il en est de méme de Q((Q(9). Connoissant 
ces deux quantités, les équations (86.) donneront 


DE (LAY = pop 208 





wi 87 yp (wi prt 
or 
VB = A+V 4 — Br”), 
Vib = A —V(A — Br), 
donc 





wr A 2 (4; — Br) = OP — [4,— v (41 — BEP]. POP). 
Donc on aura 

| (B) = WO. + Hu. V (42 — BP}, 
ou Fr et HT, sont des fonctions rationelles de O(22-+1)@. En rempla- 
iji A, et D, et substituant les valeurs de 4^ (29) et (4^ 9); il viendra: 


k 
vi +V(4i— BP) [44 VA Bh) PF [E+ H, y Gp B], 
donc la valeur de ®,ß Mill 
87. 0,8 = 04-26 - ,—. ed {At VA = Bert 

Æ AT HL (Be) Ta y eb Hn PE 

ee rt Hn VA BE) [Af (Bev), 
Par un Ehe: tout semblable on trouvera 
68. PB M nid 10.8 1 [C 4- vec Der) et 

++ LY (9 — DH] ICH y (0— D») 


+ .. S [K+ ie V (C — Dm [C + V (C — pepe, 
ou A, Za, x, L,....K,,, L, sont des fonctions rationelles de 0, 6. 
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Ces expressions de ®,ß et @B n'ont que 22 -]- 1 valeurs différentes, 
qu'on obtiendra en attribuant aux radicaux leurs 27 +1 valeurs. — Il 
suit de notre analyse, qu'on peut prendre / (L4: — B*"**) et y^ RE De) 
avec tel signe qu'on voudra. 

18. 
La valeur, que nous avons trouvée pour ®(ß) ou e(,— d con- 


tient, encore outre la fonction o, les suivantes: 
034163: 6; 


e Gr). Osta)» GL 
ar Fork FG). 


pour des valeurs quelconques de 7 depuis 1 jusqu'à 27. Maintenant 
quelle que soit la valeur de 77, on peut toujours exprimer algébrique- 


ment Pr), Peru remp) m OCGA)» «e. 


F X) F Gr) en Ds) Tout est donc connu dans l'expression 


de PE sr) , excepté les deux quantités indépendantes de a; e j- =) 


o X —).— Ces quantités dépendent seulement de c et e, et elles peu- 


vent être trouvées par la résolution d'une équation du degré (2741) —41, 





UE bn HUE j 
savoir de l'équation == 0. — Nous allons voir dans le paragraphe 


suivant, comment on peut en ramener la résolution a celle d’equations 
moins élévées. | 
§. -V. 
C. Sur Fequation B,,, = 0. 
19. 


L'expression, que nous venons de trouver pour e x) contiendra, 


comme nous avons vu, les deux quantités constantes pe 5j meme et 05 jr 4) 
On trouvera ces quantités en résolvant l'équation 
P — 0, 
dont les racines seront représentées par 
wu m © Lu mi 
VET o re E 


438 Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 


où m et w pourront être tous les nombres entiers depuis — 7 jusqu'à 
+n. Une de ces racines, qui répond a m=0, p — O0, est égale à zéro. 
Donc P,,,, est divisible par x. En écartant ce facteur, on aura une 
équation | 
R= 0, du degré (22 +1) — 1. 

En faisant a*—r, l'équation (90.) R— 0, en r, sera du degré Mae 
—29.n(n--1) et les racines de cette équation seront 

91.- r= PB ar) 

p et m ayant toutes les valeurs positives, au dessous de 7, en faisant 
abstraction de la racine zéro. 


Nous allons voir maintenant, comment on peut ramener la résolu- 
tion de l'équation R— 0 à celle de deux équations, lune du degré 7 et 
l’autre du degré 27 + 2. 


D'abord, je dis, qu'on peut réprésenter toutes les valeurs de r par 
Q( m ( ko wi 
92. 0 = eg 
en donnant a toutes les CR entiéres depuis zéro jusqu'à 22, et à 
m toutes celles depuis 1 jusqu'à z. 





En effet Go sri) représente d’abord un nombre 7 aa! valeurs de 
r; or les autres peuvent étre représentées par © (m. e au. 3) Soit, pour 
le démontrer, mu — (2n-]- 1) E m' , où m’ est un nombre entier com- 
pris entre les limites — 2 et + 7. En substituant, on aura 


O(n SET) = O (be + ET) 


Prog) N) 


a t © WU . Y 
e (m. RTS est donc une valeur de r; maintenant à chaque valeur 











de #7, répond une valeur différente de m‘. Car si l'on avoit 
mu = (2n-4-1)£, + m’, 
(m — m)p = (an 3). (E — E), 
ce qui est impossible en remarquant que 22 1 est un nombre premier. 


Donc Q* (m. E LT. ‘) combiné avec ( rri) représente toutes les va- 
leurs de 7. 


il sen suivrait 





~~ 
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Cela posé, soit 


93. Ir (=) [r—® | fr Cal 
Sah, che Pay alte RE DL rt Su eil. + pr + pe 


Les quantités p, Pı> - - - Pa,» seront des fonctions rationelles et symé- 


: =) 2 =) 2 (25); : 
triques de D Go ,€ Su)" ..(Q 2,-pi); 9r ces fonctions peuvent 
être trouvées au moyen d'une équation de degré 27 -- 9. 
ses p une fonction rationelle et symétrique quelconque de 


2 o : . iM 28 : 
PCT 4) © id =i) sth . D? Ce) où w désigne la quantité mw- pai. 
Me les formules que nous avons données plus haut pour exprimer 
O(n) en OP, il est clair, qu'on peut exprimer e (m^) en fonction 
rationelle de (* (ori Donc on peut faire 
à Me ^ sd X uu of nw 
94. p=: [e El = elo CG) © GC): e Kram]! 


§ désignant une fonction symétrique et rationelle. En mettant vo‘ au lieu 
de w‘, il viendra 


Velen) Fer ee) 


or, en faisant: 
a.y — (2n-I-1).£, + £,, 
ou b, est entier et compris entre —n et + z, la serie 





[^ T EM S UR 
aura au signe prés les mémes termes que celle-ci: 
lap Ada ub io Ae n; 


done il est clair, que le second membre de l'équation (95.) aura la méme 


valeur que p. Donc: 


96. ve) ae v|e rh 


équation, qui en faisant w 22 et w/ = mw -- oi, donnera ces deux-ci: 


ve pw | = vie (5l 


He CE) = vie Gn» | 
ou bien, en faisant, pour abréger, 


98. beste ven Meu (ET) dnm? 
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il viendra: 
99. Der, = s Von = in 
Cela posé, soit 
(p—3/r)(p— Vr) (pun) (P—W7,,0) Xj qv (p== rn) 
= tn pd- ge pts go pr d pr. 


Je dis, qu'on peut exprimer les coefficiens 9,, 9, etc. rationellement 


100. 


en e et c. | 

D'abord en vertu des formules connues on peut exprimer rationel- 
lement ces coefficiens en Z,, Z,.... £,,, si lon fait, pour abréger, 

101. fj = (ir H- Gor (Dr) beet Gora 

Il sagit donc de trouver les quantités £,, Z,...., or cela se pourra 
aisément au moyen des relations (99.). En effet, en y faisant successi- 
vement y — 1, 2...n, aprés avoir élevé les deux membres à la 4°” puis- 
sance, on en tirera sur le champ: 


(ryt = Lin) + rt +... E (pr), 
(b rs = SLL ram )E He Gora H- «de Gers] 


Donc en mettant pour 7 tous les nombres entiers 0, 1,..... 272, et 


102. 


ensuite substituant dans l'expression de /;, il viendra: 
nt = (Pr) + Dr)... RAT.) 
Jd abr (br, Dh. EON 
103. + Gr) br ed + Gora 
+ (bru) AE (Dre) + ee c Gb Dg. 
Cette valeur de ¢, est, comme on voit, une fonction rationelle et 
symétrique des: 027 + 9 quantités Pj 7,, en. T2 fies ions E EE 
liens Fam 4s Pam Qui sont les 22 --2 racines de l'équation À — 0. 
Done, comme on sait, £;, pourra s'exprimer rationellement par les coef- 
ficiens de cette équation, et par suite en fonction rationelle de e et c. 
Ayant ainsi trouvé les quantités #, on en tire les valeurs de 9, 95 ... 
9:415 Qui seront également des fonctions rationelles de e et c. 
20. 
Cela posé, en supposant 
104. Op + Op NP deed fes Pott ch ES 


on aura une équation du (27 2y* degré, dont les racines seront 


Wr; ruo; L5 LPS. o + e y Wy one | L 
s: : a 
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La fonction wr,, c'est-à-dire, une fonction quelconque rationelle et sy- 
métrique des racines r,, 7,, 73, . - + - . r, pourra donc être trouvée au 
moyen d'une équation du degré 22 - 2. 
oy e . 

Donc on aura de cette manière les coefficiens p, Pry ++ + + Pau» 
en résolvant un nombre 7 d'équations, chacune du (27 -]- 2)"* degré. 

Ayant déterminé p,, p, + . - . +, on aura, en résolvant l'équation 

1050 == po put ee Ep... ri, 

la valeur des quantités 


Pip Tay veeee Tay yos Poor eee nos Tino Tory cere. Try CC. etc, 


" dont la première est égale à e( ) Donc la détermination de cette 


0) 
In-+1 
quantité, ou bien la résolution de l’equation R=0, qui est du degré 
(2n + 2).n, est réduite à celle d'équations du degré (22 +2) et 7. 

Mais on peut encore simplifer le procédé précédent. En effet, 
comme nous le verrons, pour avoir les quantités p,, p,, ....., i suffit 
de connoitre l'une quelconque d'entre elles, et alors on peut exprimer les 
autres rationellement par celle-là. , 

Soient généralement p; g deux fonctions rationelles et symétri- 
ques des quantités 7,, fz, .... . r,, on peut faire, comme nous l'avons vu: 
p—= dr; g = br, 

Jr, et Or, désignant deux fonctions rationelles de 7,, qui ont cette pro- 
priété: de rester les mémes, si lon change r, en une autre quelconque 
BEES HUORTITES Py Iu, tee ce ne 

' Supposons maintenant: 

s, = LPO + Gor, MO EY Pe Oran ove + LP andl Dans 
je dis que s; pourra être éxprimé rationellement en e et c. 

En effet, on a 


Gr. On, = br. or, =- (OL rS 0r, + GU ry n, aie de Gor. 071), 
DP s br. Ar 5 (rs rim (ram) Ir, am) nm» 


En faisant 7 — 0,1, 9, ..... 9n, et substituant dans l'expression 
de s;, on verra, que 5; sera une fonction rationelle et symétrique des ra- 
cines fj, lis ++. ++ Tyo etc, etc. de l'équation 44 — 0; donc $5; pourra 
s'exprimer rationellement en e et c. 

Connoissant $;, on obtiendra, en faisant # = O0, 1, 2, ..... 2n, 
9n-|-1 équations, desquelles on tirera aisément la valeur de @r, en fonc- 
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tion rationelle de «p,r. Donc, une fonction de la forme p étant donnée, 
on peut exprimer une autre fonction quelconque de la méme forme en 
fonction rationelle de p. Donc, comme nous l'avons dit, on peut expri- 
mer les coefficiens pj, p,, ++ +++ p, rationellement par l'un quelconque 
d'entre eux. Donc enfin, pour en avoir les valeurs, il suffit de résoudre 
une seule équation du degré 27-4 2, et par conséquent, pour avoir les ra- 
cines de l'équation R — 0, il suffit de résoudre une équation du degré 
an+2, et 2n - 2 équations du degré 7. 
21. 
Maintenant, parmi les équations, dont dépend la détermination des 


quantités o(5—* A Es PE): celles du degré 7 peuvent être résolues 


algébriquement. Le procédé, par lequel nous allons effectuer cette réso- 
lution est entièrement semblable à celui, qui est du à M. Gauls pour 
la résolution de l'équation 
Qt og — 0. 
Soit proposée l'équation 
1037100. ONE mado o at fee eee Pair +r", 


dont les racines sont: 


6 o no 
"s Ge); vr: m Sol); 

ou w a une des valeurs de e, mw-+ oi. "E par « une des ra- 
cines primitives du nombre 27 +1, c'est-à-dire, un nombre entier tel, 
que 4 — 2n + 1 est le nombre le plus petit, qui rende &" — 1 divisible 
par 2n-+1, je dis, que les racines de l'équation (106.) peuvent aussi être 
représentées par Lai 

107. PO), Pad), Pad), Par)... Pa), 

"^u 
2n--1' 
Soit 


où ea 


a” — (2n+1)k,, +4,, 
ou & est entier et a,, entier, positif et moindre que 2 +1, je dis, que 
les termes de la série | 
l.l ne, ce, 
seront tous différens entre eux. 
En effet, si l'on a 


x : Im = Any 
1l en résulte, 
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ou a” — a — (2241) (kn — E), 
ou a" a" = (2n-- 1) (E, + KR): 
Il faut donc que l'une des quantités «”— a“, a"-]-a^ soit divisible par 
2n+ 1; or soit posé m — p, ce qui est permis, il faut que «4"^" — 1 ou 
&"—"-1-1 soit divisible par 2; or cela est impossible, car nm — u est 
moindre que 7. 


Donc les quantités 1, @,, @,....a@,_, sont différentes entre elles et 
par conséquent elles coincident, mais dans un ordre différent, avec les 
nombres 1l, 9, 2; T. anole Ha E 


Donc, en remarquant que 


Plan + Yin tan] = Dane) 


on voit que les quantités (107.) sont les mêmes que celles-ci: 


P(e), PRE) . . . . Pine), 


c'est-à-dire les racines de l'équation (106.) c. q. f. d. 


Il y a encore à remarquer, qu'ayant 
a” = (2n--1)£, — 1, 


on aura 

= (2n-l-1i)koe" — a”, 
donc - 

Q Em = — 0, 
et 


Parte) = Qs). 
Cela posé, soit Ó une racine imaginaire quelconque de l'équation 


(^ — 1 —= 0 


108. d(e) = € PLAN +... + Par te) ET. 


En vertu de ce que nous avons vu précédemment, le second membre de 


et 


cette équation peut être transformé en une fonction rationelle de Q*(s). 
Faisons 
109. Ye) = xe (s. 
En mettant dans la première expression de Ÿ(e), «"s aulieu de s, 
il viendra: 
var) = Pa) + Q (a7? 9.0 + gama. PE. 
+ d rante Pn 
mais nous avons vu, que Q*(a"t"e) = Q'(q" e); duci 
hae) = 07.Q (e) + 07". Q (ae) + PF PRE) +... . 
+ Q? (a7 e) + Q* (a? 9) + 0. Q^ (a9) fo... 4-977 Q7 9). 
19* 
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En multipliant par #”, le second membre deviendra égal a Vb (e), donc: 


110. var) = 0". (0), 
v) = 6". XP («79 


d'où, en élévant les deux à la n°" puissance, on tire en vertu de la rela- 
tion OF" ==. 1: 


ou bien: 


111. [VOD = wIeoc'slr. 
Cette formule donne, en faisant successivement 77 —0, 1, 2, 5.... 


..n— 1, n équations, qui, ajoutées membres à membres donneront la 
suivante: 


112. vo ope]? + XI" + IP ae) ERP TI"; 
or, le second membre de cette équation est une fonction rationelle et 
symétrique des quantités Q*(s), D'(us)....@"(a"Te), c'est-à-dire des ra- 
cines de léquation (106.); donc (Je)* peut être exprimé en fonction ra- 
tionelle de p,, Pie... Ps par conséquent en fonction rationelle de l'une 
quei de ces quantités, Soit v la valeur de 4/(£), on aura 
113. Vv es p) T 0.Q? (ae) + Pos) +... 2-077. Q* (are). 
Cela posé, soit 0 — cos? A isin=. Les racines imaginaires de l'équa- 
tion 0^ — 1 peuvent être représentées par 
VT. et v RR el pts 

Donc en faisant successivement 0 égal a chacune de ces racines et dé- 
signant les valeurs correspondantes de v par 7,, $,.... 0,.,, al viendra 


= De) + 0.0% (ae) +... .. + oO O(a"), 
ve DA d 9 T ^B dis ) + NL gS a fre Fr (rb €) 
v.s = OO + PD) +... pa) 


En te ces équations avec la suivante: 


— pea = PE + Pa) + ue + OO!) 


on en tire aisément: 
414 où m ee 1 ( —nm é ! 2m E -5m. % 
fe (a €) — "UM +9 Vv, +0 yv, +0 VU ti... 
n 
d + D Um Vi TS z 


et pour 77 = 0: 


5 IRSE 1 u) n n 
115. © () = Pea kh VV Em + +e Va 
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| 22, 
Toutes les racines de l'équation (106.) sont contenues dans la for- 
mule (115), mais puisque leur nombre n'est que 7, 11 reste encore à 
donner a (se) une forme, qui ne contienne pas des racines étrangères 
à la question. Or cela se fait aisément, comme suit: 
Soit 


En posant ici e au lieu de a”e, wh v, se changera en 607^". Y U,, et v, 
en 07",1,, donc s, se changera. en: 


(71^. Y^v, v. Vu 
Go Qv 
La fonction s;, comme on voit, ne change pas de valeur, en met- 
tant @”e au lieu de ee Or p, est une fonction rationelle de Q?(s). Donc, 
en désignant p; par A[D’(e)], on aura 
= A[O(œ"e)], 
quel que soit le nombre entier 7. De là on tirera de la méme ma- 
nière, et comme nous avons trouvé (:be)”, la valeur de 5;, en fonction 
rationelle de l’une des quandtés Pos Pi» +++ Pa Connoissant sz, on a: 


VY; = s4.(V 0) : 


Donc, en mettant v au lieu de v,, l'expression de @’(&":) deviendra: 





116.5, D'(a" 2) — E UM + g-m | v" + 5,972", v" + sh $4407 079m, v" | À 


pour Hi.—mO0: 


117. Oe) = us MERS — ae si vera iis el e 


Ceite valeur n’a i n valeurs différentes, qui sc Ear pad aux n valeurs 
SE 


de = Donc en dernier lieu la résolution de l'équation P,,,, = 0 est 
réduite à celle d'une seule équation du degré 22-+ 2; mais cette équa- 
tion ne parait pas en général être résoluble algébriquement. Néan- 
moins on peut la résoudre complétement dans plusieurs cas particuliers, 
p. ex., lorsque e==c, e—cy 5, e2c(27-y 5) etc. Dans le cours de ce 
mémoire je m'occuperai de ces cas, dont le premier surtout est remar- 
quable, tant par la simplicité de la solution, que par sa belle applica- 
tion dans la géométrie. 
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En effet entre autres je suis parvenu a ce théoreme: 
„On peut diviser la circonférence entière de la lemniscate par la 
„regle et le compas seuls, en 7 parties égales, si 72 est de la forme 
»2" ou 2"", le dernier nombre étant en même temps premier; ou 
„bien si 2 est un produit de plusieurs nombres de ces deux formes." 


Ce théoréme est, comme on voit, précisément le méme que celui 
de M. Gaufs, relativement au cercle. 


ES VE 
Expressions diverses des fonctions Q(nB), f(nB), F(nQ). 


234 
En faisant usage des formules connues, qui donnent les valeurs des 
coefficiens d'une équation algébrique en fonction des racines, on peut ti- 
rer plusieurs expressions des fonctions Q(z), f(nQ), F(nQ) des formules 
du paragraphe précédent. 


Je vais considérer les plus remarquables. 
Pour abréger les formules, je me servirai des notations suivantes: 
Je désignerai: 


ke ke 
1) Par Zm Ÿ (7) la somme, et par I.) (7m) le produit de toutes 


les quantités de la forme W(s7), qu'on obtiendra, en donnant à m toutes 
les valeurs entières, depuis £ jusqu'à k’, les limites £ et k’ y compris. 


ke yt ke 4 
2) Par Zn xb, p) la somme, et par IL,IL, (m, x) le produit de 
y K. a9 
toutes les quantités de la forme (m, a), qu'on obtiendra, en donnant a 
m toutes les valeurs entières de k à k', et à x les valeurs entières de 
yay’, en y comprenant toujours les limites. 


D’apres cela il est clair, qu'on aura: 


119. X (n) = 4-241) +... LE), 
120. Tham) = V - WALD +... LH), 
ke y: y A A it. 
121. Zn Zum, u) = Zu Vu) + Zub +0) + eed Xe, p), 
(ou 


122. TL TL 0n p) = IL pg) - Tp de ee IT, (E^, p). 
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Cela posé, considérons les équations 


9 (n4-18 = ze 


Qoa / 


i Ponta 
123. (f(2n--1)0 = (ee 


rA 


Nous avons vu, que P4, est une fonction rationelle de x du degré 
(2n4-1) et de la forme x.:p(x). De méme P,,, et P7,,, sont des fonc- 
tions de cette méme forme, la premiére de y et la seconde de z. Enfin 
Q4, est une fonction qui, exprimée indistinctement en x, y ou Z, sera 
du degré (27-]- 1? — 1, et contiendra seulement des puissances paires. 
Donc on aura 
Papeete ce Bees) Doa == Ayelet LB. y 
DORE 3) PB zi). Ou om T3 1x: LD ; 
"noc. ya’, weet DS fee CH Tue ie + D". 

En substituant ces valeurs dans (123.), il viendra 

(A, emm LE + Box} — PQn+1)B8.{C. at" tp. + D}, 

[41 y me E75. + Boyt — far + DB. (C. yet» 4L ..... + D'}, 

[ A", zr +... BY. 2} — FQn+ iB. (C^. corr... + D. 
Dans la première de ces équations 4 est le coefficient du premier 


terme, mn C celui du second et Te D le dernier 
terme. Donc Count 1) est égal à la somme et + EY Q(2n--1)8 


égal au produit des racines de l'équation dont il s'agit, ctl qui est 
Ja méme, que celle-ci: 


124. Pen +tp = omm. 


Donc en remarquant que 4, € et D (et en général tous les coeffi- 


ciens) sont indépendans de ß, on voit que Q(2n-l-1)8 est (d'un coeffi- 
cient constant prés) égal à la somme et au produit de toutes les racines 


de l'équation (124. ). 
De la méme manière on voit que f(22+1)8 et F(2n-]- 1) sont 
respectivement égaux au produit ou à la somme des racines des équations . 


Pings p 
f(2n-- 98 =o F(2r+1)8 = Gaal? 
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en ayant attention de multiplier le résultat par un coefficient constant, 
choisi convenablement. 


Maintenant les racines des équations (123.) d'aprés le No. 11. sont 
respectivement: 


= rl s mi), 
y — c f (0 sut nup) 
= (For ze uisi): 

ou les limites de z? et x sont —2 et +2, 


Donc en vertu de ce qu'on vient de voir, et en faisant usage des 
notations adoptées, on aura les formules suivantes: 


Cente = 4.5, 2, y e(94- 7575, 

















2n +1 
+n +n mo Gi 
fer tne mentees VA à RS 
F(2n4-3)8 e 4^, E, (ay. r (o p TERN 
129 +n +n "mw t Ot 
Dan+n8 = 2.1. TL. o(p - EE", 
does un mo Gi 
fGn-- 98 = P. Ti, T, (B+ 278, 
TW cR 7 © Gi 
F(9n-4-1)9 = BY Vy 1,. (B + mee. 


Pour déterminer les quantités constantes 4, 4!) 4”, B, B’, B", il 
faudra donner à ß une valeur particulière. Ainsi en faisant dans les 
= YA 0 0 ; \ . . . , 
trois premières formules P = > + 5), apres avoir divisé les deux mem- 
: . @ Cir 
bres par Of, il viendra, en remarquant que e(s + Si) Li: 


p bie q (2n-4-1) 8 
q 

4 — F(2n+1) 8 

A PM aeui, Won d 
FP 


quu FQn+) 6 
fe 


| 


pour (^ > + Si. 


Soit 


9 — 
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Soit B — + + is on a: ° * 
dcr foa hoy. KC +3 i) “ 
L vr) 
More a 


0.0. — gn-r1)e' 
v(e iu) Dan 


f(Qn4- eno d nsit d i) 
ey 
f(Qn+tet+5+5 1) f («4-2) 


HE pee ey 


(«54-5 1) J(e--0s4-2) 


uio xs 


pour a0. 





F (nee dno noi i) 
PFe+ ate) 
F(n4-0«4- s+ 2) F(a+ 5 i) 


wee (4b) ee i ieee (— 1)". 


F(a ax > + T i) F((2n 4d- Det 24) 


auto = 


Ces expressions de A, A’, A’ deviendront de la forme $, en fai- 
sant & — 0, donc on trouvera d’après les règles connues: 








A= ET 4 AU ET 
D'après cela les trois premières formules deviendront: 
Qn4-28 = zs art. ol +), 
126. [an +) = ge En But)" f+ ET 
F(2n--1)9 = En ou 1j. ER. + en, 
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Pour avoir la valeur’ des costant ip B, D', B", je remarque, 
qu'on aura: 


127. I, Tp on, pv) = (0,0). To, 4 (y0) TL, (0; D) 
x TL, EL (m, p) = m,— 9) Tos TE, (0, — p) b Cm] 9) 


En appliquant cette transformation aux formules (126.), divisant la pre- 
mière par ®ß, la seconde par f et la troisième par WG, faisant ensuite 


dans la premiere ß = 0, dans la seconde (2 = 3 et dans la troisième 
2 1 
BI =i, et remarquant que ESTEE = 92n--1, pour Bee que 


f2n4-1)8 Q F(2n+-1) 8 
JB Fp 


— 2n +1, pour B = >, et que — 2n-+ 1, pour 


D . 
[2 5: on trouvera: 


(ar) — B. 1.0 7 ri)" Io (ETS) 


LAINE ee) iudi 
X 111,9 ( PEE P romae 


(304-3) == BUMS 5754) Hes + ea) 
x FA eS + SE) ng +) 


128. 


(2n-+1) = B". r0 it gy) I I, F e +) 
IDONEUS 


En tirant de ces équations les valeurs de B, B', B", et les sub. 
‚stituant ensuite dans les formules transformées, il viendra: 
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Q(2an--)0 s hie L 
o\ : ; x ; 
roi) eg) tt 16 HE Wen LIU 
| retos (o ete) (ome (mem 
taney RT, (mo 3-6 o i ig 97 16 manner RES 
: 1 | 2n+1 ) vC) 
fentye= 07 3 | | 
m » - 
(2n--1)f8. 11 ta e) area) li rip) AE 
ne ‚{® mo dd. ‚fo wai 
129. Aare" St) 


(an+1) 98.1, 














? 




















LP ( a] (6 m ae) 
xT ; (+ 2n--1 vd 2n+1 d ra 2n +1 JP 2n +1 
pre ^ f? (74 m o nes - fa (prc ee ? 
2'* 2n41 2^ 2n+1 


F(an<+i)p m | 
r(e tui F(5— le i Her) F (2 2s di) 


rm Far pr) À Ga) 


tar ( N) r(ea MO—UTi o) 
P(e + 9n--1 ‚AP 2n4-1 dose ys) ga— 2n-4-1 





(an+1)76.IT, 




















X Im. II, pp EE 2 
RE xr. m LO 1 NO U Di 
(Gis See 
3 r(z. rare Qn+1 - 2 ít 2n+1 
On peut donner a ces formules des formes plus simples, en faisant 
usage des formules suivantes: a die 
p(B+a).pê—a) _ pre 
(p> a d i q* 2 3 
se Go 
v (r4) 
| $c bod 18 5 : 
ks LUN (2 +a) 
12 9 ? 
P) T COPA 
Po Tr) 
puo MR 
wo 
F? fe a) 
F*(g4-o).F(8—9) _ DL m 


TP In) UR 2 


2 05 4 : — 
Fia) n 
"D. 


+Tite) 
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qu'on verifiera aisément au moyen des formules (13.), (16.), (18.). 


En vertu de ces formules il est clair, qu'on peut mettre les équa- 
tions (129.) sous la forme: 



























































part = | 
OI NASEP LO ges 
2 Basta ; (emm 
en yep. fi. — 9 ES) d— F ve j 
Moules 
As 1 di a 
m @ UDI PA m © — uo 
n n 2 n-]-1 d 2n-L-1 
m Bi a UE — mi 
(4 aR ORIG ee e (s +7 erg: 1 a) 
| fontne = E ME. 
m o A j 2 x ms Lord 
| (2 - 2." par’ c Doa 4 ecc 
130. BG ++ M P ED) 
deba eels METRI MB Fel egt 
X IL, Uer 0E Mead t gs 5 do. en... 











1 
fa (3 t$ rack m DEEST RETO ) FG Ld PUB m iT aia 














F(2n-4-1)8 = | 

git ok red Pt 128. ee 

. e, m (9 © c. 

(its) Pi) 

(2n -- 3) FD.II [AT EA 1 USE 
i / 3 bur once mi jM cot MEE 
(mo 0 9 LOL 
(245 i pum dn 

EX | | E. 
iU, P. ar) (3: ey | 
| a 2 +1 ro On +1 


Me ee ee M. 


"ups +7 ie " us ET ‘) des +3 EJ: m Eu 3 
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Ces formules donnent, comme on voit, les valeurs de Q(2n-+1)8, 
f(2n--1)8 et F(2n-L-1)8, exprimées respectivement en fonctions ratio- 
nelles de OG, fB et FP, sous la forme de produits. 


Nous donnerons encore les valeurs de f(2n+ 1), F(9n-- 1) Q sous 
une autre forme, qui sera utile dans la suite. 


On a P0 =ı— c4€'Q, donc 
_ PB _ (pP @—gra) _ à E C e 
1 T2 "wea MEE E^ EP = 3 -Q p 


et 


iuge 5 mean efre-e (6 (Sit | 
^ (ie) rat 
or en vertu de (18.) on a: 


Pita) = Er. 


? 



































e? a 
donc: 
1-7 128 
ERLERNT Ar ro 2 m 
P d EAN cans x ee CONTE ur dre 
1— Fr TE ATEN 
(Site) Vio) 
On trouvera de méme: 
UP (9*8 
d o ME ears. died eg zie" pra 
FA, Pee entree ee) TEEN 
Ros 11077 abus V = \ 
P (S e) um vs 4) 


En vertu de ces formules, et en faisant ß=0, pour déterminer 
le facteur constant, il est clair, qu'on peut écrire les expressions de 


f(2n--1)0, F(2n-4- 1)D, comme suit: 
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| 0g. n giai an a 
(o ar m o ) p(s LAS ui 
" PR DURS 5 PA In- 3 
fan 1)0=fB.Lq 2 PeEP TR 
as poet p'p Plats P 
1, & UG! 
vts sii) AC ty +) 
dome w —: LATE w - po i 
UP Ie Mm L 2 EIE m OM DE 
at ? ena Sed 7 (3 ho ep Int 4 AERE) 
eT AGT 0 
den p (2 ee T) n (o Lime 
i xia mri rs 2n-4-1 P 2 91 2n--1 ~ 
130%. | 
| An aa 11 
ae m : ope t , 
AS : : (o n ID n 7 (Fi) 
Fan ans are: HN immer » D$ X 
I loe gu ECT ER I 1— rb ZEE 
Si mn © p(s ic 
A e | Sec dis: CES 
- gf | g? B 
15 © mo —t-umi x e 6 — IO 
Q(9., me ji (2; m e-— 
x IT I T (Fit 2n +1 ) 7 2 T a da Wists r7 ee, 
Ta QA Wh yp pU q^ p 
@ A a “(= (D 2, mo—umi 
e (s T3 2n-l- 1 preme Fp = 


Dans ce paragraphe nous n'avons considéré les fonctions © (n), 
f(nB), F(nQ), que dans le cas des valeurs impaires de 7. On pourroit 
trouver des expressions analogues de ces fonctions pour des valeurs pai- 
res de 25 mais comme il n'y a dans cela aucune difficulté et que d'ail- 
leurs les formules, aux quelles nous sommes parvenus, sont celles qui nous 
seront le plus utiles dans la suite, je ne m'en occuperai pas. 


Lj WIL. 


Développement des fonctions Qa, fa, Fa en séries et en 
produits infinis. 


24. 


En faisant dans les formules du cé m o. 

mules dt paragraphe précédent Q ir 
on obtiendra des expressions des fonctions Qa, fa, Fa, qui, a cause du 
nombre indéterminé 2, peuvent être variées d'une infinité de manières. 


Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. | 155 


Parmi toutes les formules, qu'on obtiendra ainsi, celles qui résultent de 
la supposition de 7 infini, sont les plus remarquables. Alors les fonc- 
tions Q, f, F disparaitront des valeurs de Qa, fa, Fa, et on obtiendra 
pour ces fonctions des expressions algébriques, mais composées d'une in- 
finité de termes. Pour avoir ces expressions, il faut faire dans les for- 


mules (126), (130.) B —zsri et ensuite chercher la limite du second 
membre de ces équations pour des valeurs toujours croissantes de 7. 
Pour abréger, soit v une quantité, dont la limite est zéro pour des va- 


leurs toujours croissantes de z. Cela posé considérons successivement les 
trois formules (126.). 


En faisant dans la premiere des formules (126.) (9 = p e 


ES 


remarquant que 


+n tn n i 
131. 2,2, 0(m,u) = 0(0,0) + ZnO (m, 0) + 2,9(0, 1) 


+ Zn Zu (0 (m, wu) + 0 (—m,— y) + 0 (m,— y.) + 6(—m,; vw), 
il est clair, qu'on peut mettre la formule, dont il s'agit, sous la forme: 


" 1 n & A-m o & — mW 

IIS m= sr Gp) tape le +) 

ug lei) 06:2) 7 2-2 Cann ma) 
+ A En E Nr (rm, n— y), 


ou l'on a fait, pour abréger, 

















ey a E pride ane) 
(m, ~~ 2n+-1 METRE 7 Coat EET 








133. A sits 1 mee 
Jn, CET lt (Lt De td +2) RER (= (m+3)o-H +3) cen 
2n--1 P 2n--1 


Maintenant, en remarquant, que 














e (Em LEA = GG Gr) Am 
a. MN ter Gi) oe “arr 


Zar Pee en) " 





dere 
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ou 4,, et B, sont des quantités finies, la partie de l'équation (132.) jus- 
qu'au mem qui a le signe —, pyendys la forme: 
a 


ar A rose Dar Le ne 


or la limite de cette quantité est évidemment zéro; donc, en prenant la 
limite de la formule (132.), on aura: 


Qa = —— lim. Z, Z,(—1)"*".Aj(n—m, n—p) 


TL lim. E,E,(—1)"**4,(n— m, n—p), 
ou bien: | 
134. Qa = —— lim. Z, = „(= Dt. Lim, y) 
+ — lim. ,, E,(— "hsm, p) 
Il suffit de connoitre "Tuus de ces limites, car on aura l’autre, en 
changeant seulement le signe de 7. 
Cherchons la limite de 


Them  N— 


=m 2, CALE Jv m, i» 
Pour cela, il faut essayer ak mettre la quantité précédente sous la forme 
P + v, 
où P est indépendant de z, et v une quantité, qui a zéro pour limite; 
car alors la quantité P sera précisement la limite, dont il s'agit. 
23: 
Considérons d'abord l'expression: 


E, (— 1 br, m. 


Soit 
135 | es Qa 
135-18 (mE) Ue gp 
et faisons 
2 
136. pm, y) — (m, p) = Baty: Bus 
on aura: 
2945s A. n—ı R 
137. 2, 1)". 4L (m,u)— 2, (— 1)" .Ü(m, y) A 22.2, (— Nee 


Cela posé, je dis que le second membre de cette équation est une 


quantité de la forme 





v 
2n--1* 
D'après 
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D’après (12.), (13.) on aura 
ae 4 nu 1. p(BTE)+p(P—e) 1 Wp hife. Fe 
PATE) ' p(B—E) P(P-+4).¢(8—«s) ^. pPß— pe? 


. a mw © Ey 
donc en faisant Q = -———— et D — ray et fe. Fe 0e, on a: 


2n-+1 
24 Be) i ea) 


Von, DES RAC A NAS TT : 
mx OAS tert ? Gin 











Maintenant on a: 








eser) it T IIT 
donc: 
, Geese 2A a3 
GE) Ge) era eT 
et par conséquent: | | 
m) — mn) = u a Re a a 
Ne er) Gee) Ge] 
240: eg 





N N: 
UP CET 


Donc la valeur de R, deviendra 
MHIL s eu h +- ait Rt AP aye CS, 
9*5 51) — 9? erue "i are 


Cela posé, il y a deux cas à considérer, savoir si 35-1 a zéro 


138. R, 





pour limite ou non. 


D eu e. ° F 
a) Si 25-L1 a zéro pour limite, on aura: 
Bite 


FE) = ten T Gai 
Ge) bee eg] Vi 14 ee(.- ze] at us ss 


t +) — Dat 
q (ooi EHE hy (Qn-+1)*? 
ou B,, C,, D ont des limites ae, done en substituant: 
Crelle’s Journal. II. Bd, 2, Hifi. 21 
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1 C 
a À Entre 
ne 
139. R, = Aa. LM dem 
Soda e NP" y 
a Ha grip 
LT D «* 
Ps gh: 





xis De IM M EUR . . , 
1-2) UF) Pup 

Ce eu! (R2n+1).e (2n-4-1)? 
or soit que e, soit fini ou infini, il est clair, que cette quantité conver- 


gera toujours vers une quantité finie pour des valeurs toujours croissan- 
tes de 7. Donc on aura 


140. R, =P, + vU, 
où r, est une quantité finie indépendante de n. 
b) Si baat a pour limite une quantité finie, il est clair, qu’en 


nommant cette limite à,, on aura: 


é( : 
131, di) re re a ado 


y (04) 
? TELE 
Cela posé, considérons l'expression 2, (—1}#. Gath On a 
R 1 
2 —— NE a u SR = — : 
142. EQ V ud VET us ee 


+f TUT [RyRy + Ra Rus +) ".Rasıl)- 
Supposons d’abord, que by ed ait pour limite une quantité finie, quelle. 


que soit la valeur de p. Alors en remarquant, que 


Dee, 

on aura - 

R, —À Rın = 7 — Die 
donc: 
3 (a oin yt et at ee pr. nr E 
x (Qn)? (Anti)? se A ro MEO 0 BEP 
où À = n ou 2 — 1, selon que 2 est pair ou impair. La quantité B a 
toujours pour limite une quantité finie, savoir B = 0, si 7 est pair, et 
B= R,_,, si n est impair. 


Maintenant on sait, qu'une somme telle que 
I t 1 t 1 
U, ap os v. -L- D, — Ba da + UL-ec — Vus D 


peut être mise sous la forme £.v, v ayant zéro pour limite. Donc en 
substituant: 


on verra: 
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n—ı R, by CE. Urs Bul 
ena Dt ne (rip 


k.v--B 


or, À étant égal à » ou à n — 1, et B fini, la limite de Dar Sera 





zéro, donc: 


: B. v 
143. za. ds UE TR ET: 
€, 


Supposons maintenant, que sd a zéro pour limite. Alors 25-1 





a également zéro pour limite, à moins qu'en méme tems —"— n'ait 
2n+1 


pour limite une quantité finie. Soit dans ce cas y le nombre entier im- 
médiatement inferieur à 7, et considérons la somme 
R,— AR, +R, —R,+.... + (— Ud LET 


En supposant, que u est un des nombres 0, 1, ....v, il est clair, que 


Br to = EI a zero pour limite; donc, selon ce qu'on a vu, À, 
sera une quantité finie, et par conséquent 
R,—R,--CR,—....J-(—1y»^H,,-v.R, 
où À est également une quantité finie. 
Considérons maintenant la somme 
m 14 {R, x B. "t Riis irae ee Tu Ca LT ER Hi 


a pour limite une quantité différente de zero, on a, comme 
srs Rect 
RB,— Rn = u — Van; 
= aon 
zero, on a: 
si au contraire Fett POE nis éro, 
Ry = vwd v | 
or, si en méme tems u>yn, il est clair, qu'en vertu de la valeur de R,, 
e or B, ob Cus . . . 
or il est clair, que B, et C,, tous deux, ont pour limites des quantités 
indépendantes de p, donc en nommant ces limites B et C, on aura: 
R, = B—C + U,; 
et par suite, aussi dans ce cas, 
R, — Bs M Vy me: 2 Sa: 
ES DUDAS 
Donc comme dans le cas ou 25-ri auroit une limite différente de 


zéro pour toutes les valeurs de (4, on démontrera que 


(— 1)” 3 n—v—ı — v "se 
Gnd 1 IR, — MI + "P + (— 1) B, 4] = (2n4-1)' 
215 
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Maintenant en combinant les équations ci-dessus, on en tirera 
R 1 v 
JL unir noter (UE au 
n Ur "Qn+1 ^ Qn+ 1)? P ) T and? m. 


vU 
——— a zéro pour limite pic 
PEE] P , 


u = pene nif — ER 
pos D (2n Gigs TRIER 

Done cette formule a toujours lieu, et par consequent la formule (137.) 
deviendra: 

Ti—¥ 71—1 t on vU 

444. 2,1) (n à) — Z,C- 1-892 9) = y 

Cela posé, il s'agit de mettre =, u(—1)"9(m,u) sous la forme P-->—— jh n T- 
Or c'est ce qu'on peut faire comme il suit. On a: 
: Z,(—1)'6(m,y) = >, (—1)"4 (m,n) — Z,(—1)' 0(m,p) et 
145.0 © 4 # 


[e La] 


> (1. (m, p) = (—1)" (fm, n) —60(m, n-1-1) + m, n-]-2) —. .. . ete]. 
Or d'aprés une formule connue on a: 
(in, n) — 0(m, n +1) + Ag n-4d-2)—...... 
10(m, niet sapo ee RR? ia: t7) "fee 


ou 4, B.... sont des nombres; or 


De 
PRLS) OR e a? —(m e-d-noi)"? 
donc en substituant: j 
c 44occi.n 
6 (m, n) — 6 (m, n + 1) iA duet amer ja? —(ma-pnadsp t 


De là il suit, que 
(m,n) —0(m,n 4-3) + Satan 


Donc en vertu des équations (145.) 
2, (— 10m, p) = x 17^. 0 (m, p) + s 
et par CORAÉUURRE 


146. (ayn, p) = E, (21). 0(m, p) + 5 





In mes 
26. 


Ayant transformé de cette sorte la quantité 3; (— Y)". p (m, u), on 
tire de l'équation (146.): 
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147, =, >, „— 1)" *^ (mn, u) = zc 17 ‚m +2. 





2n--1' 
en faisant + 
& 
148. m = 2,— 1)".0(rn, Uu); 
or : 
= Um — Uo Vo rt vi. Unes s Mmi acts on TRUE ciere |, 
= ni. TE RAC "o 2nui 9:7 


v ayant zéro pour limite. Donc l'équation (147.) donnera, en faisant 
n infini: | 


149. lim. Z, Z,(— 1)** (m, y) = S (— 1)".e,. 
o o o 
De méme, si l'on fait, pour abréger: 


cs 2a 
nt LA D gas o cosi rani en ct 


Cin — Zu (— 19 (mn, p) 
on aura: 


151. lim. Z,X,C—1)"*^. p, Qn, p) = XC—dy.e.. 


Ayant trouvé ces deux quantités, dont l'expression de ®& est composée, 
on aura, en substituant: 


Qa = — Een AEH) = EC avis 


ou bien, en remettant les valeurs de e; et e 


m? 
£X ae — | 
i = 2a 2a 
pas 
ze OCC) E ete GEBed  x—iDe une 
Maintenant 
2a 1 { 


ent) o + (ut ai]? ^ e— (mf) e 3 (Pd) wi a+ (m4-) e + (u+5) o 


donc: 


EEE s. code Sa} a 
c?—|[(m4-4je—(u4-i)si]? ^ e^—[(m4-3)e4-(4-i)eip 
(24 --1)5i (24 -1-1)oi 


= 1 EG Ho FH — +) oP pepe’ 
donc lexpression de Q« deviendra sous une forme réelle: 
108, (Dim 
Be : (244 1)5 a Bart 5, 
mc "LAS D Nemo Here tm” 


c'est-à-dire, on aura: 
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154. AH tr HN) 
— = (OB +... HO — +e), 
ou bien: 
et 
@—(m+3 dau o (nd ULL oe ee 
5 [ (mtz)9] 4 4 [ (m+3)@]*+—| 
spicy A Ogre dev 5 





[+ mio +  [ebeeDeli E Terme 


Sı Ion commence la recherens de la limite de la fonction 


Zn Zu (— 1)"*^.«b(z,p) par celle de X zc 1)"4(m,pu) aulieu de celle de 
z(— l)'4p(m,p), comme nous l'avons fait, on trouvera aulieu de la for- 


mule (53.) la suivante: 
156. Q« — 


1s = À (2u +1) 

LS T1}, (—1 fs" (ATO ae a TM | 
sS d aE eae Ge Iris aH) af 
c'est-à-dire: 


157. Qa = — (.— 58+ 5e,— 754... + (IN Qu De...) 
ist ee NR 


(are erg Ir Te 
„| Dre Tree (2 Sene 





dap SS ae al a 
l («+ 3 +(u+3) 5° (er 5) + + (ut4)2 0? MEZ dE ere tease 


y. 
Cherchons maintenant l'expression de fa, au moyen de la deux- 





ième des formules (126.) En y faisant B = de , et remarquant, 


qu alors la limite des quantités contenues dans les deux premiéres lignes, 
devient égale à zéro, on aura: 


159. fo. == am.(— 2)" Sn 2, (— 1)" .«b(n — m, n—p) 


pi lim. (— 1)" >, Zy — De A (n NS RES E); 
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ou Ton a fait pour abréger: 
ee N) 
ee) 


Maintenant on a: 




















f0—)4+-/0—) = LE Im aiu 
1--e^c?g?s.9* 8 ^ e*c^g?é vi 
Soit 
_ mot uoi 
OW AT es he 
on aura: 
1 | | Mas oeque es 
Le ~ie0.9(% + Di) = —ien.g (Cam Dette), 
FE mieu) 7 ER B join cul 
ae ens Sa TOF —-—3) 
bt LT ji 


Me ced qm. (ÉL 


Donc on aura, en substituant et mettant 7 et % respectivement au lieu 
de nm—m et n—wp: | 


2, (Ecko E GED) | s (mo QD? 





1 2n--1 2n--1 
vn, lu) = —. EOS Ls aR c Qi 
Cary |o sum ce (een per] 


On aura la valeur de (7, p), en changeant seulement le signe de 1. 
En faisant maintenant 


= Amt Net Cane 
P crues ln en (aT ag 


rem SUD 
8, (m, uU) een) a* —[(m--i)e — (u+4)o1]?’ 


et cherchant ensuite la limite de la fonction 





et 


Zn 2, TV". pm, p) > 
de la méme maniére que pep PE on trouvera: 
lim. E, E, (ma) = LE (S Cn 0d) 


et 


HA8-1l ML 


| Disp Cini pees 
lim. 2, Z,(—1)"45, (m, p) = —.2,{5,(—1)".0, 0 9); 
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done en substituant dans (159.), et remettant les valeurs de Am, p) et 
0 (m, p), on a: 
160. fa = 
4 2 © a 2m --1)o Ja 1) wi 2m--1)o — (2 1)cí 
DERC»oDUG E ae t a [tpe (ctis! 
La quantité renfermée entre les crochets peut aussi se mettre sous 
la forme: 





r8 LS) 0] ee PIN 2 [e 4 - (m+ 3) o] 
mt Dole — [ad +o +e tie 
donc aussi: 


4 © co 
uam 











nm 2fe—(mt eo] SE 2[e + (m 3)o] 
omar Fur 2" D) [er EP TELLE 


On aura de la méme maniére: 








162. (a) = 
1.5 A, (—1)" Cut 4 XC ER Re 
orem [«—(m4-3)9]*d- Qi)? [ed- (mr) Het 2)o* 


28. 
Venons maintenant aux formules (130. Pour trouver la valeur 


1 e ° & . * 
du second membre, aprés avoir fait @ = In LT? et supposé ? infini, nous 


allons d'abord chercher la limite de l'expression suivante: 
A a | 
muc 
+3 : pres 
ii Er 2n--1 
i (eR 
t te 09 --uci t! 
T7 Anti. 
où £ et.2 sont deux quantités indépendantes de 7, 7, p. 
En prenant le logarithme, et faisant, pour abréger: 


des iore 
B (ES) 





163. t 


2 


I 
Ts 

3 
LS 














162. (mu) = log : Lay 
Auer 

oi (Hb mi 

P ( 2n +1 ) 











on 
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on aura: 
| 169.108. £.— En Ze (mu). 
Considérons d'abord l'expression: Zu. (mn). Soit 


fe" atr, — 7 
166. Om, u) = log à—— 2 TH ei E 


a 


ne gee eee as 
(ma + p c i + 1)? 








on aura: 
2 a 
bon "i (55) 
| aan AR I) Sr Si RO re Ml 
2 n + 1 ; m ü ES EE 
p (m,u) —0(m,u) = log Hs me bad) Se 


a? a 
aa "GE 
(m o0 + u mit k)? 2n+1 
1 CAES 346 € PIS AUS qu 
g* ee un) 
| 2n-+ il 
Cela posé, je dis que le second membre de cette équation est pour toute 
valeur de 7 et u. de la forme: 


/ 
N 





Ln, uw) — (mu) = Gabe 


Pour démontrer cela, il faut distinguer deux cas, si la limite de 
m o Dt d s lY : ‘ ; ; ^ ; 
PR eat est une quantité différente de zéro, et si elle est égale à zéro. 
2n-]-1 
a) Dans le premier cas on aura, en nommant a la limite, dont il 
s'agit: ‘à 


PERTE) = gat, 








2n+1 

q^ moran’ = Pa+v, 
Noah aeons or SR 

q Deus — (2n-+1)? a (2n +1)? 

donc: | 
2 a 
7 (5:53) CORN a? Led v- 
oe (SER) = 179,1) pa! Quai 
T On Li 


v) 
RON ONE RUM 0 ol Ee ie e AE 
y (ES Eee) Tu (2n--1).9?a ' (2n-+1)? 
2n--1 
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Qn a de méme 


a? — fe EM ae ctas we, 
domi en Le GP 
(2n+1) Poe 
(2n+1) J 


a? az ay! 
(mo + uit)? Rare sii (Qn+ 1)? a? 2 rl (2ni1)' 
En substituant ces valeurs, lexpression de NEE pren- 
dra la forme: 


| 


1 — 


[f corpor un 
P Pew 2 1j 
Vp (m,u) — 0(m, pu) = log ree] I 3 


Pan, CERES 
QncFÜ* ~~ Qn, 


les quantités t, v', v,, v, ayant toutes zéro pour limite. 

















On a donc: 
v vU ; 
log  — 17) — On ER? etc’, 
et par conséquent: 
Yt, ) — 8(m,u) = Dada; 
; mou mi ; v 4 
b) Si la limite de la quantité esu mA est égale à zéro, on aura: 
‚(mo + uwi-rk (mo+nsi-tk)® (mo+umitr) | 
ees nt —) = np te net ni Lo (SR On DEI YS 
2 (120 eL Dy 1 fo DUNS: 
ree Ea y ar prm M eqs Uu 
donc: 
=( á ) — 
MUR IRE TUE 1 Kar NES EET 
2 (mat wai ky 7 070771 |. 2.5. (me--uoi--k)^ ' 
er LP ) (nc A dei S LA M pep 


Si maintenant 7795 + x» ne va pas indéfiniment en augmentant 
avec 7, on aura: 





Zee y S Hn rare 
gi (TER a) AE (mo-d-uai--k).' (2n-+-1)?’ 
ni | 
de méme: 
en (MAC n) | | 
— vd ws A o re a? c 3 
„(Feen IT opus À Oni’ 
2n--1 ; | 


donc dans ce cas: 
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L— ANA? 
V on, p) — 9 (m, p) = ae m ; 


- Qnis 


laor: 


D' et C' ayant des limites finies, ou bien: 


D 
V (m, u) — 8 (m, pu) = (n4 1)? 
la limite de D étant également une quantité finie. 
Si au contraire la quantité Mo + «oi augmente indéfiniment avec 




















2, on a: 
CMM TE n 
ugue "T ari 
du may VR. AUT sco EU 
REN 2n+1 = 1+ a° 1 (mo+ uai--k? 
n ERO (2n-+1)° Lot Ale re 
(m e -1- 1, o i ]- Kk)? 2n+1 
. 1 
Welr 005 HAINE 515 
^ (me-ruoi-k) 
mn, 1 @ LO k REX 
or les quantités ELE dé mee ont zéro pour limite; donc 


la quantité précédente sera de la forme:. 


a? “ 
ME ED 


A’ ayant une quantité finie pour limite. En changeant # en 7, et dé- 
signant la valeur correspondante de 4” par 4,, la valeur de (i, u) — (m, u) 
deviendra: | 


LA 


4 


1 4-———À— APTE re a? (A —. 4") 


Ulm, i) — (m, u) = log p NOUO oT t eT: 


Las aen 
Maintenant la limite de 4 est la méme que celle de 4; or il est clair, 
que cette derniére limite est indépendante de £, m, p (elle est en effet 
égale au coefficient de «* dans le développement de @«). Donc on aura: 
A! — M + w, 
et en changeant £ en l: 
| ALES M + v’, 
d'où A4" — A" — v—v' — v. Done 4^" — A, a zéro pour limite, et par 
conséquent on à: 
im, u) — Om, [) ne GT à 


Y ds 
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Done nous avons démontré, qu'en faisant; 


167. (rm, p) — 6m; lA) er oy 


la limite de 4,„,, sera égale à zéro toutes les fois que mw-+ uoi aug- 
mente indéfiniment avec z, et qu'elle sera égale à une quantité finie 
dans le cas contraire. 


20. 


Cela posé, considérons la quantité 


z, V (m, p). 


En substituant la valeur de (7m, 9), il viendra: 


108. 3, 90m, à) = 34m à) + app Eun 
Soit y le plus grand nombre entier, contenu dans Y7, on peut faire: 
Eu Amy = Amr + Ame e Amy 
+ Anya deese + Ann 


Or, d’après la nature des quantités 4,,, la somme contenue dans la pre- 
miére ligne sera égale à v..4,, et la seconde égale à 4,,(2 — y — 1), 


où 4, est une quantité finie et 4‘, une quantité, qui a zéro pour limite, 
donc: 


Zu Am, = 1. A, +(n—y—1) 4, = (2n-r1).5,, 


Vv n— y. 231 ‘ 
By a are 


Donc la quantité B,, a zéro pour limite, en remarquant, que y ne sur- 
passe pas ÿ 7. 


Par là l'expression de Um, u) se change en: 
169. zm, p) = gU yy z, 6m, u) + — 


Pour avoir la limite de > í0 (m, p), j'écris 


a 


= Om, w) = E, (m, y) — 2, Moms) = E, Aen, w) — E, (m,u + n). 


Or on peut trouver la valeur de xm, u + n) comme suit. 
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On a: 
"PA dun LANICA MORES 2 
(m. u+n) = log LE IE ue TEN 
a 


proto eic 


ruso pa Nal Pam RES 
RSR Een 7 Ded Geert} 


— T AR ame 
2 admo (un) wi + 1]? [mot-(u--n)oi+kl? 
— etc. 


De là on tire: 


Em, un) = c QE) ea de rts ipa 


n 2n3° n n 


n mot "um y (Gla "NEC 
( " Toit ai ROLE + mi + Hat) 


E mes 


EEE EN Do DÉS ee VELIS D MORE 3 
(TA wit“ ai) (SRE boit Hai) 
n 


où 





| etc. 
Or on sait que la limite de 


2, 2(£) est égale af, 4(x)ôa, 
E 4) = [oan +», 
Ste) = [i @ae+u, 


etc., 
et par conséquent, en substituant: 


E, Im nn — 5. f 00) —355 ++ UE DIR 


TA And 
or 


donc: 


juice Soo er we Loc RN, 
(Met! Eoi- un) (EST E sip xa) 
etc. ^ 
donc on aura: 
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mae) | ee En 
y Hors Di ve ee) (SEF; wheel) 





edi. "es 1 
wi É (mT) GE) 


ae A an 
NEE. (Fe A ) (EE bai noi) 
4 USA, 1 


REC UEM ANUS (eee eae) 


La limite de cette expression de /"0(x)O0x est zéro pour une va- 


leur quelconque de x. De méme on reu que la limite de /""0,(x) 0x 


est zéro, donc: 


E (mn US NE pa ata c Does vi — 
ale E lr Dni In’ ih 








le. a? a? at 2n-+1 DE v 
— ri Wa MEF n. OS SHEET 
donc aussi, en faisant u = oc: 
| 2,007, +n) = are 
d’ou: 
z uv (m, PT + >, 0 (m, MAE et 
U, ayant zéro pour Ni us De là on tire 
Xm) = ELE m wh HE. 


En prenant la limite des deux membres et remarquant, que 


Vut. LP, Us tat. ++. Um DUI. MU 
2n-kd-—— — Be VD 





on aura: 
171. lim. 2,5, Ÿ(m, y) = = {5,0 (m, p) 


En remettant les valeurs de (mn, u) et 0 (m, p), et passant des logarith- 
mes aux nombres, on en tire: 


171 
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e 
: A 
43 NS Ea 
172. lim. Il, Il, xe 
1 1 9? m 
“= SET 
à (== 2n+1 ire) 


Par une analyse toute semblable à la précédente, mais plus simple, 








1 i T uti En 

on IM aeg] 
m E "EI : 
E baud 


on trouvera de méme: 









































a (veh f 
7 el 
Ts dps NA a? | 
136 iii N m Titi PR RES, 
fr Kass. TRA 
2 
2n--1 
ee) 1! 
n co Di + 
174. lim. IT, r) hl Ita a 
vex] Mm iiim ar 
AER 
2n--1 
| 30. 
Maintenant rien n'est plus facile, que de trouver les valeurs de 
Qa, fa, Fa. 
Considérons d'abord la premiére formule (130.) On a: 
e 222/mo--uoN- 1 COCA 
mc Q (= 2n+1 an Mil) TE hy A mo-d-uoi. o : 53 
| 2n--4 DIEN ANA 
X 1 
een ,((n—m-4-3)0 4- (n —gu-4-1)5 A? 
T ( 2n +1 m ^ ) 


donc: 
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q? 8 nM IT q*p 
|. re) re 
ñ, fi a ET AR Pen ER SOM BE 00 
NM molum 5h EE o | y* 6 
les NEA er) ‘ te (Cet Fins) 
| 2n+1 
NER c 
E) 
"x 1 ÍT 2n--1 
Trini AE pp Eur 
; e O , 
Tere em) 
Y |. 2n+1 


Cela posé, si lon fait ß = al et qu'on suppose 7 infini, il vien- 
dra, en faisant usage des formules (172.), (173.), (174.), et remarquant 


que & est la limite de (222-10 (5 51) et égale à a: 


A e eo c? co a? 
175. 2Qu = «M fi) ff rl 
FTH, Ol | RES MR DINE. Jen 
o 1 (mo-- uwi)? co ^ (mo ——pwoi) 
X I, H, RL TRES C^ vx AE a lL, ee Pt. 
~ [m—3)e-- (w— 9) i]?  Im—3)e —(u—3)@i]? 


Les deux formules (130.) donneront de la méme maniére, en fai- 





sant Du Ti et remarquant, que J(0) Ho 


176. fa = ii D PR CCE LE ke m3) VERE CRETA ® 


do TT UN qUEOT UO 


nm 


Im: PDT Sm Dede 
Xi pas ss 


177. Fa = 





c? 


" 41 (UT 3)0?- 





| I ( 4 5 re 
Hd ope oe oa [no *(« Ha? 


seen 
Im PL forms PE LALS [(m—3)e + (u—3)@i]? 
On peut aussi donner une forme réelle aux expressions précédentes. 
comme suit: 


178. 
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1/800 & = a. 1, (1 +) In(a— 1) 








m” €) 
co oo tom 14 SEE aa RE pus im oy 
Ca fir OU EN ME 
I 4 [@ + (m — 3) 0]? [e— (m — 3) e]? n? 09? 2 
(ETE eels ve sie ac A I 1 I LR D 
2» u? o + p 2 wt 1 + u? o 


179, ju "is — ru) 


(m — 43)? e? 











ie Gerets” ie ai Dar (m — 2)? w2\? 
Er en 21)e]*. jee -m —--X)m]* | " (m —#)? 24 ? 

(u— 3)? o? (u— 1) a T f perm 

180. Fa = (14 Ten) 

(a + m w)? (ot — mw)? (m — 3)? w?\? 

MC tere tabe 

t DY (EET o Dom co]? (ELT 1)o]?- Li ene Ric m? w? 
le Dis: (u — 1) a? 


Ces transformations s'opérent aisément au moyen de la formule: 


(i ei) a) = (i En (1+ e zo (t) 


= ere SS -— (1 PER fe ees ue 3 


| ly i 

Dans ce qui précéde nous sommes parvenus à deux especes d'ex- 
pressions des fonctions Qa, fa, Fu: les unes donnent ces fonctions dé- 
composées en fractions partielles, dont la totalité forme des séries infi- 
nies doubles, les autres donnent ces memes fonctions décomposées en un 
nombre infini de facteurs, dont chacun est à son tour composé d'une 
infinité de facteurs. 

Or on peut beaucoup simplifier les formules précédentes au moyen 
des fonctions exponentielles et circulaires. C'est ce que nous allons voir 
par ce qui suit: 

Considérons d'abord les équations (178.), (179,), (180.). En vertu 


des formules connues, on a: 
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sin v T3 i ) il ( - ); 
PR TE en V — -————]i COS t ] — —————— 
av Bahr 1" (p —2)* n*7" 
donec: 
QE Ow. 
urn: | Fa ü (u —3)n? __ cosz 


Jut y? ) re Le (5^9 M T cosy 
NT : (u — 3) 7 








En vertu de cette formule il est clair, que les expressions de Qa, 
fa, Fa peuvent être mises sous la forme: 


. 7t * 
sin qM d 


© a? ) 
PR m i IM 
NE 1. «| LN M 
" sin(e + ma) — i. sin (a—mo) —i . cos? (n— 8) a — i (noi) 
XIE, FINE GE CE RTL TE . 








Rs T . anta, 
cos[e4-(m—3)o] Ti . cos[o—(m—1)o] Pug sin? m @ ri (a+mw)(a—mo). s p 


fa — II, (1 —— 


[or (m—à)* Q9? 


a m. m. cT. (m—x3) w? ) 
x It, (tingfe-+(m—3)o] ved tang[«—(m—3)o] Zi cot*(m—3)0— 7 en Du 


TH . 
cos (& -I- m o) — i. tos (a —m ©) Zi. cos? (m —£)& 5 i 
: % \ © w o e 
Fa = cos(a— i) IT 


2 m 


A 7t 7. 
cos [x + (m—1) v] Ti. cos [e — (m—2),9] Zi. cos? ma. ps 


On trouvera des expressions réelles, en substituant au lieu des fonc- 
tions circulaires leurs expressions en fonctions exponentielles. 








On a: 
sin (a — b) . sin (a+ bd) = sin?a — sin? b, 
cos(a + 0) . cos(a—b) = cos a — sin°b, 
donc : | 
: qp lou T . : 7. 
sin (@ mo) —i. sin(e — me) — i sin? @ —i 
—— — M 1 — , 
: IT, . 7. 
sin? m 0 — i sin? zn 0 — i 
o o 
u 
cos [a + (m — 3) e] i. cos [e — (m — 3) e] —- à sin? a —i 
Stee ee ft 





3 
| 2m 7 .. 
cos? (m — 3) @ — i | cos? (m— 5) 0 — i 


{ 
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tang [æ + (n—3)o] i. tang [« — (m—})o| Zi. cot? (m — Doi 


*. 2 It . 
Sin" € —:z 
@ 


1 








in? he m. 
sin? (m 3) © —i 


H UL ae 
Sin? di 
© 





TUN 





2 i 
cos? (m — 3) @— i 


Daprés cela et en remarquant, que 











m? o? 1 1 
ZE — e 
c? — m? o? 1 a? 
m? o? 
(m — 3)? o? 1 
Mn een 9 
a? — (m— 3)? w? Hm a? 





il est clair, qu'on aura: 
ginta 


Ln 
(aie ae, MER Ao e E A 





; a . : : T 
- sin Um a Sin? m ( — t 
7 © 
181. Da dps === ER AE Sea | [oT ? 
T5 L I M PSE Ad 
sin TT t 
fie Ww 





TEM 
cos? (m — +) o — i 
Ci 


á 2L 
sin? @ —z 
tn] 


7 
mcd I . 
it sin? (m—+3) ag i 








? 
AM ES] 
Sin” € —t 

ro] 


cos? (m 4-1) o — i 
rrr] 





Im 


: a 
sin? — ti 
[7] 


$25 





3 œ ; 
COS" 7n — T1 
[nj 





3t a C I E 
Fa P QUE Qc D cos (— ri) Mn. 
a 1 «o0 1 
S1D:-——CLt 


di 





cos? (m — 1) = DT 
ww 


4237 
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En substituant aulieu des cosinus et sinus d’arcs imaginaires leurs 
valeurs en quantités exponentielles, ces formules deviendront: 




















x Sa M 
$0. « DE 
| Presa RPT BY. 
[0] En etre TEN V ee 
184. Qa = 4.2 (a9 —% 8). TL. - : 
1 — TE = — 
jio. Zune 
1+ Rai MAE ME A 
(m—$) 57 (m—3) = 7t 
} an) LA e 
a 2 
Pr A ; 
1 — 
et = pe Beh en 
15. f^ — IL, $ pr ae 
AVE}. © 
i [7] 
ADEL LE emu 
a a 
par, à 
ur ML TL, mr 
Mae oo h d h n) 
160% Far ieu @ Jp - TU MU AM 
I jm y 3" à 
2 — 
1 
(m— b= — (m—$) 
Á RISE 


ou Ah est le nombre 2,1718218. 

Ün peut encore transformer cette formule de la maniére suivante: 

Si l'on remplace & par eZ, on aura les valeurs de Pla), f(a), 
f'(az). En changeant maintenant c en e et e en c, les quantités: 

e; ©; (ui); faz); F(ai) 
se changeront respectivement en: 
s; 0; 1Qu; Fa; fa, 

donc les formules précédentes donneront. 


an 
lt sin? (= ) 
Q 


1 EO Ree it MIDI, 2 
en 2 Prat his w 


* ; —— À———M Á— —X 
0 r HIT 2 
fy sın — 
0) 


(9m —1) G70 (2m-—1)COI, 2 


(4 29. ae EMEN 





= 
© 
S 
| 
ale 
on 
pee 
= 
= 
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E Ed yia 4, sin? m 








Pet , (mpi  _ (enki). 
188. Fa = 1l, sl ut qU E 
; ise () 
l1— — Gna emt 2 
IR 2 w abe ie 20 ) 
QT 
4 sin? (e^ E ) 
> Ey 
po ] w 
189. fa — cos (22) .fi,.. wa ae A 
y 4 sin? (=) 
W 
(x 20 2 A 20 ) 
32; 
Considerons maintenant les formules (160.), (161.), (162.). 
On a: 
zs s 1 2 
z(— 1). aa u+1)x had 


Yee ee PLE’ 


donc, en faisant 
y = [en E99 
x N Qu +1): 2 1 
E,(— 1) (29 4-1) o 7t 


———————————————————— 


[et (m+3)ol’ (eie?  - pi ent à 4 ee 
En vertu de cette formule il est aisé de voir, que les expressions (153.), 


(162.) de @a et Fa deviendront: 











1k 02 => 
2 S £ Ne ! 1 Vg 1 
c 7 [e—(m+3) I= —{e—(m— Bo] = [@+(m-+3 Jo] —[u-(m+$)o] a 
o À a—(m--Z)o 8.17 h DL} 5 
IM, M. == 
2..." $ | 1 1 
D “| HE lento [e-+(n-++4) 0] - —[a-+m+3) um. 
o A d ur NM = " REED a-+(m+$)o] — 


Les expressions précédentes de Qe, Fa, peuvent étre mises encore 


sous beaucoup d'autres formes: je vais rappeller les plus remarquables. D’a- 
hord en réunissant les termes. du second membre, on trouvera: 
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(MH) (m44) T 
9 nr © h PU e 
192. 09 == zc ERUNT LS halen afa ACT RE ? 
o (amr) 9T em) 2% 
he pH "ph Maps 
M p Lf 00H (mp4) 
co AT LR jth D +h q 
193. Fa = £ bo DE: (EA OTe pn Tu) : 
5 OP er Gp) | (amps) 


he+h © +} 


Si, pour abréger, on der 


D +} 


© TT 


194. he VO MS AND NEN LS 
ces formules, en développant le second membre, deviendront: 


a no 1 : : 
p 
C 


r—— r3— — r$—-—. 








1 r r3 p 
Au NEM 
bets STE TPE c. TN +0 
196. Fa 

1 had ER 
1 i rel r T | "RE | 
d—— et Pe 
jesesiad PAPE PR Pe, Gt ee 
En mettant 47 au lieu de « dans les formules (192.), (193.), chan- 
geant ensuite c en e et e en c, et remarquant, que les quantités 


Q (ai), F(ai), CR ICE Ao pa 


se changeront respectivement en: 


» 


: d'ou 7t 7t 
P pl Li 
c, 0, iQ(n), fa, 2 sinz—, 2cosa—, 
il viendra: | 
en at HT m) j CHR 





1 

A 4 m & | 

19 r^ eo Kam sms ea Zn ees — 1 m 2 b GNU E USE cos SEA t a gordo MUR t E Quasi 
à ¢ e Cc 49 o M ( ) fa zm-p1) TT — (ama) 2% 


1 + 2cos2a— + A 
(mp) P= 
Pisces | cos. (4 th 3 4 


nu. : e 
u, 9 „em put gy mx 
2 


+- 200520 — +h 


? 





195. f d, 


À 





En faisant pour abréger 
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et développant, on obtiendra: 
200. q(a+) eum 
0 ees ide 
3 S. cu DM 1 
5 E sin(a7,). NEU UM V S à. 6 


g°-H2cos(a)+ e? H2c0(a)+ ze t+ 2cos(am)+ di 


IT : 


—À — 








1 1 
dir: + eas 
iu 1T 


Os Say 1 TE DL AUGUE E 
g*+2cos(an) tz g°+?ros(ar) + SENT gi 


Ac 
LS 


cst 


En substituant dans les formules (190.), (191.) au lieu de h 9 et 135 
leurs valeurs e et r, il viendra: 


202 Bibel: LE waar ee 
: Q & ec o. " RE m). &. (mtr) fg pm — g,,2m4di -- ep m+) yj? 
| Ly ee 1 1 

E 1 Be Sa eer pour 0 pie + FH C Oe ERAS 2 Er 
203. F a = c © X - p-2m-— | et, p2mt+i se. pant | i a} 


En supposant maintenant & < > on aura: 








1 ders) 2 eee —2mn—1 3 „=6m—3 5 psn-—10m—5 __ 
Erma sn pam — 14-324 7m 7 = er “ce À 4: 1 . 9 
1 est etn qu he a GEOR IR où Pi! 
€. pim ~~ any pm—ı FR 14e 2, py-ám-2 er PM — € j n is + £ 5, Pose $—— 5 
donc: 
2 edt re. hye na AN tulo 4 
qQu= i=. 2 in LEE) Me) pm, 
Joie 7 —ı S à: m .—2m—1 3 —3 = —1)" py 9m o 
——.—.e—s$).Xm,4(—1)".r — (e—€7).2X( ; NS 
ec o . o o 
Or: | 
ee h —1 : 
pot (— Eom. p ?m-i — feine r^ + rm — 0000 — Ei een Nr > 1 3 
o 1 
oo r3 r? 
> mo pim-3 — ps qp e ori = ——, LI 
=m (— 1)^.r — P né 14r ‚+1 


etc., «donc: 
ee, 


2 n fs —e 


DORs one SEC a eps dell. 


De la méme maniere on trouvera: 


3 2 t: TM ete eb gs 
209. Fo = "ho R— TE pe BS "fus €x sales de 


1) 
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G. : | x | | 
En mettant #77 au lieu de a, et changeant ensuite e en c et c en e, 


D . 
«m o2) FC n nen ee 
se changent en: 


G3 W; iQ( 5); fF); 0; 2008 (ma 5); 2isin(ma 4); 





donc: E : ‘ 
in ( & — in{3«@ — inl 5e — 

206. pas) = ET. eg) Se) 2) eu) EN : 
ART sera 

301. las EE a. M { 
Sets 5 $ ah Tes 


Ces quatre derniéres formules offrent d'expressions trés simples des 
fonctions Pa, fa, Fa. Par les différentiations et intégrations on peut 
en déduire une foule d'autres plus ou moins remarquables. 


3 


Dans le cas, e=c, les formules précédentes prennent une forme 
plus simple, à cause de la relation » — 5, qui a lieu’ dans ce cas. Soit 
pour plus de simplicité e— c1. On a: 


WIE on TT 


aa a um o = A", 


donc en substituant, et faisant dans (204), (205.) tas il vient: 











u aba ser fat BT ge | >= 
« nm Ve —h? Br AY EE 
o (n5) m2 = ap Re MSN s RT ee ' 
Arh ? he h® RL * 
Me LEX Ramen rear, NER mL Set 
SU we hag MER : h>—+h ? h?--h ° 
Flag) = 2 7 TE AR sr) à 


TE EV TE QUTD h?—h ? 





TE EE TT 
Arch . 7t à n ha 
(25) =F inl) mine). 7 (605) a 
Plas o (sinks es — sin(525 TI» — -]- sin bu TR? 


" idis ry 
(QN (UO SETE {2% n? de uL Ah. GA 
f(«5)— E WEAR er am) —+sin(da 5); ge. 
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Les fonctions Q, f, F sont déterminées par lec équations 


ex =f pane 2 = {ras 
2 = pas) = va—s) = (5) = vate) = r(«2). 


Si dans les deux dernières formules on fait «==0, et qu'on remar- 


q (« B) si ( [7 m 
I 1n 172 @—— 
RT pe © , et celle de 2 


sın Oa Sin SAT 





que, qu'alors la valeur de = M, 


on trouvera: 
i 2 ua 
w 7 n? ^h? h* ACE. 
* = eta mut Bam Je Va)’ 
TE 37c ST 


,Q) m he h? IT i Ch ai 
4 sae jo unii ergo dan aan FE ( o "arde 


(La continuation dans le cahier suivant.) 


| 

| 

| 

| 

| 

| Crelles Journal. IL Bd. 2, Hft. 24 
i 

| 

| 


182 Raabe, über Gleichungen der zweiten Ordnüng. 


13. 
Gleichungen der zweiten Ordnung in der Geometrie. 
(Vom Herrn Joseph L. Raabe.) 


1. 
Die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung, zwischen zwei verän- 
derlichen Grofsen, ist im allgemeinen von der Form: 
L 4 + BY +Cry+De+Hy+1= 0, 

und diese Gleichung stellt eine ebene Curve vor, die auch hervorgeht, 
wenn eine Ebene und ein Kegel sich schneiden. 

Die Grofsen 4, B, C, D, E, nennt man die Constanten dán Curve, 
d. h., wenn diese Grofsen als bekannt vorausgesetzt werden, dann ist die 
Curve der Gröfse und Lage nach vollkommen bestimmt, und x, y, stel- 
len die Coordinaten irgend eines Punctes der Curve gegen irgend ein 
festgesetztes rechtwinkliges Coordinatensystem vor. 

Transformirt man aber das Coordinatensystem, auf welches die 
Gleichung (1) bezogen ist, dafs man nemlich den Ursprung der Coordina- 
ten beibehält, und die Axe der x um einen Winkel verschiebt, so dafs: 


bi Gee, 
AB’ 
dann nimmt die Gleichung (1) folgende Form an: 
IL Aa? + By t+ C'x t+ Diy +1 = 0. 

In dieser Gleichung kommt das Product beider Coordinaten eines 
Punctes nicht mehr vor. Da nun der Winkel « immer eine mögliche 
Grofse ist, und die Gleichungen (I) und (II) dieselbe Curve vorstellen, 
so werden diese beiden Gleichungen nur rücksichtlich der Lage des Coor- 
dinatensystems von einander verschieden sein. Wir wollen uns daher da- 
mit beschäftigen, den Unterschied dieser beiden Gleichungen auszumitteln. 

Zu diesem Ziwecke wollen wir die Gleichungen der zweiten Ord- 
nung aus dem Gesichtspuncte ableiten, dafs sie als Folgen des Durch- 
schnittes eines Kegels mit einer Ebene angesehen werden. 


tang2a = 


> 
Es stellen X, Y, Z, drei sich senkrecht schneidende Coordinaten- 
axen vor. In der Ebene der XY, befinde sich ein Punct, dessen Coor- 


Huabe, über Gleichungen der zweiten Ordnung. 183 


dinaten, parallel. mit den Axen der.X und Y, durch 4 und B vorgestellt 
werden. In der senkrechten Distanz 7 dieses Punctes sei der Mittel. 
punct eines Kreises, welcher parallel mit der Ebene der XY ist, und 
dessen Halbmesser A sein soll. 

Ist nun der Punct, dessen Coordinaten wir durch 4 und B bezeich- 
net haben, der Scheitel eines Kegels, und der zuletzt erwähnte Kreis die 
leitende Curve, so ist die Gleichung des Kegels: 


2 R? 2 
@— A) + (y—B) = 2”. . 
Nun ist © die Tangente des Winkels der Seite des Kegels mit des- 


sen Axe, und nennen wir diesen Winkel Q, dann ist die letzte Gleichung: 
HL (æ— 4) + (y— BY = ztang'Q. i 

Ferner ist die Gleichung einer Ebene, die durch den Ursprung des 

Coordinatensystems geht, von der Form: 
ax-by+cz = 0. 

Ist 2 der Neigungswinkel dieser Ebene gegen die Ebene der XY, 
und £ der Winkel der Knotenlinie derselben Ebene in der Ebene der 
XY mit der Axe der X, so geht die letze Gleichung, die man hat: 


a . b 
= tang 2 sin £5 — = tangzcosk, 


in folgende uber: 
IV. («sink + y cos£)tangz + z = 0. 
Die Gleichungen (HD) und (IV) gehören der Durchschnittslinie der 
Ebene (IV) mit dem Kegel (III) zu. Wir wollen die Gleichung dieser 
Linie in der Ebene selbst, in welche sie fällt, suchen. 


Denkt man sich das zuerst festgesetzte Coordinatensystem X, F, 
Z, transformirt, dafs die Axe der X in der alten Ebene der XY den 
Winkel £ beschreibt, wodurch die neue Axe der x mit der Knotenlinie 
der Ebene (IV) in der Ebene der XY zusammenfällt, und sind die Coor- 
dinaten eines Punctes, dessen Coordinaten im vorigen Systeme x, y, z 
waren, in dem jetzigen x‘, y‘, z^, so hat man: 
a == a«'cosk + y'sin£, 
y = y'cosk — x'sink, 
z — 2! 
Durch Substitution dieser Werthe geht die Gleichung (III) in fol- 


gende über: | 
24* 
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(x'cosk + y/sink — A) + (y’cosk — x'sink— By = = 2 tang? Q, 
und die Gleichung (IV) nimmt ige Gestalt an: 
y‘tangn + z' — 0. 
Es sind daher die Gleichungen der Curve gegen das so eben fest- 
gesetzte Coordinatensystem: 
(x cos E + y' sink — A)® + (y'cosk— x’ sin k— By'— y" tang*ntang’?@ = 0, 
z' + y'tang n — 0. 
Dreht man ferner die Ebene der XY um die neue Axe der 2, bis 
sie mit der Ebene (IV) zusammenfallt, dann sind, wenn x", y", 2" die 
Coordinaten eines jeden Punctes der Ebene (IV) ips das so eben fest- 


gesetzte Coordinatensystem sind, da man hat z/ = 0: 
Oi eds 
Be uto 
y' = y“cosn, 
2° = — y“sinn, 


und diese Resultate in die zwei letzten Gleichungen der Curve substi- 
tuirt, erhalt man die einzige Gleichung: 
(x cos E-I- "sin kcosn — 4 -|-(y'^cosn cosk—xsink—B)’—=y‘"sin’ntang?9, 
für einen jeden Kegelschnitt. 

Setzt man in der letzten Gleichung statt x^, y^, dieselben Buch- 
staben ohne die Zeiger, und reducirt sie gehorig, so ergiebt sich fol- 
gende Gleichung: 

2? + y? (cos?*n —sin? 2tang*Q) — 9 (4 cosk — Bsink)x 
—2cosn(Asink-+ Bcosk)y + 4 + B? = 
oder, wenn man sie durch 4°-- B* dividirt, wird sie von der Form: 
A's? + Bly? + C'x + Diy +1 == 0, 
welche identisch mit der Gleichung (II) ist. 


3. 

Diejenige Gerade, welche durch den Scheitel und den Brennpunct 
einer Curve der zweiten Ordnung geht, nennt man Hauptaxe der Curve, 
und wenn der Schnitt des Kegels (III), welcher ein Kreis ist, die Basis des 
Kegels genannt wird, so fallt die Hauptaxe eines jeden Kegelschnittes mit 
der Geraden zusammen, welche die grofste Neigung gegen die Basis hat. 
Nun gehört die Gleichung (II), nach dem so eben Gezeigten, dann einem 
Kegelschnitte zu, wenn das Coordinatensystem so gewahlt wurde, dafs die 
Axe der x mit der Knotenlinie der Ebene (IV) in der zuerst festgesetzten 
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Coordinatenebene XY zusammenfallt. Da aber die Ebene der XY paral. 
lel mit der Basis des Kegels ist, so steht die neue Axe der x senkrecht 
auf der Linie, welche in der Ebene (IV) liegt, und die gröfste Neigung 
gegen die Basis des Kegels hat. Ist aber die Linie der gröfsten Nei- 
gung zugleich Hauptaxe, oder wenigstens parallel mit der Hauptaxe der 
Curve, so bildet die Axe der x, auf welche die Gleichung (II) bezogen 
ist, mit der Hauptaxe der Curve einen rechten Winkel. 

Verwechselt man die Axe der x mit der Axe der y, so ist auch 
die Axe der y auf der Hauptaxe des Kegelschnittes senkrecht. Da fer- 
ner jede auf der so eben betrachteten Hauptaxe gezogene Senkrechte par- 
allel mit der zweiten Hauptaxe des Kegelschnittes ist, so läfst sich fol- 
gender Satz aussprechen: Wenn die Gleichung einer Curve der 
zweiten Ordnung von der Form (Il) ist, dann liegen die Coor- 
dinatenaxen parallel mit den Hauptaxen der Curve *). 


4. 

Die allgemeine Gleichung der zweiten Ordnung zwischen drei ver- 
änderlichen Gröfsen ist von der Form: 

V. Ax®+By’+-C02+-Dasy+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz+1=0. 

Diese Gleichung gehört jenen Flächen an, die unter dem Namen: 
Flächen der zweiten Ordnung, bekannt sind. Es läfst sich aber mit den 
drei Coordinatenebenen, auf welche die Gleichung (V) bezogen ist, eine 
solche Transformation vornehmen, dafs diejenigen Glieder der letzten 
Gleichung, welche die Producte je zweier der Coordinaten eines Punctes 
der Fläche enthalten, verschwinden, wodurch dann die Gleichung (V) in 
folgende übergeht: 

Vie a+ By + Cz + Dat By + Fico. 

Setzt man in der Gleichung (V) «==«, oder y —, oder z= y, 
so erhalt man für einen jeden dieser Falle, der Ordnung nach, folgende 
Gleichungen: 

nr sic Cz* + Py z 4- (Da+ H) y + (Ea 4- D)z 4-4? Ge -+-1=0, 

Co ym E CRT ROME RM eot et pet 

Ax? + By? + Dry + (By + Che ++ Dy + CPE 144-1 — o. 

*) Zwei wirkliche Hauptaxen hat nun die Ellipse; die Hyperbel und Parabel hingegen haben 
nur eine Hauptaxe, Man kann aber jede, auf dieser einen gezogene Senkrechie als fingirte zweite 


Hanptaxe ansehen, Im Kreise sind alle Durchmesser Hauptaxen, daher besteht der ausgesprochene 
Satz für alle Curven der zweiten Ordnung. 
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Diese drei Gleichungen stellen Curven der zweiten Ordnung vor, 
und zwar sind diese Curven Schnitte der Fläche (V) mit Ebenen, die in 
den senkrechten Distanzen a, (2, y, von den Coordinatenebenen yz, xz, 
xy, angebracht sind. Da eine jede dieser Gleichungen (2) das Product 
der Coordinaten eines Punctes der Curven, welche sie vorstellen, enthalt, 
so laufen daher, nach dem vorhergehenden Paragraph, die Coordinaten- 
axen, auf welche die Gleichung (V) bezogen ist, nicht parallel mit den 
Hauptaxen der Curven (a). 

Läfst man hingegen in der Gleichung (VI) nach und nach x in «‘, 
y in B/ und z in y’ übergehen, dann stellen die so erhaltenen drei Glei- 
chungen: | 


B'y? 4- C'z* -EE'y ti z+ Ao +1 = 9, 
A! x? A C'z* + D'zx + F'z + B'Q^ +1 = 0, 
A! 3? + Bly + D'x + E'y + C/y? +1 = 0, 


ebenfalls die Schnitte derselben Fläche mit den drei Ebenen, die mit den 
Coordinatenebenen, auf welche die Gleichung (VI) bezogen ist, in den 
Abstanden «', Q', y', parallel laufen, vor. 


Die Curven der Gleichungen (2) sind von der Art, dafs ihre Haupt- 
axen parallel mit den Coordinatenaxen laufen. Man kann daher den Un- 
terschied der Gleichungen (V) und (VD, die derselben Flache angehôren, 
folgendermafsen ausdrücken: Ein jeder parallele Schnitt einer 
Fläche der zweiten Ordnung mit einer der Coordinaten- 
ebenen, die der Gleichung (V) zu Grunde liegen, hat seine 
Hauptaxen nicht parallel mit den Coordinatenaxen; wäh- 
rend dafs ein ähnlicher Schnitt der Fläche, wo das Coordi- 
natensystem der Gleichung (VI) zu Grunde liegt, seine Haupt- 
axen parallel mit den Coordinatenaxen hat. 


ot 

Stellt [x, y, z] das senkrechte Coordinatensystem vor, auf welches 
die Gleichung (VI) bezogen, jede Flache der zweiten Ordnung vorstellt, 
und (x, y, 2) jedes andere senkrechte Coordinatensystem, das denselben 
Anfangspunct als das vorhergehende hat, so ergiebt sich, wenn man auf 
die Entstehung des Coordinatensystems [x, y, z] aus dem (x, y, z) Rück- 
sicht nimmt, dafs nur ein einziges Coordinatensystem von der Art möglich 
ist, dafs wenn man eine Fläche der zweiten Ordnung darauf bezieht, die 
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Gleichung dieser Flache jene Glieder nicht enthalt, die die Producte 
zweier Coordinaten eines Punctes der Flüche enthalten; oder es giebt nur 
eine bestimmte Lage für ein senkrechtes Coordinatensystem, auf wel- 
ches eine Fläche der zweiten Oudnung bezogen ist, dafs wenn man zu 
den Coordinatenebenen parallele Ebenen führt, diese Ebenen mit der Flüche, 
Curven zu Schnitten geben, deren Hauptaxen parallel mit zwei Coordina- 
tenaxen sind. | 

Erinnert man sich, was unter Hauptschnitten einer Flache der zwei- 
ten Ordnung verstanden wird, so ist klar, dafs wenn man diese drei 
Hauptschnitte oder je drei mit ihnen parallele Ebenen als ein Coordina- 
tensystem ansieht, der so eben erwahnte Fall statt finden wird, nemlich: 
ein jeder mit einem dieser Hauptschnitte parallel geführte Schnitt zu 
der Flache, wird auf der Oberflache derselben eine Curve erzeugen, de- 
ren Hauptaxen parallel mit den Hauptaxen. des parallelen Hauptschnittes 
sein werden. Da es aber nur ein einziges Coordinatensystem dieser Art 
geben kann, so mufs das Coordinatensystem [x, y, z] parallel mit den 
Hauptschniiten der Flache sein, oder: Wenn die Gleichung (VI) 
eine Flache der zweiten Ordnung vorstellt, müssen die 
Coordinatenaxen parallel mit den Hauptaxen der Flache 


sein. 
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14. 
Euleri formulae de transformatione coordinatarum. 
(Auct. Dr. J. G. Jacobi, Regiom.) 


Cun nuper animi causa plurima commentariorum Academiae Petro- 
politanae volumina perlustrarem, incidi in commentationem Eulerianam 
inscriptam: 

Formulae generales pro translatione quacunque 

corporum rigidorum, 
quae in tom. XX. nov. comm. a. 1775.legitur. Quas ibi exhibet ille 
de transformatione coordinatarum formulas, cum nec inelegantes sint 
et minus cognitae esse videantur, hoc loco referam. 

Duo coordinatarum systemata rectangularia esse supponuntur, quae 
initio gaudent communi; vocentur alterius coordinatae x, y, z; alterius 
p, 9, rs atque sit: TM a. Ak e 

y aly + Bg by’? 
z ——a pt Q^ s + y" r. 

Notum esi, inter novem coéfficientes &, (2, etc. sex intercedere re. 
lationes, ita ut per quantitates tres exprimere liceat omnes.. Eulerus 
in commentátione memorata novem. illas quantitates hunc in modum a 
tribus angulis #, 7’, 4" pendere docet. Ponit ille: i 


a — sind a’ == cosl sinn a — cos cosy 
[e sind. ire DOS Canin 2 BY = cosc’ cosy’ 
y= sing’ yo cose any y cose conn 
Posito cos (11 — 1") cos (1! — 4) cos(4’—n) = —AA, 
probat, fieri: i X à: 
ER A LR 
| BUT er 8S Pi ame man Bb ee 
fieri etiam: sing = — Ycotg (4^ — 1) cotg (1— 1^), 
| sind = — y^cotg (1— 1) cotg (4 — 1"), 
sing“== —y cotg (4/— 1^) cotg ("— 1). 


2. In eadem commentatione Eulerus demonstrat, semper dari 


axem, qui et ipse per initium commune transit, circa quem ita rotari possit 
alterum systema, ut in situm alterius perveniat. Neque tamen in illa 
commentatione formulas huc pertinentes exhibere valet, sed rem in alia 

commentatione inseripta: 
Nova methodus motum corporum rigidorum determinandi 
re- 


4 
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retractat; invitaverat etiam ad suscipiendum negotium ingeniosum eius 
amicum Lexell, qui de eadem re agit in commentatione inscripta: 

Theoremata nonnulla generalia de translatione 

corporum rigidorum. 

Utraque commentatio in eodem Tomo XX legitur. Sit angulus gy- 
rationis @; axis, circa quem gyratio fit, cum axibus coordinatarum x, 
y, 2 resp. formet angulos a, b, c, unde 

cosa cosa + cosh cosb -]- cosccosc = 1. 

Gyratione transacta axem 70 x ad axem Tuy p, axem Twy y ad axem 
TOV J, axem Twy z ad axem voy r pervenisse supponitur, ita ut axis gyratio- 
nis’cum axibus coordinatarum p, 9, r eosdem formet angulos a, b, c. Nec 
non ubi per axem gyrationis duo ducantur plana, quae per axes Tuy x et roy 
p iranseunt, duo, quae per axes Tay y et Trüy g, duo, quae per axes ruy 
z et ray r transeunt, bina eiusmodi plana formabunt eundem angulum ®. 

Uterque invenit post calculos satis prolixos formulas sequentes: 

u = cosQ sin e? + cosa’, 

a’ == sinQ cose + cosa cosh (1— cos Q), 
a! — sin® cos b + cosa cosc(1— cos Q), 
[4 = cosQ sind? + cos’, 

B’== sinQ cosa + cosb cosc(1— cos Q), 


B = — sinQcosc + cos b cosa (1— cos Q), 
y= cosQ sin c* + cosc?, 

y = sin@ cosb + cosa cose (1— cos Qj, 
y' = — sin Q cosa + cos b cosc (1— cos Q). 


Notentur adhuc relationes sequentes: 
a+ D -4-y'-2142cosQ, 
quam formulam ex elegantissimis esse censeo; 
a’— = 2sinQcosc, a’ +2 = 2cosa cosb(1— cos Q), 
[/—-, = Qsin@cosa, B+ y' = 2cosb cosc(1— cos), 
yo’ 9sinQ cosb, y -]- 4^ — 2cosc cosa (1— cos Q), 
2! a/—  — (2 Q — y y! m y y — o", a" = 4 cosa cosb coscsinQ (1— cos Q), 
DEBIAN KONNTE En: a Cet À au pP) 


nn nn nn 


Zr i en a 
= 2(1-+4+ cos?) = 1-F a4- B 4- y" 
etc. etc. 


Demonstrationes, quas illi VV. Cll. dederunt, hodie elegantiores reddi 
possunt. Hic iamen rem tantummodo indicatam volo, atque iuvat, formu- 
las maxime memorabiles oblivioni eripuisse — Regiom. Junii 1827. 
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Aufgaben und Lehrsatze, 


erstere aufzulósen, letztere zu beweisen. 


Geometrische Lehrsätze von Herrn J. Steiner, 
(Verfasser der Abhandlungen No. 5., 18., 25., 31., 32. im ersten und No. 5. und 6. 


im zweiten Dande dieses Journals.) 


25. Mehrere Wenn auf einer Kugelfläche drei beliebige Kreise ge- 
geben sind, so giebt es, im Allgemeinen, 8 Puncte, aus deren jedem die 
stereographischen Projectionen der dreiKreise einander gleich sind. 

26. Lehrsatz. Wenn in einer Ebene vier beliebige Kreise ge- 
geben sind, so kann im Allgemeinen eine Kugel so gelegt werden, dafs 
wenn man die vier Kreise nach der stereographischen Projection 
auf dieselbe projicirt, alle Projectionen einander gleich sind. 

27. Lehrsatz. Des Pappus ,,alter” Satz (Band I. S. 260. dieses 
Journals) findet ähnlicherweise auf der Kugelfläche Statt, nemlich, wenn 
M, M, (Fig. 1.) zwei beliebige Kugelkreise sind, die einander in B be- 
rühren, und man beschreibt irgend zwei andere Kreise 772, 772,, von de- 
nen jeder jene beiden berührt, und die einander berühren, und man fal- 
let aus den Polen 77, m, auf den Hauptkreis BMM,, der durch die Pole 
M, M, geht, sphärische Lothe p, p,, so ist, wenn man die sphärischen 
Kadien der Kreise 7, m, durch r, r, bezeichnet, allemal: | 

sin Sin 
(iam — s + 2. 

28. Lehrsatz. Wenn irgend ein sphárisches Dreieck 4BC (Fig. 2.) 
gegeben ist, und man ziehet aus seinen Winkeln durch irgend einen 
Punct P Hauptkreise (grofste Kreise. D. H.) 4P4,, BPB,, CPC,, welche 
die gegenüberliegenden Seiten in den Puncten 4,, B,, C, treffen, so hat 
man, wenn M der Pol und R der Radius des um das gegebene Dreieck 
beschriebenen Kreises ist, ; 

sinP4, | sinPB, | sinPC, _ cosMP 
sin dA, sinBB, ' sin CC, cos À 
Soll daher die Summe der drei Quotienten zur Linken constant bleiben, 


so ist der Ort des Puncts P die Peripherie eines mit dem genannten 
umschriebenen Kreise parallelen Kreises. 
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29. Lehrsatz. Die Leitlinien aller Parabeln in einer Ebene, von 
denen jede drei beliebige Geraden berührt, schneiden einander in einem 
und demselben Punct, und zwar in dem nemlichen Puncte, in welchem 
die aus den Winkeln des von den 3 Geraden eingeschlossenen Dreiecks 
auf die gegentiber liegenden Seiten gefállten Lothe einander schneiden. 

30. Lehrsatz. Berührt irgend eine Parabel drei Geraden, welche 
ein gleichseitiges Dreieck einschliefsen, so treffen die drei Geraden aus 
den Ecken des Dreiecks nach den Berührungspuncten einander im Brenn- 
puncte der Parabel. 

31. Lehrsatz. a) Berührt irgend eine Fläche zweiten Grades 
die 6 Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlängerungen, so 
schneiden die drei Geraden durch die Beriihrungspuncte der gegenüber- 
liegenden Kanten, einander allemal in einem Puncte; und umgekehrt. 

b) Berührt von zwei beliebigen Flüchen zweiten Endes jede die 
sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide, oder ihre Verlängerungen, so 
liegen die 12 Berührungspuncte allemal in irgend einer dritten ‘Fläche 
desselben Grades. 

32. Lehrsatz. Jeder beliebige Punct in der Ebene eines gegebe- 
nen Dreiecks BC (Fig. 3.) kann einer der Brennpuncte eines Kegel- 
schnitts sein, welcher die drei Seiten des Dreiecks, oder ıhre Verlänge- 
rungen, berührt, und zwar ist der Kegelschnitt entweder @) eine Para- 
bel, oder b) eine Ellipse, oder c) eine Hyperbel, je nachdem der genannte 
Punct entweder @) in der Peripherie des um das Dreieck beschriebenen 
Kreises, oder 5) in einem der vier Räume ££, H,, E,, E;,, oder c) in ei- 
nem der sechs Räume H,, H,, H,, h,, h,, h, liegt. (S. 5. Aufg.) 

Wenn im Falle (c.) der gegebene Brennpunct z. B. in dem Raume 
h, liegt, so liegt der andere Brennpunct in dem entsprechenden Raume 
HH; u. sw. | 

33. Lehrsatz. 1) Wenn in einer Ebene zwei gerade Linien SB, 
CD (Fig. 4.) einander schneiden, so giebt es zwei andere Geraden ZF, 
GH, die ihre Winkel halbiren. 

2) Sind drei Geraden 4B, CD, EF (Fig. 5.) gegeben, so wird jede, 
z. B. AB, von den zwei Geraden GH und JK, welche (nach 1.) zu den 
beiden übrigen gehören, in zwei Puncten geschnitten. Zusammen giebt 
es also 6 solcher Durchschnittspuncte, und von diesen 6 Puncten liegen 
4 mal 3 in einer Geraden. 


25* 
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3) Sind 4 Geraden gegeben, so wird jede von den 4 Geraden, wel- 
che zu den drei übrigen gehören (2), in 4 Puncten geschnitten. Solcher 
Puncte sind also zusammen 16, und von diesen 16 Puncten liegen 8 mal 
4 in einer Geraden. 

4) Sind 5 Geraden gegeben, so wird jede derselben von den 8 Ge- 
raden, welche zu den 4 übrigen gehóren (3.) in 8 Puncten geschnit- 
ten: dieses sind zusammen 40 Puncte, und von diesen 40 Puncten lie- 
zen 16 mal 5 in einer Geraden; u.s. w. Ueberhaupt bei z gegebenen 
Geraden wird jede von den 2"* Geraden, welche zu den 2 — 1 übrigen 
gehoren, in 2"? Puncten geschnitten, welches zusammen 7.9" * Puncte 
ausmacht, und von diesen Puncten liegen 2-1 mal 7 in einer Geraden. 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von einem allgemeineren Satze. 

34. Lehrsatz. Wenn in einer Ebene zwei beliebige Kreise K, 
K, (Fig. 6.) gegeben sind, so giebt es eine Schaar, und zwar unzahlige 
andere Kreise, von denen jeder jene beiden berührt, (diese anderen Kreise 
dürfen nicht nothwendig einer den anderen, sondern nur die Kreise K 
und X, berühren. D. H.) und die Mittelpuncte dieser Schaar Kreise liegen 
in irgend einem Kegelschnitt, Dreht man jeden Kreis der genannten 
Schaar um einen seiner Durchmesser, so erhalt man eine Schaar Ku- 
geln, und dann giebt es eine zweite Kugelschaar, von denen jede alle : 
Kugeln der ersten Schaar berührt, und deren Mittelpuncte ebenfalls in 
einem Kegelschnitte liegen; und zwar steht die Ebene des letzteren Ke- 
gelschnitts auf der gegebenen Ebene senkrecht, und schneidet sie in der 
Geraden XX,; auch haben die beiden Kegelschnitte solche Beziehung 
zu einander, dafs die Brennpuncte eines jeden derselben mit den Haupt- 
scheiteln des anderen zusammenfallen, dafs daher nothwendig entweder 
beide Kegelschnitte congruente Parabeln sind, oder dafs der eine eine 
Ellipse und der andere eine Hyperbel ist. 

Nimmt man nun unter der ersten Kugelschaar eine Reihe Kugeln 
D MATIN an, welche einander der Ordnung nach berühren, 
so findet, wie im ersten Bande dieses Journals, S. 256., bewiesen, wenn 
die Reihe commensurabel ist, d. h., nach einem oder nach mehreren 
Umlaufen in sich zurückkehrt, das Nemliche allemal Statt, an welcher 
beliebigen Stelle man auch das erste Glied 7? der Reihe annehmen mag. 

Es findet nun ferner folgendes Gesetz Statt: ,,dafs es, wenn in 
der ersten Kugelschaar eine commensurableReihe m, m, m;, 
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OPENS moglich ist, allemal auch in der zweiten Kugel- 
schaar eine commensurable Reihe M, M,, M,, M,..... giebt," 
und zwar sind beide Reihen dem folgenden sehr merkwürdigen gemein- 
schaftlichen Gesetz unterworfen: 

»Bezeichnet man nemlich die Zahl der Umläufe der er- 
sten Reihe durch uw, und die Zahl ihrer Glieder (Kugeln) 
durch», und ferner die Zahl der Umlaufe und Glieder der 
zweiten Reihe durch Z und J, so ist allemal: 


u TROUIS 54,5 
mab Batak i; 
Ein specieller Fall dieses Satzes steht im ersten Bande dieses Jour- 
nals, S. 272., wo nemlich v=1, 2 — 3, U/ — 1 und V=6 ist. 


Aufgaben von Anderen. 

35. Die Zahl der Primzahlen zu finden, welche kleiner sind, als 
eine gegebene Zahl. 

36. Zu beweisen, dafs sich alle imaginaire Grofsen- Formen durch 
Y—1 und reelle Gröfsen ausdrücken lassen. 

37. Die Unterscheidungszeichen der gröfsten und kleinsten Werthe 
gegebener beliebiger Functionen von zwei und mehr unabhängig verän- 
 derlichen Gröfsen zu finden. 

38. Eine bestimmte, keiner Ausnahme unterworfene Definition 
stetiger Functionen zu geben. | 

39. Wenn alle Glieder einer unendlichen Reihe reelle Grofsen sind, 
und die Reihe convergirt, so ist die Summe der Reihe nothwendig 
reell (Man sehe auch die Abhandlung 4. im vorigen Heft dieses Jour- 
nals.) Wenn alle Glieder der unendlichen Reihe reell sind, die Reihe 
divergirt aber, so kann die Summe sowohl reell als imaginair sein. Es 
fragt sich, ob aus dem Gesetz der Fortschreitung der Glieder der Reihe 
erkannt werden könne, ob die Summe reell sei oder imaginair, und wie. 

40. Diejenige unbekannte Function, z.B. von @ und 2, welche 
die Eigenschaft hat, dafs sie für ein ganzzahliges 7 ein Kettenbruch, 
| 1 





z.B. für n=3, gleich ist, und die aufserdem für jedes 7 die 


1 
"d aram 
SE us 


nemlichen Eigenschaften hat, wie für ein ganzzahliges z, in eine Reihe 
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zu entwickeln. Die Function wird in die Classe derjenigen gehören, 
welche Euler inexplicable nennt. 

41. ADH, BFD, AGF, BHG, AIH, BKI, etc. (Fig. 7.) sind ge- . 
rade Linien, und ZD ist gleich DF = GF = HG = IH = KI etc. 
Man soll den geometrischen Ort der Puncte D, G, Z..... und E, F, 
ikon ats finden. 

42. Wenn man die 4 dreieckigen Seiten- Ebenen einer beliebigen 
dreiseitigen Pyramide und die 6 Winkel an den Kanten, welche sie ein- 
schliefsen, zu bestimmenden Stücken der Pyramide nimmt, so wird 
die Pyramide auf 8 verschiedene Arten durch diese Stücke, theils unbe- 
dingt, theils bedingt, bestimmt, nemlich: 

1) durch drei Seiten - Ebenen, unbedingt; 

2) durch zwei Seiten- Ebenen und den eingeschlossenen Kanten-Win- 
kel, unbedingt; 

3) durch zwei Seiten-Ebenen und einen an der einen liegenden Kan- 
ten- Winkel, bedingt; 

4) durch zwei Seiten-Ebenen, nebst dem ihnen beiden gegenüberlie- 
genden Kanten- Winkel, unbedingt; 

5) durch eine Seiten-Ebene und die drei daran liekanden Kanten- 
Winkel, unbedingt; 

6) durch eine Seiten-Ebene und die drei Kanten - Winkel an einer 
daran liegenden Seiten-Ebene, bedingt; 

7) durch eine Seiten-Ebene, einen anliegenden und zwei abliegende 
Kanten- Winkel, unter welchen der dem anliegenden Winkel ! Regan | 
über, bedingt; 

8) durch eine Seiten- Ebene und die drei abliegenden Horto Hr AMIE 
bedingt. | 

Die Fälle 1., 2., 3., 5., 6., 7. lassen sich ohne Rechnung, durch blofse 
Anschauung, oder geometrisch, aus der Figur, beweisen. (Man sehe des 
Herausgebers Lehrbuch der Geometrie, 2. Band, $ 025.) Es wird das . 
Gleiche für die Fälle 4. und 8. verlangt. 

43. Mit gegebenen Seiten-Ebenen ist nur ein Polyéder möglich. 
Cauchy hat bekanntlich diesen Satz zuerst allgemein bewiesen, und 
zwar mit Hülfe des Eulerschen Satzes, dafs die Summe der Zahlen 
der Ecken und der Seiten-Ebenen jedes Polyéders um 2 gröfser ist, als 
die Zahl seiner Kanten, und mit Hiilfe des eigenthümlichen Satzes, dafs, 
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wenn sich die Winkel einer beliebigen körperlichen Ecke mit unverän- 
-derlichen Seiten veründern, dieselben nur theils ab, theils zunehmen kon- 
nen, und dafs die Zahl der Wechsel des Abnehmens und Zunehmens 
nicht kleiner sein kann, als 4. (Man findet diesen Beweis unter Ande- 
rem vollständig in dem oben (bei 8.) erwahnten Lehrbuch der Geome- 
trie, 6. 555.) Es ist die Frage, ob kein anderer, wenn auch nicht direc- 
ter, so doch noch einfacherer Beweis moglich sei? Auch wáre zu un- 
tersuchen, ob nicht allgemein, wie es scheint, ein beliebiges Polyeder 
Schon durch seine Seiten- Ebenen weniger eine, bestimmt wird. 


44, Eine Curve durch zwei gegebene Puncte zu legen, von der 
Art, dafs sie in den beiden Puncten gegebene Tangenten hat, und die 
Krümmungs-Halbmesser Gleichvielfache von den zunehmenden Bogen sind. 


45. Eine Curve in der Ebene durch 5 gegebene Puncte zu legen, 
von der Art, dafs, wenn man die Lünge der Bogen der Curve und ihre 
Krümmungs-Halbmesser als die rechtwinkligen Abscissen und Ordinaten 
einer anderen Curve betrachtet, diese zweite Curve einer mit der Ab- 
scissen- Axe parallelen geraden Linie so nahe kommt als moglich. 


46.. Wenn zwei Ecken eines geradlinigen Vielecks in der Ebene 
fest sind, und die Lange aller Seiten des Vielecks unveránderlich dieselbe 
bleibt, den geometrischen Ort der übrigen Ecken zu finden. Dieser geo- 
metrische Ort wird zum Theil nicht blofs eine Curve, sondern eine um- 
schlossene Figur sein. 


47. Die Bewegung einer sogenannten fliegenden Brücke (Gier- 
Brücke), d. h. eines Schiffes zu untersuchen, welches in einem Strome, 
mittelst eines langen Seiles, durch einen festliegenden Anker gehalten, 
und schief gegen den Strom gerichtet, durch den Stofs des Wassers von 
einem Ufer zum anderen getrieben wird. Der Vereinfachung wegen 
wird das Schiff von rechtwinklig- parallelepipedischer Form, das Anker- 
seil als eine gerade Linie, ohne Dicke, und die Geschwindigkeit des 
Wassers in allen Puncten des Querschnitts des Stromes gleich grofs an- 
genommen. Gesucht wird die Geschwindigkeit des Schiffes in den ver- 
schiedenen Puncten seiner kreisfórmigen Bahn für gegebene Neigungen 
seiner Wande gegen die Richtung des Stromes, desgleichen diejenigen 
Neigungen der Wände gegen die Stromrichtung, unter welchen das Schiff 
in der kürzesten Zeit von einem Ufer zum anderen gelangt. 
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48. An einer der ältesten Arten von Tisch-Uhren bewegt sich 
das Pendel nicht hin und her, sondern im Kreise herum, das heifst: es 
beschreibt den Mantel eines Kegels mit kreisförmiger Grundfläche und 
lothrechter Axe, dessen Spitze im Aufhangepuncte liegt. Die Pendel sol- 
cher Uhren sind etwa wie der Compafs in einem Schiff aufgehängt, nem- 
lich wie es (Fig. 8. a.b.c.d) vorstellen. (Gleiche Theile in den Figuren 
sind mit gleichen Buchstaben bezeichnet) Der festunterstützte Ring 
ABCD trägt eine Schneide EF, welche daran befestigt ist. Diese 
Schneide trágt einen losen, darauf ruhenden Ring PORS, und. dieser 
Ring eine zweite Schneide GH, die an dem Pendel ZX befestigt ist, und 
welche die erste Schneide genau rechtwinklig durchkreuzt. Die Pen- 
delstange ZX geht durch die Schneiden GH und EF und durch die 
Ringe 4BCD und PQRS hindurch. Unten an derselben ist ein starkes 
Gewicht befestigt. Die Länge des Pendels vom Ruhepunct bis zum 
Schwerpunct desselben und des daran befestigten Gewichts, ist ungefáhr 
20mal so grofs als die Länge der Schneiden ZF und GH. Unterhalb 
des Schwunggewichts endigt das Pendel in einen Stift, welcher von 
einem, über einen Steeg ausgespannten Haar herumgeführt wird. Der 
Winkel an der Spitze des Kegelmantels, welchen das Pendel beschreibt, 
beträgt „5 bis 75 eines Rechten. Den Steeg mit dem Haar setzt unmit- 
telbar die Uhr vermöge ihrer Feder in Bewegung, und das Schwung- 
Pendel dient, die Bewegung der Uhr gleichfórmig zu erhalten. 

Es wird éine Untersuchung der Bewegung des beschriebenen Pen- 
dels verlangt. Zur Erleichterung der Rechnung wird von dem Wider- 
stande des Mittels, so wie von aller Reibung abstrahirt, und die Kraft 
der Uhrfeder, oder die Kraft, nut welcher das Haar auf dem Steege das 
Pendel umherführt, unveranderlich angenommen. Es wird gefragt, wie 
stark diese Kraft sein müsse, damit das Pendel bestándig in dem Mantel 
eines und desselben Kegels, oder doch sehr nahe sich so bewege; des- 
gleichen, welche Linie sein Schwerpunct beschreibe, wenn die Kraft der 
Uhrfeder gleich Null gesetzt wird. Die beschriebene Art der Aufhän- 
sung des Pendels kommt bei der Untersuchung wesentlich. in Betracht. 








16. 

Ueber Interpolations- Formeln, desgleichen über An- 
wendung derselben auf die Auflosung algebraischer 
Gleichungen. von beliebigen Graden. 

(Von Herth Louis Olivier.) 


1. 
Es sei fz irgend eine Function der Grófse z. Die Function fz für 
Werthe von z berechnen, welche zwischen bestimmten Werthen von 
Z liegen, für welche man vielleicht die zugehörigen Werthe von fz 
schon kennt, heifst bekanntlich: Interpoliren. 

Es giebt zwei Fälle. Die Form oder das Gesetz f der Function 
fz kann bekannt sein oder nicht. 

Im ersten Falle giebt der entwickelte Ausdruck von fz ebenso- 
wohl die eingeschalteten Werthe von fz, als die, zwischen welchen sie 
einzuschalten sind, und jene sind eben so bestimmt, wie diese. Hs kommt 
also alsdann blofs auf eine allgemeine Entwickelung von fz an. 

Im zweiten Fall hingegen sind die einzuschaltenden Werthe von 
jz unbestimmt, und können, strenge genommen, gar nicht gefunden wer- 
den, so viele Werthe von fz auch für bestimmte Werthe von z, zwi- 
schen welchen jene liegen, gegeben sein mögen. Denn da das Gesetz 
der Abhängigkeit der Grofse fz von z nicht bestimmt ist, so kann man 
die eingeschalteten Werthe willkürlich annehmen, und die Aufgabe 
vom Einschalten existirt unter diesen Umständen im Allgemeinen gar 
nicht. Insofern aber, der Natur des Gegenstandes nach, ein Gesetz f für 
fz wenigstens vorhanden ist, welches man nur nicht kennt, so kann 
man sich demselben dadurch nähern, dafs man statt fz irgend eine 
Function /z von z willkürlich setzt, welche die Eigenschaft hat, dafs 
sie für die bestimmten Werthe von z die zugehörigen bekannten 
Werthe von fz ebenfalls giebt. Man legt gleichsam, wenn man sich 
z.B. die bestimmten Werthe von z, deren z sein mögen, als die Abscis- 
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sen einer unbekannten Curve, und die zugehörigen Werthe von fz = y 
als die zugehörigen rechtwinkligen Ordinaten vorstellt, durch die, nach 
der Voraussetzung auf diese Weise gegebenen 7 Puncte der unbekannten 
Curve irgend eine willkürliche Curve, deren Ordinaten Fz = v sind, 
und welche die Eigenschaft hat, dafs sie durch die gegebenen 7 Puncte 
gehet; und diese Curve nimmt man für die gegebene. Aber auch diese 
Näherung ist noch willkürlich. Es können unzählige Functionen Fz die 
Eigenschaft haben, dafs sie für 2 bestimmte Werthe von z gegebene 
Werthe annehmen. Denn es können unzählige Curven, deren Ordinaten 
v = Fz sind, durch die 2 gegebenen Puncte gehen. Allein, wenn man 
anders versichert ist, dafs die unbekannte Function fz continuirlich 
ist, das heifst, dafs die Curve, deren Gleichung fz — y ist, stetig, oder 
ohne Unterbrechung fortläuft, und man nimmt willkiirlich eine Func- 
tion fz, die ebenfalls continuirlich ist, oder eine Curve fz = v an, die 
ebenfalls stetig fortläuft, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die 
beiden Functionen /z und Fz, oder die beiden Curven fz — y und fz=v 
einander nahe kommen, und dafs folglich die, nach der willkürlichen 
Gleichung Fz=v, eingeschalteten und für die, zu den nemlichen z ge- 
horigen y, genommenen Werthe von 7 den zugehörigen y nahe kom- 
men, um so gröfser, je grofser 7 ist, oder je mehr Werthe von fz, für 
bestimmte z, gegeben sind. Von den willkürlichen Functionen Fz, wel- 
che man statt der unbekannten fz setzen kann, nimmt man zur Erleich- 
terung der Rechnung gewohnlich die einfachste an, welche die vorge- 
schriebenen Bedingungen erfüllt. 

In diesem zweiten Falle giebt es aber wieder zwei einzelne Fülle. 
Entweder nemlich können die z, für welche die zugehörigen y —/fz ge. 
geben oder bekannt sind, gleichviel, oder un glerchvrel von einan- 
der verschieden sein. 

Zusammengenommen also sind die Falle folgende: 

Erster Fall, wenn die Form f der Function fz gegeben ist. Als- 
dann ist blofs fz zu entwickeln nöthig. 

Zweiter Fall, wenn f nicht bekannt, sondern nur fz für einzelne 
bestimmte Werthe von z gegeben ist, und zwar: 


«) wenn diese bestimmten z gleichviel von einander verschieden 
sind, : 


0) wenn sie ungleich weit von einander estie sind. 
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Wir wollen die allgemeinen Formeln für diese verschiedenen Fälle 
entwickeln, mit der Formel für (4) im zweiten Falle anfangen, und über 
die Ausdrücke und ihre Entwickelungen einige Bemerkungen machen. 


I. Interpolations-Formel für fz, wenn nicht f, sondern nur 
einzelne Werthe von fz, für gleichweit von einander 
entfernte z, gegeben sind. 


9 


^. 


Man setze 
1. fa HE = fethfeztkk—afzthb—a (EAN) fr. 
so HÉG—N (F—2QA).... [£— (n— DA fiz + R, 
wo bk und A beliebige Grofsen sind, hingegen von f,z, f,z, f,z etc. vor- 
ausgesetzt wird, dafs sie von A nicht mehr abhangen, sondern nur von 
z und A.’ Ob das Letztere möglich sei, mufs das Resultat der Entwick- 
lung zeigen. Ferner werde vorausgesetzt, dafs die Reihe für f(z-[ ky 
(1), in sofern sie ohne Ende fortiäuft, convergire, und für kein z 
und. # unendlich grofs sei, oder vielmehr, die Gleichung (1.) werde auf 
diese Fälle beschränkt. Da alsdann der Rest À, wenn die Reihe un- 
endlich ist, nothwendig Null sein mufs, so sind, für # — 0, alle Glieder, 
bis auf das erste, Null, weil alle Glieder & zum Factor haben. Also ist 
DARE. 
| Um so mehr sind, für £ — A, alle Glieder, bis auf die beiden er- 
sten, gleich Null, weil alle &—A zum Factor haben. Für £—9X sind 
alle Glieder bis auf die drei ersten gleich Null, weil alle £ — 2A. zum 
Factor haben, und so weiter. 
Nun setze man in (1.) z-+A statt z, und +A statt E, so findet man 
3. f(e pb ny e f (e) H- Ef iG EX) EEG) f G HEX)... 
oes + ELLA) (ON). [F—(2— DALAL (2 +) +R, und 
4. feb EA) = fa + Gf E EX) ER esse 
b - EA) AGEN TE — (n—2)5] fiz +R, 
wo À, und À, ebensowohl Null sind als À. 
Man ziehe die Gleichung (1.) von den Gleichungen (3. und 4.) ab, 
und setze die gleichen Reste einander gleich, so findet man: 


26* 
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S@ +95: = fz—Jf: 
Hal G+) hal +2 fez 
+k (k—A) [f2 (3-2) — fa] + [E 4- 4) k— (KE — À2)]f z 


T E— D GE —2 & LS: s Dr A) — 4 cs LG) k (rr —k m EP 2 
(e... NR JA] LU. Gà) n" z] 4L (c2) k says a) à) 


+R,—R —k(k—A) (k—22) . . . .k— (n—1)^]faz 
+R,—R 
oder: 
9. fa +) —fz = Af, x 
Ef (e +4) —/i x] d-2Akf,z 
+k (k—A) f: +) — iz] +32 (k—A)f,z 


HD D EFDA” HERR 20—295: 


at k (en. IE [e n1] U n (by as ax] + n À KG) (22)... Den Ee n 
LR, LR. 

Man setze in dieser Gleichung k==0, so bleiben rechts und links 
nur die ersten Glieder. Also ist : 

6. f(z-a)—fz = Af. 

Man 'ziehejdie Gleichung (6.) von der Gleichung (5.) ab, dividire 
den Rest durch Ak, und setze hierauf k=A, so bleiben wieder nur rechts 
und links die ersten Glieder des Restes, weil alle übrigen Ken zum 
Factor haben. Also findet man: 

7. PN —fz = 2rfiz. 

Man ziehe die Gleichung (6.) und die Gleichung (7.), tatatere mit 
k multiplicirt, von der Gleichung (5.) ab, dividire den Rest mit k(k—A), 
und setze alsdann k— 22, so findet man auf gleiche Weise, wie leicht 


zu sehen: 
8, aod Mme = 3 A f. 
So kann man immer fortfahren, und findet zusammengenommen : 
FGHN — f£. = fz, 
LEA) — fia = 2f, 
RGEN— fiz 3 Af,z, 
LEA hz = Sio 


j^ eo (QE Ta — aA, nme 


Nun bezeichne man die Differenzen 
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f (x 4- X) —fz durch A, fz, 
A@+A—Az durch A, fz, 
10. be) via durch Sale 


| f GLEN Te En AE Z, 
so ist, zufolge (9.), à 


Az mM also fiz Pa eis. 





IN trim ONE: HS zu — oat dy 


AN fiu SSK fiz also fce est 


Auf mom Afix, also... d 
Daraus folgt: | 
£n = A, fz, 
Li fz 
fer = eae} 


CT x 
DI^ fe — zm: 


AN 
‘lan yg aae | 
oder auch, vermöge (9.), weil z. B. f, (z-]- X) —/f,z —2Xf;z, nichts An- 
flz+-4) —fz 
À 


deres ist, als fiz = » wenn man darin z--A statt z setzt, 


und fiz wieder abziehet, folglich nichts Anderes als: 


arfız EEE so fet Md) 2/6 4 Fe 


so dafs 


Ki cs Te) a he 


wenn man auf diese Weise fortfahrt, p^: Gleichungen (9.) jede in die 
folgende zu setzen: 
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s fet?) fe 


bui fein dis fs 
Sez EON "pude MU 


As Damart As À! 
Id 


fit al) fob DIRE us aaa +f: 
Are KE UIS tame dE 
welches das Nemliche ist wie (12.), indem 
Aifz = f(z4- X) — fa, 
Ai fa = f(s4- 9) — 2f (s 4- ) +fz, 
14, Aif wi i-a A Med EEE 


iun 
A fa i om) fpe We + ahi sui 
Setzt man nun die gefundenen eA von faz, fz, Fe OU oe 
(2. und 12.) oder (2. und 14.) in die vorausgesetzte Reihe (1.), so er- 
halt man: 
c (Kk k (k — 4) (k —22) 
| Ka) = Ja A fee SR 


ji TT EN AA + A, 





ER 








oder: 
16. fzth=fz 
+ d re +A) — f:] 


+ LE pax) — oft 4-2) 4- fs] 


zt COSE UG ESN at oC 





ne [tana NIU 

TOES + Ra]... fe] 

LR: "lee ENEE 
3. 


Dieses ist eine Interpolations- Formel, vermittelst welcher sich aus 


den gegebenen Werthen fz, f(z-+ a), f(z + 23), f(z + 32). ...f(z + n2) 
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von fz, für gleich viel von einander verschiedene Werthe 2, 2-+A, 
z 4-2» z--3A..... z-] n^ von z, wie man siehet, der Werth f(z +#) 
von fz, für einen beliebigen Werth z-+% von z finden, also der Werth 
von fz für einen beliebigen Werth z -]- £ von z einschalten läfst. 

Ist A ein Vielfaches von A, z.B. mA, so ist f(z+%) entweder, wenn 
m<n, einer der gegebenen Werthe von z selbst, nemlich f(z+ mA), 
oder kann doch vermittelst der Formel genau gefunden werden; denn 
in beiden Fallen bricht die Reihe, wie leicht zu sehen, mit dem mten 
Gliede ab. Ist hingegen k kein aufgehendes Vielfache von A, sondern 
ein Bruch gegen A, oder incommensurabel mit A, so laufen die Reihen 
(15. oder 16.) ohne Ende fort. In diesem Falle mufs die Reihe, wenn 
sie Statt finden soll, convergiren; denn auf dieser Bedingung beru- 
het ihre VERRE MR 

Zufolge einer früheren Abhandlung (No. 1. in diesem Bande) con- 
vergirt eine Reihe, wenn das nte Glied derselben mit 2 multiplicirt, 
für n — oo, Null ist. Es mufs also, wenn die Reihe (15. oder 16.) con- 
vergiren soll, ‘ 

47, n FEL 2(6—22)..... [:— (n — 1)4] auf 
gleich Null sein, für 2 — oc. Der Coefficient von A7/z in dem Aus- 
druck (17.) ist der Quotient zweier Factoriellen, also der Ausdruck 
so viel als:  . | pode 
18.50: FF A^ fz 


Nun ist, zufolge der Formel (12.), in der oben benannten Abhandlung: 


a 1 
1 [2 pr a 
19 S. ERS | +1) BEINEN: 
lomo Tr en EIER, 
‘es 1! q g? 1° 
q 
n, — À b 
? QP 


Will man m mit a; vergleichen, so mufs man 


BO ER D p Syn, D B= +1 
setzen. Alsdann ist, zufolge (19.): 


1 

E WE X k 

kr —? 1^»! [S 4-1) "WW po 
——— = — (N). ——, oder: 
pe 12 nia 


(up | 


Ml baa 
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1 iUm L 
jer +) ps AES 








de v 
21. index 3 aw reared N 
1 
(I4) sie 
Nach der oben erwähnten Abhandlung (daselbst. Gleich. 17.) ist: 
Ai Abe 1 1 
22% Atos Dmm 


" Ft, s 
(3) 


Also ist in (21.): 











A muy 1 À ; 
2,4. 31% 
„gi dnr(it ita Ties 
k a3 ut k 
m2 "NER ri (—A)* 
23: yer — ^ iR ctn . vas € 
1 e 
(41 
Nun ist für 2 =o, 
inb k 
4 « oni E bu 
(£ 41) OU AN tee Loe = 1, 
und : 
1, wy 
(54-1) commer AT iy) lore TI 
n 
Also ist in (23): 
k 
k $e S 
B n Cu) ca 
24. yor en k ? 
= + 1 
A^ 
folglich in (18: : 
k À +1, 1 T 1 
: r Gi 3, 1 
pei Ga, C kNOL CARE 
251 nois 2 = — AT aO "de omy 
] nt n* 
| La, 


k 
Der Factor (= x) 


wahrend £ einen endlichen Werth hat. Es kommt also nur auf den 


7 


à Z e . e * . 

Bruch —;— au. Dieser ist, so lange nicht Av fz unendlich grofs ist, 
e 

7 


st immer endlich, so lange nicht A = O ist, 





immer Null, wo £ und A einerlei Zeichen haben, oder £. positiv ist. 
Die Reihe (15. und 16.) convergirt also immer, so lange nicht A, fz 


un- 
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unendlich grofs ist, und # und A nicht verschiedene Zeichen haben. 
Alsdann also gilt sie auch allgemein für beliebige f, z, b und A, 

. Sind, im Fall die Reihe nicht abbricht, nicht unzählige Glieder, 
sondern nur eine endliche Zahl von Gliedern gegeben, z.B. fz, f(z-+A), 
S(izte2a).....f(e+ma), so berechnet man 2 -+-1 Glieder der Reihe, 
und läfst die übrigen weg. Dieses gehet besonders alsdann an, wenn 
A, fz, A;fz etc. der Reihe nach immer kleiner werden, 


Die Reihe ist an Gestalt der bekannten Newtonschen Interpola- 
tions- Formel gleich. Die gegenwärtige Entwickelung aber zeigt, dafs 
sie nicht blofs dann gilt, wenn sie abbricht, oder wenn £ ein aufgehen- 
des Vielfache von A ist, sondern, unter den für die Convergenz noth- 
wendigen Bedingungen, auch dann noch, das heifst, dafs sie auch dann 
noch f(z + #) genau giebt, wenn £ und À zu einander Brüche, oder 
mit einander incommensurabel sind, in welchem Falle dann die Reihe 
ohne Ende fortlauft. 


Nimmt man, wenn # und À zu einander Brüche, oder commensu- 
rabel sind, nur einen Theil der Glieder, vom ersten an, oder auch, 
wenn k ein Vielfaches von À ist, nicht alle Glieder, so giebt die Reihe 
f@+A) näherungsweise. 

Die Reihe ist unter den Interpolations- Ausdrücken, die, nach der 
Bemerkung in (1), auch in dem gegenwärtigen Falle noch willkürlich 
sind, eine von denen, die sich am nächsten darbieten. Weiter unten 
wird noch eine andere vorkommen. 


IL Interpolations- Formel für fz, wenn f bekannt ist. 
4. 


Wenn f gegeben ist, so kommt es blofs darauf an, fz für einen 
beliebigen Werth von z, z.B. z 4- ^, allgemein, also näherungsweise durch 
eine Reihe zu berechnen, mithin auf die Entwickelung von f(z +) 
in eine convergirende Reihe. 
Diese Reihe kann man unmittelbar aus der obigen (15. 16.) fin- 
den, wenn man darin ÀA— 0 setzt. Die Gröfsen, in welche alsdann 
A, fz Aife Alf 
t 321409545 ied At 
übergehen, bezeichnet man gewöhnlich durch 
Crelles Journal, II. Bd. 3. Hft. 27 


eic. 
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oO re o? A 03 #3 
Be D? Qui etos 
so dafs 


ie TEN s 
À ? | 
BPE = Leh 21) HE 
PA 22 : 
26. note ones toque rin 


ap, JET) eng tnt rer ur noia op 
oz — Ceca ato le ia uid. al M NM 
ISUS PIDE PA (ES D 
Die Factoriellen £, £(£ — 2), für. A==9, 
in die Potenzen Ak, A, /? etc. über. Es könnte zwar scheinen, dafs für 
ein unendliches 7, 





k(k — a) (k —9X)....(k— n») | 
nicht nothwendig gleich A” sei, weil, wenn z. B. AL gesetzt wird, 
welches, für 2n— oo, Null ware, der Factor k — 2A nicht A, sondern 


N N : ! 1 1 
k—1 ist. Aber es hindert nichts, statt \=—, auch z. D. A=—, oder 


1 : PHP b 
A= -; zu setzen, wo m >1 ist. Alsdann ist immer K—nA=k, für 


n—=». Die Reihe (15. oder 16.) gehet also, für A=0, zusammenge- 
nommen in folgende tber: 


1 fet Ky es fa kon po Shey Pop. | ee 


8 








Da nach der oben erwahnten Abhandlung ($.6. X.) der Coefficient 


Th 


k se * e 
"mc. A nmal genommen, für n=, immer Null ist, so lange A end- 





lich ist, so convergirt die Reihe immer, so lange eod ee unendlich 


a 
grofs ist. Man kann also demnach, unter dieser Bedingung, den Werth 
von fz fiir jeden beliebigen Werth z-|-k von z berechnen, und sich 
folglich der Reihe als Interpolations-Formel bedienen. 


Die Reihe ist, wie man siehet, die sogenannte Taylorsche, die 
man also auf diese Weise aus den eigentlich noch allgemeineren Reihen 
(15. oder 16.) ohne alle jene Schwierigkeiten findet, die sonst gewöhn- 
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lich mit der Entwicklung des sogenannten Taylorschen Lehrsatzes ver- 
bunden sind *). 


IH. Interpolations-Formel für fz, wenn nicht f, sondern nur 
einzelne Werthe von fz, für ungleich von einander 
verschiedene z gegeben sind. 


ae 
Man setze 
20411 FZ) = 054 
und bezeichne die zu den Werthen 

Zins igh [Eade dot En VOD 
gehörigen und gegebenen Werthe von fz — y durch 
Ji» Yor Vs. Vus 

so kommt es darauf an, eine Function von z aufzustellen, welche die 
Fagenschaft hat, dafs sie y,, Yes Ya ++... y, giebt, wenn man z gleich 
Ziy 225 Z3++--Z, setzt. Aufserdem ist für diese Function keine Bedin- 
gung vorhanden, und ihre Form ist ganz willkiirlich. Wenn die 
Function aufgestellt ist, so läfst man sie für jeden beliebigen Werth 
von Z gelten, und kann also dadurch Werthe von fz zwischen y, 
Vi, Neo > Vx einschalten, 


6. 
Da die einfachste Functions- Form die rationale ist, so kann 
man z. B Setzen: 


29. Y= 0 d- 0,2 + 6s 2° + 032° An.» e ES 


WO Soy is Coy 03... Un xs AR unbestimmte Coefficienten sind, die sich 





*) Anmerkung des Herausgebers. Die obigen Resultate stimmen mit denjenigen über- 
ein, die der Herausgeber in seiner Schrift: „Versuch einer allgemeinen Theorie der analytischen 


Facultäten, Berlin bei Reimer, 1823," und zwar seines Wissens zuerst mittheilte, und worauf er 


seine Theorie der Facultäten, desgleichen z. B. den ersten, wirklich strengen Beweis des binomi- 
schen Lehrsatzes gründete, der sich auch, noch weiter vereinfacht, in seinem Lehrbuch der Arith- 
metik und Algebra, Berlin bei Reimer 1825, (§. 223.) findet, Die obige Entwickelung ist aber aller- 
dings noch einfacher und besser, auch ist die Bemerkung wegen der Convergenz der Reihe hinzu- 


- gekommen, Der Herausgeber hat die Ausdrücke (15. oder 16.) allgemeinen Taylorschen 


Lehrsatz genannt. Der Ausdruck ist für die ganze Analysis nngemein wichtig. Es beruhen dar- 
auf die meisten Entwickelungen derselben, und er ist der wahre Fundamental-Satz der gesammten 


sogenannten Differential-Rechnung, die also auf die obige einfache und elementare VVeise begriin- 


det werden kann, 
; AM ees 
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alle finden lassen, weil nach der Voraussetzung 7 verschiedene Werthe 
von y gegeben werden, nemlich aus den 2 Gleichungen: 


Y, = &, + ao, + e gs EE e: rae + ‘2 e dox ar C na £y» 
‘ M — oO : e 2, + %, 2, CH e £s + a. 2" qe C 2, > 
30. X3 %o zs e 2, zs Oe 2, T o 2, i ^n $E Tax Y An Le > 


y, —— 06, + mum te,2+e2+---- a Ph 
T^ 


Die zur Entwicklung der 2 Coefficienten &, &,, æ,....,., nöthige 
Elimination ist aber sehr weitläufig, und zwar deshalb, weil sämmtliche 
Gleichungen die volle Zahl von Gliedern haben. Man erleichtert 
die Rechnung schon um etwas, wenn man den vorausgesetzten Aus. 
drücken eine andere Form giebt, in welcher die Zahl der Glieder in 
den verschiedenen Gleichungen, der Reihe nach, abnimmt, nemlich, 
wenn man z. B., statt wie in (29), wie folgt, setzt: 

31. y 8, 4- B. (6—2)- B. (— 2) 6—2) + Bs (62) (6 — 2) (a1). - 
+, ,(z—2,) (z—2)---(2—2). 

Alsdann sind die 2 Gleichungen, aus welchen die z unbestimmten 
Coefficienten zu suchen sind, folgende, nemlich für z2=2,, z, 2;....2,: 

y; = Pos 

Ya = LB + B. — 2), 

32, 4% = ue Tf ST TON ropa md 


at Li f, ea 2 ) m a E. Mr uer ^ ) + 8. us (z, —Z,) (z,, ENT ND 
3» er D AT (Sn — 2.) rn Zo) ne (z n7 £y 3) 
Die Elimination zwischen diesen Gleichungen ist, weil sie wenig- 


stens zum Theil weniger Glieder haben, als die Gleichungen (30,), schon 
leichter. 


8. 

Das Verfahren (7.) bringt nun aber natürlich auf den Gedanken, 
die Zahl der Glieder noch mehr zu vermindern, und durch 
dasselbe Mittel, durch welches die Glieder in (7.) theilweise wegge- 
schafft wurden, zu machen, dafs die Ausdrücke von yi» Yay, sammt- 


lich nur ein einziges Glied behalten. Dieses geschiehet offenbar, 
wenn man setzt: 
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33. y = (2 — 2) (z—23) (2 — 24) (z— x)... (z—2,) 
+ Yi @—z,) (s —2;) (2—2,) (g—2*: (4-22) 
ij tava Pig AREA Sey, ).h MÀ 


A Yn—1 iai nd i arias ne a) 
so dafs jedes Glied simmtliche Factoren 
gm, Eg 24, 325799 83 91 180 mmi 


hat, bis auf einen, und zwar so, dafs in jedem Gliede ein anderer 
* Factor fehlt. 


Alsdann sind die 2 Gleichungen, aus welchen die 2 unbestimmten 
Coefficienten 'y,, *,, y, .... Yn gesucht werden müssen, folgende: 
Y = Yo Zr — Zs) RR (ae 24) (2, — 25) .- Kan), 
Yy=Yla—3) (2, — 23) (2 24) Bars TUN Zn)» 
34. Sis] FF 3 Sur à in ir wi — 24) ros: pus ias Zn)» 


a Se MH pit cadi REN, (s, u ais — 2,4) 
woraus man unmittelbar und ohne weitere SE M Ep aA Rech- 
nung Yoo Yır Yore++'Y¥ny» und wenn man die Ausdrücke davon in (33.) setzt, 


ER 
A om (z; (zi — 23) (9: —2;)(&ı — E4)«. (Xx — zn) T 





ee DM (z— zx) 
ne EG el 
(G—z:)G—z)G—2z NE Zn) y 
s Cops etis DM . Sal L 


CN aso x3) (z— 24)-- Nou as 
LS (zn — Zı)(&n — Xa) (zn — 23). - (n— A&n-—1 Ge ) 
findet, welches auch, wie leicht zu sehen, y — y,, Ya, ys... ys giebt, für 


£ —Z,, 2, Z5....2,5 Wie es verlangt wurde. 


Der Ausdruck (35.) ist die bekannte Lagrangische Interpola- 
tions- Formel, die man auf die Art, wie in dem gegenwärtigen Para- 
graph, sehr leicht findet. Sie dient zum Einschalten, wenn man z 
einen beliebigen Werth, der weder z,, noch z,, noch 2; u. S. w. ist, 
beilegt. 

qi 

Zu bemerken ist, dafs die drei Voraussetzungen (29., 31. und 33.) 

nothwendig ein und dasselbe Resultat geben miissen, denn weil in allen 
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dreien z sowohl als die besonderen Werthe z,, z,....z, von z sämmt- 
lich auf gleich hohe Potenzen, nemlich auf die 7 — 1ste Potenz stei- 
gen, so mufs man am Ende immer den Ausdruck (35.) finden; man 
mag für y die Form (29.), oder die Formen (31. oder 33.) voraussetzen. | 

Diese Bemerkung wird man öfters benutzen können, um eine be- 
schwerliche Elimination zu ersparen. Gesetzt nemlich, es würen die 7 
Gleichungen (30., zur Bestimmung der 2 Coefficienten e, «,, a... 
in der Gleichung (29.) gegeben, wo n selbst unendlich grofs sein 
kann, so braucht man gar nicht zu eliminiren, sondern darf nur statt 
der Gleichung (29.) die Gleichung (33.) voraussetzen. Aus dieser findet 
sich, wie oben, ohne Rechnung, dafs das Resultat der Elimination die 
Gleichung (35.) ist. 


10. 

Als Beweis, wie vorsichtig man übrigens mit Interpolations- 
Formeln sein mufs, kann folgende Anwendung der Bemerkung in 
(S. 9.) dienen. 

Man setze 


36. cosz == ı +4,24 0,2, oz... 4- 4,2, +R, und 


sin z 





37. —— = 1 + 8,z 4 Q;z, + O52; ..... + B,z, +R. 
Dieses giebt, der Reihe nach, fur 
38. «—0, +4m, —4m, +4m —i-, +42, — Im ete, und 
39. z—0,-4-7, — s, +27, —27, +37, — 2 etc. 
l zm 
0 — 1-Fe(i2)-d- (2) +a, (a) Ham)... 
40, (9 = l1—a,(Es) +e (ir) — ex(a my + a, (2 ui oe any Ee 
0— 1-d-o,($2) 4- e, ($m) +; ($my +a,Ga%..... 
0 = 1—a LE dm) — t, duda a a (E) $85 


sin z 
und weil 





: bekanntlich gleich 1 ist, fur z — 0, 


bir e 

o=-ı+Pßr +B + Cort Pin. 0. 0 D N | 
rd Soo 1—0,-z-4-Q,— — Gin -LTQm-*......... 

Quy inis (27) + Q,(2.m)* + Q, (om + B, (om ..... 

oV 


pus nh ke | qnm ad, 
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Vergleicht man die Gleichungen (36. und 40.) und (37. und 41.) mit den 
Gleichungen (29 und 30.), so ist für die ersteren: 
42. Pins Mgr, ES Dig is Val DU Oi — =D; 

2,— 0, z,— +39, 3 =—;7, %=+37, , =— 3m etc, 
und für die anderen: 


às y=, y=1, Vo Ys Ya ee ee — y, =O, 
Z=0, z,—--7-, 2,——5, 3=+27, %=—2z etc. 
Also findet man, vermöge der Gleichung (35.), welche, wie in ($. 9.) be- 


merkt, das Resultat der Verbindung der Gleichungen (29. und 30.) ist: 
Gant 3%) (z— 3-0) (c+3%) (z—F2)(z+hm)..... 








Gb und 
E in.tin,.—ia.tin.—ian.tin..... 
inte we! (ree Et an Lee 2o) AL 2 vb) (c 3 SPERA. | 
EXE —n.--z.—2n.--22.—3n.--3n..... ; 
oder 
jd E wt A 
44. cosz = (12 aa ke) cie tst und 


2T Im z=: (a =) (1 iz) (a =) EV, 


Diese Ausdrücke sind, wie bekannt, ganz richtig. Aber es ist gänzlich 
Zufall, dafs sie e es sind. Denn aus den einzelnen Werthen 1, 0,0, O etc. 


von cosz und — für z —0, 4m, $#..... und z— 0, m, 27, 37..... 


pe 


können cosz und sinz, wie es vermittelst der Interpolations- Formel ge- 
schehen, keinesweges gefunden werden, weil durch die nemlichen, den 
Abscissen 1 und O und den Ordinaten 0 und 0 zugehorigen Puncte, durch 
welche ein Kreis gehet, auch noch unzählige andere Curven von der 
nemlichen Bogen-Länge gehen können, zu deren einzelnen beliebi- 
gen Bogen dann aber offenbar noch andere Abscissen und Ordinaten, als 
cosz und sinz sind, gehören können. Die Ausdrücke (44. und 45.) müs- 
sen vielmehr aus den Ausdrücken des Cosinus und Sinus durch Expo- 
- nential-Grofsen und durch Zerlegung dieser Ausdrücke in Factoren nach 
den Eigenschaften der Gleichungen mit zwei Gliedern gefunden werden. 
‘Die nemliche Anwendung, die hier von der Interpolations-Formel auf 
den Kreis gemacht worden, würde auch auf die Ellipse, die Cycloide, 
und jede andere geschlossene Linie passen, für welche alle zugleich doch 
die Ausdrücke (44. und 45.) keinesweges gelten. Die willkürlichen In- 
terpolations-Formeln müssen also mit Vorsicht gebraucht werden, be- 
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sonders wenn die einzelnen Werthe der veránderlichen Grofse, von wel- 
cher eine unbekannte Function interpolirt werden soll, zu weit von ein- 
ander entfernt sind, wie es in dem Beispiele vom Kreise der Fall war. 
Auch dürfen die interpolirten Glieder nicht leicht aufserhalb der Gren- 


zen der gegebenen Grófsen, sondern sie müssen 1nnerhalb dieser Gren- 
zen liegen. 


11. 
In dem Falle, wenn die Werthe z,, 2%, 2, ..... 7, von z, für 
welche die Werthe von y —/z gegeben sind, der Reihe nach gleich 


viel von einander abweichen, giebt die allgemeine Interpolations- 
Formel (35.) Folgendes: 


Man setze 
z, = z—h, 
Z, = z—k—d), 
AO ae? — z—k—2h, 
Z, == z—k—(n—1)i, 
so dafs 


Yr Fr fr = JE), 
Ya = Ja = f(z—k—A), 
Ya = fz, = fa —k—2N), 
ns S NR Fes ab aa 
so ist, vermoge met. 


PTE GAN QAFH ZEE) Ei DAE py 


in pat rain e ee ....(n—1)à 
ER) (32-4440)... Me — 024 
T TIC PH Sap. 73 AO, a; 3319, GAL aub ba 
RH) 32-5) 4A 0)... [i — 1) AE H 
db tar role 121 ST 


* ad . 


KOA) DEAD seien 
sla dust Ge DER OU X QURE M ere ach: ws 





oder: 
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y & fr — k(k 4-2) (ik 24) (k-4-3 4) LIA n1 [k + (n — 154 
di P RECTOR 5 CURAE (n—1)4 | 
x [z/e—5 
(n—1)4 
Used) rer soam 


(n—1)A(n —2)4 
T DATE f{z—hk—92 
ln tha 2%. (n—3)4 4 
31.33.34-33) — JEAN 





ED in—2)2 baee. , 
RS sd Se Rn PPS, 
— (n—1)2(n—2)A..... Berl i ee fé — 1x]. 
oder, wenn man (z--A) statt z schreibt, 


p = EGdAGT22)04-32).....k--(n— DA 
Sept COT) ORDRE NE RN EIER VY NB 


1 
x [xf 
n—1 
94 3 ifo 


te E ns 
ii 2 xai/6—2N 
n—1.n—2.n—3: 1 
RC Sc dd E! abri T f 





(z— 3A) 





243 !kel-34 
e 
= == Sup n—1xJ, 
oder auch, wenn man — statt 4 Á schreibt, 
| As Kk) OR er 
ec — (A= k) GARG 4). S. IR 204—K] 
Re | 2 A Rc. | (n—1)À 
x [fz 
E n iat = fe 
FR TR 
— J uq Ede 
n-piójn-—-2.»—39 


S s re a et (n—1)a)], 
und, wenn man in (47) —A statt + ^ schreibt, 
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49. f(z4-k) = air nuege ae 
x |= fz 
7 
i: gm gt fan 
PS, ter 


+ . e. 6 e . e . . . e 


d fe + nn], 
wo die oberen Zeichen gelten, wenn 7 gerade, die unteren, wenn n un- 
gerade ist. 
Dieses ist die zweite am Schlusse von (3.) erwahnte Interpolations- 
Formel für den Fall, dafs fz für 2» gleich weit von einander entfernte 
Werthe von z gegeben ist. Sie ist nur für ein endliches z brauchbar, und 


nur füglich dann, wenn in (49) z+h zwischen z und z —(2— 1), 
oder # zwischen 0 und (2—1)A liegt. 


Anwendung der Interpolations-Formeln auf die Auflósung 
der algebraischen Gleichungen von beliebigen Graden. 


12- 
Es sei die algebraische Gleichung 
90. x"--a,x"7-Lae,x",....-4- a, = 0, 
naherungsweise in Zahlen aufzulösen. 

Unter den verschiedenen Auflösungs- Verfahren ist das von Budan 
eines der einfachsten und vielleicht am wenigsten mühsam. Vorziiglich 
ist es geeignet, einer Wurzel erst einigermafsen nahe zu kom- 
men. Will man aber die Wurzel schürfer und auf mehrere Decimal- 
stellen berechnen, so erfordert es in den meisten Fallen dennoch viel 
Rechnungen. Man wird sich in solchen Fállen zuweilen folgendes Ver- 
fahrens, welches eine Interpolations- Formel, z. B. die Lagrangische 


(39), zu Hülfe nimmt, mit Vortheil bedienen kónnen. 
Man setze nemlich: 


91. y" d ay" -L a, qu 4s a, = z, 
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und suche vermittelst des Budanschen, oder auch eines anderen Nihe- 
rungs- Verfahrens, einige Werthe y, y,, y4 .. . . y, von y, welche 
Werthen Z,, 2, Z,....z, von Z zugehören, die wenig von Null 
verschieden sind, und entgegengesetzte Zeichen haben. 
Etwa mufs, wo möglich, die Hälfte davon das Zeichen +, die andere 
Hälfte das Zeiehen — haben. Alsdann drücke man vermittelst irgend 
. einer Ínterpolations- Formel, z. B. vermittelst der Lagrangischen For- 

mel (35); einen beliebigen Werth von y, von welchem nun voraus- 
geseizt wird, dafs er zu einem beliebigen Werth von z gehöre, aus, 
also z. B. wie folgt: 


jani lO nib Gunn Audie cli soirs 2) 
VO DERE EE SUE ain a Ay 


d Case 2) CG Be Arge) 
22 








o(2—2) tuLoigis (z — ah, do; M A 
vi e. (5, —2;) (3 Sea) 8 ay” 


de SO orb (aod y 
er Zi)(zn— 2.) (Zn — Ze d En” Eni)" 
Setzt man in diesem Ausdruck z — 0, so ist, vermöge der Glei- 
chung (51.), y offenbar eine der Wurzeln der aufzulösenden Gleichung 
(50.). Also kann man annehmen 


n. 





PE aXaEaf tn 0000. EE AP p ce od : 
Maid Map Pc 1. seiten 10,0% aum 
Au E 5 MU RÉ Soe j 

| (zn — (Es — zz) (x rg. ou epee 
oder auch 
ae Vr 
Sk um serie [rr my TES 
| mi(za—x.:)(23—724)....(22 — za) &h(zn-7—zxa3)(Zn— yn nS (Be ZT 


Das obere Zeichen gilt, wenn 7 gerade, das untere, wenn 7 Vitr ohne ist, 

Von der Nähehung, die dieses Verfahren zu gewähren vermag, kann 
man sich auf-folgende Art einen Begriff machen. 

Man stelle sich nemlich eine Curve vor, deren Abscissen y, und 
deren rechtwinklige Ordinaten z sind, und die also gleichsam das Bild 
der Gleichung (51.) ist. Die Abscissen y, fiir welche die Ordinaten 
Null sind, oder fiir welche die Curve die Abscissen-Axe schneidet, sind 
offenbar die Wurzeln x der aufzulösenden Gleichung (50.). Nun sind 

M 
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nach der Voraussetzung zur Vorbereitung einige Abscissen y,, Yo y;..-. 
.... y, gefunden, deren Ordinaten z,, z,, 2;....2, entgegengesetzte 
Zeichen haben, und wenig von Null verschieden sind. Es 
sind also 2 Puncte eines kurzen Stückes der durch die Gleichung 
(51) vorgestellten Curve gefunden worden, welches die Axe nothwen- 
dig schneidet, und zwar in dem Puncte, dessen Abscisse x ist. Die 
Anwendung der Interpolations- Formel aber ist nichts Anderes, als dafs 
man durch die nemlichen 7 Puncte eine andere beliebige Curve legt. 
Diese Curve mufs also die Axe nothwendig ebenfalls schneiden, und je 
mehr Puncte die willkürliche Curve mit der durch die Gleichung (50.) 
vorgestellten Curve gemein hat, und je. kleiner die Ordinaten sind, um 
so näher werden, weil die Curven stetig sind, einander die Puncte lie- 
gen, in welchen die beiden Curven der Axe begegnen, das heifst, um so 
näher wird das x, welches die Gleichung (53.) giebt, der gesuchten 
Wurzel der aufzulósenden Gleichung (49.) kommen. 

Will man die Näherung weiter treiben, so berechne man zuerst, 
indem man das durch die Gleichung (52.) gefundene x für ein y der 
Gleichung (50), oder für eine Abscisse der durch die aufzulösende Glei- 
chung vorgestellten Curve nimmt, das zugehörige z, oder die zugehörige 
Ordinate dieser Curve. Dieses z reihe man an seine Stelle unter die 
anderen berechneten Ordinaten z,, z;....z, ein, so das nunmehr z + 1 
Werthe von z mit den zugehörigen y bekannt sind. Alsdann bediene 
man sich der nunmehr ein Glied mehr enthaltenden Gleichung (53.) von 
Neuem. Da das zuerst gefundene x schon einer Wurzel der aufzulôsen- 
den Gleichung nahe kam, so wird der dazu gehörige Punct der, die ge. 
gebene Gleichung vorstellenden Curve dem Durchschnittspunct dieser 
Curve mit der Axe schon sehr nahe liegen, also wird der Durchschnitts. 
punct der neuen Curve, welche durch die gefundenen 2 + 1 Puncte ge 
het, mit der Axe, dem Durchschnittspunct der, die gegebene Gleichung 
vorstellenden Curve, und der Axe, um so mehr nahe kommen, folglicl 
wird das x, welches die abermalige Anwendung der Formel (53.) giebt, 
die gesuchte Wurzel der Gleichung wiederum schärfer ausdrücken. 


Durch Wiederholung des Verfahrens kann man auf diese Weise die 
Naherung immer weiter treiben. 
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17. 
Drei mechanische und hydrodynamische Aufgaben 


nebst Auflósung. 
(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmus.) 


I. 

Die anfangliche Geschwindigkeit einer Geschützkugel 
kann dadurch bestimmt werden, dafs man einem Cylinder- 
Mantel von einer leicht durchdringlichen Materie, etwa 
von Papier, eine gleichfórmige drehende Bewegung um 
seine lothrechte Axe mittheilt, und dann die Kugel, hori- 
zontal, in der Richtung des Durchmessers, durch den Cylin- 
der schiefst. Aus der Geschwindigkeit des Cylinder-Man- 
tels, dem Halbmesser desselben, und dem Winkel, den diese 
Halbmesser durch die Mittelpuncte der Oeffnungen, welche 
die Kugel in dem Cylinder-Mantel bildet, einschliefsen, be- 
stimmt sich dann die Geschwindigkeit der Kugel sehr 
leicht, wenn man die Bewegung derselben durch den Cylin- 
der als eine gleichfórmige betrachtet. Wenn nun die Ku- 
gel als ein Punct p (Fig.1) angesehen wird, so soll die Curve 
bestimmt werden, welche der sich geradlinig bewegende 
Punct p innerhalb des Cylinder-Mantels beschreibt. 

. Es sei die Geschwindigkeit des sich gleichfürmig bewegenden 
Punctes p — c; die des Cylinder-Mantels — v; der Halbmesser desselben 
EE t der Punct im Cylinder-Mantel, durch welchen p nach der Rich- 
tung des Durchmessers 4MB in den Cylinder eingeht; M der Mittel- 
punct dieses horizontalen Querschnitts, C der Punct im Mantel, welcher 
dann in 4 ist, wenn p in D sich befindet, also, wenn MC gezogen und 
aus M mit MD der Bogen DE beschrieben wird, Æ der Punct, welchen 
p trifft, in dem Augenblick, in welchem p den Weg 4D zurückgelegt 
hat, so ist E ein Punct der verlangten Curve. Fället man nun EF nor- 
mal auf ZB, setzt die Abscisse AF= x, die Ordinate FE — y, den Bo- 


7G 


gen C4 —ra; so hat man AD: AC oder AD: ra=c:v; also AD=—a; 
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folglich MD = ME = r lacs mu r (1 Moi a) also 
I. x =r—r(i—a)cosa, und 
C ; 
IL y= r(1—< a) sin &. 


Aus beiden Gleichungen folet, weil tga = —_ 





IL (r—zcy--y i-r. (= T arc tg 2.) , 


pp 
Ist nun noch G der Ausgangspunct, so hat man sowohl für 4 als für G: 


(r——xy + y? =r; ‘also r = re (a —— arc tg iiis folglich 


11-33 axe ip bos oder 1——a = +1, 
vU Hi 0 vU 
wo das obere Zeichen für 4, das untere für G zu nehmen ist. Für G 
2 j ; Ps. ‘ 2 
entsteht daher = aed ; folglich die zugehörige Abscisse 4H =r-+rcos — 


und die Ordinate =—r sin" oder HG = rsin ee 


Soll G mit 4 zusammenfallen, d.h., soll die Kugel zu demselben 


Anne tli 2v | 
Loch ausgehen, durch welches sie einging, so muls r -+ rcos — — 0 und 


NOV. : D ; 
auch rsin — — 0 sein, woraus — — 7 folgt, welches Resultat auch leicht 


unmittelbar zu erkennen ist. 


II. 

Ein Gefäfs voll Wasser ist auf die Tiefe À (Fig. 2.) pris- 
matisch vom Querschnitt Z, und hat im horizontalen Bo- 
den eine Oeffnung =a. In diesem Boden befindet sich eine 
zweite horizontale Oeffnung vom Querschnitt P, und unter- 
halb derselben ist das Gefäfs vertieft und hatin der Tiefe 5, 
unter B,also in der Tiefe ^4-b — H, unter dem Wasserspiegel, 
eine zweite Ausflufsóffnung vom Querschnitt e, Es soll die 
Zeit Z bestimmt werden, in welcher sich, wenn kein Zu- 
flufs statt findet, der Wasserspiegel um die Tiefe h senkt. 

Senkt sich in der Zeit 2=®x der Wasserspiegel zur Tiefe x, so 
fhefst in der Zeit Q(x--£) —Q»x die Wassermenge 4# durch die beiden 
Oeffnungen a und e ab, durch die erste mit der mittleren Geschwindigkeit 
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2y^[g (h — x — £^], durch die zweite mit der mittleren Geschwindigkeit 
2y [g(H —«—5"], in welchen Ausdrücken g die Beschleunigung der Schwe- 
re, und £’ sowohl wie £^ eine zwischen O und £ fallende Linie bezeich- 
net. Wird daher 2/g durch « ausgedrückt, so hat man die Gleichung: 
AE = [a.ay(k—a— 1) + ea V CH —— l^ Ge +) — Qa], 
und hieraus, wenn @(x+#) nach der Taylorschen Reihe entwickelt, 
dann mit & dividirt, und endlich #, also auch £' und £^ gleich Null ge- 
setzt wird: 
A= u[lay(h—x) + ey(H—x)].®'x; folglich 


a" ür A TRA Ox 
t= or =f, VU) -eV(H—a)] — DATE TAGS Vig NEM CH 


Ist nun Âstens e — 2, so wird 


= fr = ; ER 
— Alta), — (a) d +C= = 2. [zea + Rx) |; 


und demnach 





T= [ae]. 


Ist aber 2tens a 7 e, so hat man 





— ee also, oth ar durch c bezeichnet 
a^ h — e? Hi —(a? — e?) x a? — e? 
aY (h—x)—eV (H— x) i 
P dE TOU QUE) Dau quy .0x; oder, c— x — y gesetzt, 
E: ———— aa! 
i= 4 ——————————————— oy 
ae —e*) 





E. "| f ent) rm ‚uf enn ath 


Es ist aber Je; meet Analysis, 1827, pag. 117.) 
2n 2Y n.Y (n 
—2y(nd-y)— nv yore eb Varie): 


* d 
b 
also, ——— durch m deum 
in -—— ec 


<- 


» eg extet und Mia 
und eben so 


[LEED ay ame by) — erm nint ErpRH V ep) 


2ma*-Ey --2aY m. V (ma? 4- y) 
x 


folglich 
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daa aE A, er (ma-ty)—aeym path i f er. Y (ma*-Fy) 
Lope Eo ibl Be mn ERE date tes Y (me? LENO 


= 4" [sev(nat4-y) — 2a v (me 4 y) 


2me?+y+2eVm. V(me? +y) 
ake dé Wb cas '-E2aY m. Y (ma? nep ver 
oder, p Werthe für c, m, y substituirt und e*—e* durch 4? bezeichnet: 
dM [d Y (h — x) + eV^b] 
e d? ^ [aevi 2) —22v à — FE GER [dV (H— RE Le 
uv dV (h—x) + ev b 
= fe VH enses uev TE là Ey evil TR 
Kurz 05st i £ — 0, und hieraus Tigre sich 
Yy T dY^h +eVb 
bore = AL PEU Ar ln eve? 
folglich ist vollstandig: 


Diet 
24 [atyà—vià—2) — eb H—v d —2 
a aeY b In [d Y (h —2)d-eV ^] [dV H+aV ob] d 
| d [d fave. z)--aY b] [d Y ^ d-eY oj! 
und b h für x gesetzt, 








Momm c 














Le 








DA [eva ev Hy d m OP]. 


Ist Wiens 3tens a « e, und bezeichnet man €'— «&? durch d°, so ent- 
steht, wie 1m Er 2e 








A 0 e? -) Oy ed d 
t= =, [ef 5 on —) T f ety y US =))> wenn y den Ausdruck 
e? H—a’*h 


CIL a vorstellt. Es ist aber 
Fri 


fever = 9y(y—r)—9yr arc gy + C, also 
= ee) 
a Ad T yb arc tg Ve + C 

A lavi —2) — e. V (H — x) 


quac rotg © LU eg etg < 7-)| +0, 











ss 


worin 


2 
C= — 
[44 





fev Nia salle aps eig E arcig 4 i iis z)] ist. 
Man 
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Man hat daher nun vollstándig: 
2A 
t= = lelyH—y(H—2)|—alyh—y (h—2)] 


«s aeV b d 4,/H— d y/h—a JM LN 
ng (arctg 2 V LED SV ares V + arctg €), 
und hieraus, für «=A, 
T— 5 [HV — avo 
ant E (aretg © + arctg 2 J/7- — aretg 2 y 71]; oder auch 
7 2 A 


2 er dt _dfabe--a?V (bh) +d? Y (AH) —oeY (b H)] A 
Babe ad? Y (AH) -]- d* eV CH) — ad? Y (bh) 


COCO = ek eg RATE] 


Ist Ah — 160^ à 29; a — e — -% Quad.-Fufs, so erhält man 7= 8,06. 



































==4 


Ist h== 10605 1295 a— 77 Q5 e— 1505 - - - - | T= 924. 


MPN Sy, AU AG durum. 


III. 

Zweiprismatische, anfänglich leere Gefäfse commu- 
niciren durch eine Oeffnung vom Quadrat-Inhalt e; das 
erste hat den Querschnitt 4, das zweite den Querschnitt B, 
und in das erste fliefsen gleichformig in jeder Secunde H 
Cubic-Fufs Wasser; wie hoch steht, nach Verlauf von £ Se- 
cunden, das Waller in jedem Gefafs? 

In dem ersten x, in dem zweiten y Fufs hoch, so hat man sogleich 


. die Gleichung: 
1. Mi = Ax + By. 


In den folgenden & Secunden sind, v» — Qf, y==ft gesetzt, am 
Schlufs der Zeit £, die Wasserhöhen Q(f£--5); f(£- 5); also die Ge- 
schwindigkeitshöhe = @(t-+ 4) —f(£--£). Im Anfang der Zeit war sie 
— Qt — ft, so dafs dieselbe also, £' < & gedacht, während der Zeit 
k = OC +h) —f(t-k) zu setzen ist. In der Zeit & fliefst demnach 
aus dem ersten ins zweite Gefáís, die Wassermenge 
oav g. vy [G (EJ4- 4^) —f(£-- 4^)].£, und es sammelt sich in dieser Zeit # 
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im zweiten Gefäfs die Menge B.[f(¢-+4)—ft]. Man hat daher 
2. 2ays. V|et— ft + I G't—P 0 + ge P) +... 
/ * opm, 
— B(ft f 225) 


und hieraus für £— 0, also auch £' 0: 

| 3. cas. Ve DER 

Wird in diese Gleichung, nachdem die Ableitung der ersten gebildet 
wurde, hieraus Of substituirt, so erhält man: 





M 4987807, 
2aY g.V (x —y) We Boy 4 
oder, V (x — y) durch z ausgedrückt: 
M Bo 
22/592 = A(dy-+2z0z) +Body; also 
MB 2 
Savy 2) = (4+ B)z0y +242°0z; oder, 
RV — b un n = c gesetzt, (b—cz)0y = 2°02; folglich 
dy e er und daher 
y = — 5,25 n(@—cz)+20ez+ 02°] + C 


Er; 1 | 2 b 2 :] 
mios 2b In; —2bez— cz . 
Nun ergiebt sich auch sogleich: 
Boy nt. Nr EM 
PS Ven TVA C De 


ave Pama 
i Sact.Vg blnL— cz : 
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18. 
Ueber eine besondere Gattung algebraischer Functionen, 
die aus der Entwicklung der Function (1 —2x2-+2°) 
entstehen. 


(Von Herrn Prof. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 


1. 
Die merkwürdigen Eigenschaften dieser Functionen hat zuerst Le- 
gendre in seinen Untersuchungen über die Attraction der Sphäroide 
und die Gestalt der Planeten bekannt gemacht, im 10ten Theile der 
Savens étrangers, und in den Memoiren der Pariser Academie von den 
Jahren 1784 und 1789; später hat er sie im 10ten Paragraph des 5ten 
Abschnittes seiner Exercices sur le calcul integral zusammengestellt. 
Sie sind die Entwicklungscoeffücienten X, X^, X^"... WAX” in 
Da rem) Zr ee yet N usu X025 T. ete. 
Diese Functionen, als deren fonction génératrice (1 — 2xz + 2°)? anzu- 
sehen ist, geniefsen unter andern der Eigenschaft, dafs wenn 77 und n 
ungleich sind, immer 
VINO XO ro 0; 
wenn aber mn, so findet sich 
fU Xo X084 ==, 
—1 2n +1 
wodurch es möglich wird, wenn man eine Function von x nach diesen 
Coefficienten entwickeln will, die Coefficienten als bestimmte Integrale 
auszudrücken. Setzt man nemlich 
Fx — A +d! X! + v óc KM 4- MENA E 2. -|- A0 X7 LL etc., 
Wo A, A', 4',...4” kein x enthalten, so wird 
40) = PE fre xs, 
welche Art der Entwicklung viel Aehnlichkeit mit derjenigen hat, welche 
Euler bei der Entwicklung einer Function nach den Sinus und Cosinus 





vielfacher Winkel gelehrt hat. 


99 * 
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Es scheint mir aber Legendre die Fundamentaleigenschaft die- 
ser Functionen übergangen zu haben. Sie ist in der a: gegeben: 


1 Q" (x? — 1)" 
UD EUN ee 
A OR 01,0:28. — worm 


Man kann diesen Satz leicht a te prüfen, indem man die Ent- 
wicklung von z wirklich vornimmt, und auch das nte Differentiale von 


(a^—1)' entwickelt, Er findet sich aber direct so: Hat man nemlich 
eine Gleichung, 





y—x = ZF(y), 
so ist nach dem Lagrangeschen Lehrsatz: 


=? OF x? 23 6? Fx? zu OE En 
yeh al ep tet Tee s 
woraus folgt: 
/ OF x x? 9? Fa? z3 93 Fa? zn o" Fa” 
ee dii rs Deere tc. 
Mattar arr er flo BR MERE 


19 bc" 
Setzt man nun die Gleichung: 
| Meer ede sy) TE 1), 
wo f(y) = z(y'— 1), so ist 
1—zy = Y(i—2xr+ 7). 
Differentiirt man aber die gegebene Gleichung, so erhalt man: 


Ó /, 
ES —ıy)= 





woraus: 
dy — 1 ee / 4/2 | (n) „rn 
= vage = bd XR X"? Rp XO ete 


Vergleicht man damit den oben für 2 gefundenen Ausdruck, in wel- 


chem man Z/x-i(x*—1) setzt, so erhellet: 
1 rn (22 —1) 
rah re rt 

Man sieht sogleich, dafs die vielfachen Integrale von A”) bis zum 
(2 —1)sten zwischen den Grenzen x — 0 und x — 1 verschwinden, 
weil sie den Factor x°— 1 enthalten. Bemerkt man nun, dafs durch 
theilweise Integrirung, wenn y irgend eine Function von x bedeutet, 

[y9x9x = yfQxóxr-—0y[f*Qxoóx —Oyf'Qxz0r —.... 
(aya y pu dx + (— 1/0 y fran da, 

und setzt Qx = X™, so erhält man augenblicklich, da 


(n) ac (x? — 1)" 
jx Qa = nt UBL Xue 
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und die übrigen Glieder zwischen den angegebenen Grenzen verschwinden: 
Ts bu 1 (— 1)” Tugn | 
(n) eus rp hi n 
X es 2 en en —1 uc ccu 
Hat man daher 
Pu A! X 4- AU XO L AM XO 4 eter, 
so erhált man sogleich: 


A -- 34/2 4- 5422 7 4" 2 + ote, = Of F(s — e (—1)9s. 


2, 

Es findet aber zwischen den Differentialen von (x?— 1)" noch eine 
merkwürdige Relation statt, welche dann gleichfalls eine neue Eigen- 
schaft der Functionen X” zu erkennen geben wird. Sie ist in der Glei- 
chung enthalten :- 


n—r( 4.2 — 1? Qr (2? tn 
PTS == Gs —/ 35 i (rn). 


Ich gelange zu ihr durch folgende PAS "debe ich mich schon 
in meinen ,,Disquisitiones analyticae de fractionibus simplicibus" (Berlin 
bei Herbig A. 1825.), bedient habe. 

Bezeichnet man in der Entwicklung einer Function von A, F(h), 
den Coefficienten von A” mit 








Urn}, 
so hat man zufolge des Taylorschen Lehrsatzes: 
D 7—1)" 2 2\n nr 
finer le a. 
== (*—1y (|a 172% 54 + (x? Ye s) Des. 


Indem man in der Entwicklung A mit libn NA a4?—1 behaftet läfst, 
wird der Coefficient von. 4”*" mit dem Nenner (x*—1)"*” behaftet sein 
Zieht man diesen heraus, so erhält man: 


(x?— 1)" l[1 4-2. À +2 — 3)]] A". 
Setzt man statt jetzt = so geht der Ausdruck über in: 
—r x e —(n+r), 
BR me der) er 
Die Multiplication mit 7" giebt 
@— {+ A?’ 14. 
Man hat also: 


[a + A) — ap] At" — (we! — 1) {f(x +2) — p] A", oder 
f[Gc4- A) —3a]3 277 = @— 1) (lx + 24) — dap)"; 
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welches so viel ist als: 
ar (x* —1)" Orr (ac? — 1)" 
123... (AES) Dar X RC EU um 2775 EP USO 
Nimmt man das rfache Integral von X) so, dafs jedes genommene In- 
tegral für x — — 1, oder für x» —-l-1 verschwindet, so hat man: 


r 1 
(7) ea n—r TM 
f zer = ar ren). . 
Man kann die gefundene Eigenschaft, in e irn auf X”, daher auch so 
ausdrücken: 
PAM X0 0 x” o* Xn) 
1.2.3....(n—r) xxl pat PA 1.2.3....(n4-r) Oa" 
Es ist zu e cma dafs im ills S e o die Functionen, welche 


man durch 07 Sims Pen darstellen kann, derselben Eigenschaften ge- 


niefsen, wenn man bei den Integrationen, statt der Grenzen — 1 und 
+ 1, die Grenzen & und 5 nimmt. Uebrigens ist die Function X? die- 
selbe mit der Function, welche Gaufs in seiner ,,Vova methodus inte- 
gralium valores etc.” mit Ü bezeichnet, und deren Wurzeln die Intervalle 
der zu berechnenden Ordinaten angeben, damit die Quadratur der durch 
die respectiven Puncte gelegten parabolischen Curve eine môglichst grófste 
Näherung gebe; wie ich denn auch in der Abhandlung über diese Me- 
thode die Function P, welche mit dieser zusammenhängt, rückwärts 
aus denselben Eigenschaften deducirt habe. — 


Konigsberg in Preufsen, im August, 1826. 
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19. 
Ueber die Hauptaxen der Flachen der zweiten 
Ordnune. 


(Von Herrn Prof. C. D. Jacobi zu Königsberg in Preulsen.) 


1. 

Die Aufgabe, eine Oberfläche der zweiten Ordnung auf ihr Hauptaxen- 
system zu beziehen, fordert bekanntlich einen Ausdruck von der Form: 
Axc Byy+Czz+2ayz-+ 2bzx + 2cxy, 
wo x, y, 2 die Coordinaten eines Punctes bedeuten, durch Einführung 
eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems in einen Ausdruck von 

der Form: 

LEE Muy + NE 

zu transformiren. Ich werde im Folgenden voraussetzen, dafs das ur- 
. sprüngliche Coordinatensystem, in Bezug auf welches die Gleichung der 
Oberfläche gegeben ist, ein schiefwinkliges sei. Das Problem, in dieser 
Allgemeinheit gefafst, umfafst die beiden Fülle, wo das ursprüngliche 
Coordinatensystem ein rechtwinkliges oder ein schiefwinkliges conjugir- 
tes ist, welche beide schon früher behandelt sind. 


Q. 
Die Relation zwischen den alten Coordinaten x, y, z und den neuen 
&, v, € sei durch die Gleichungen gegeben: 
— av d-0)Oy Ys 
i ; = ax + 'y + y'z, 
é — a"! x A- By yz. 
Das System der £, v, @ ist ein rechtwinkliges; die Axen des Systems 
der x, y, z sollen mit einander die Winkel A, uw, v, und zwar die Axen 
der y und z den Winkel ^, die Axen der z und x den Winkel p, die 
Axen der x und y den Winkel y bilden. Man hat demnach zwischen 
den 9 eingeführten Coefficienten die 6 Gleichungen: 
1) «a tala ova’ =ı, 4) Py+L'y -- py" = cosa, 
" 5 BB -- /0'4-B^B^ — 1, 5) ya+ y'a + y'a! = cosy, 


3) yi yy ENV, 0) app ep ep > cos. 
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Will man aus den Gleichungen I. x, y, z durch £, v, & ausdrücken, 
so hat man hierzu, wenn man der Kürze halber | 
Tipe e. Bly! + By! a^ ve! Q" — a By ( — y'a / — yal! Bl 
setzt, die Gleichungen: | 
He == (P^y'—Q" ^£ 4- (0 —B y)» + By — BD 
HL. My — (y'a" —y" a^) E + Maya dot (ya! — y ae, 
Ilz = (e'g"—2a")£ + la" B—2«(3^7)v + (« 9' —2' g)€. 
Giebt man den Axen der x, y, z beliebige Linge, so bedeutet be- 
kanntlich Il den Inhalt des zwischen diesen Axen beschriebenen Paral- 
lelepipedums, dividirt durch das Product aus den drei Axen. Es ist da- 
her II bekannt, und zwar hat man | | 
[III = 1 — cosA cos A — cos. cos, — cosycosy -]- cosA cos cosy 


= so (Er? (t) (EME sin (Lem, 


Da der Ausdruck IT in vielen Untersuchungen vorkommt, und ge- 
wissermafsen als ein Modul des Korperwinkels zu betrachten ist, so ware 
ein eigener Name für ihn zu wünschen. 


3, 
Es bieten sich nun zwei Wege zur Losung unserer Aufgabe dar. 
Der erste näher liegende ist, die Gleichungen Ill. zu suchen, d. h, die 
Werthe von x, y, z, welche man in den Ausdruck E 
Axa+tByyt+Czz2+20yz24+2b2x%-+ 2cxy 
zu substituiren hat, damit er sich in den Ausdruck 
LEE + Mov + Née 
verwandle. Ein zweiter Weg geht von der Betrachtung aus, dafs um- 
gekehrt auch die Gleichungen L, welche £, v, ¢ durch x, y, z aus 
drücken, in den Ausdruck 


LEE + Muv + Nec 
substituirt, diesen in 


Axx + Byy + Czz ub 2ayz --2b5zx + 2cxy 
verwandeln müssen. Dieser zweite Weg bewährt sich als der vortheil- 
haftere. Wir werden ihn Gauls nachgehen, welcher ihn bei einer Un- . 
tersuchung eingeschiagen bat, die von der unsrigen, dem Gegenstande 
nach, ganzlich fern liegend, gleichwohl die nemliche Analyse erfordert. 
Man vergleiche die berühmte Abhandlung: ,,Determinatio ettractionis 
etc.” in den Commentarien der Göttinger Societät. 


4. 
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4. | 

Die zuletzt angestellte Betrachtung giebt die identische Gleichung: 

L (ax -- B y d yzy + M (2! x E ^y py’ zy + Vee By + y" zy 

| = durcByy--€C€2zz--2ayz-d-25zx--2cxy. 
Diese ou folgende 6 Gleichungen: 
| 1) Law + Mu'u + Ia" s" = 
2) LER + MBB + MER" — 
qv. 22 Zyy + Ayy + Ny 
CU S5 LBy + MB! + N^ y" = a, 
3) Lya + Mya! + IN y" st = b, 
6) Laß + Ma'Q' 4- Na" Q^" — c. 
Aus den 12 Gleichungen IL und IV. sind die 12 Grofsen L, M, 
IV, &, B, y, «^, BY y’, a, BY, y" zu bestimmen. Es ist hierbei zu be- 
merken, dafs man die Gleichungen Il. aus den Gleichungen IV. erhält, 
indem man 1 statt L, M, JV, 4, B, C setzt, und cosA, cosu, cosy re- 
spective für a, b, c. Aus allen Resultaten, die man aus den Gleichun- 
sen IV. ableitet, erhält man so alsbald die entsprechenden, wie sie aus 
den Gleichungen Il. folgen. Die Auflösung der genannten 12 Gleichun- 
gen kann nun auf die manchfaltigste Weise unternommen werden. Wir 
bedienen uns der folgenden Analyse. 


PE EN 


b 


T 
Man schreibe die 3 Gleichungen IV. 1, 6, 5, wie folgt: 
La.a + Ma'.a! + IVa .o = A, 
Loe.Q + Mo'.Q' + Ia" .p" = c, 
La.y + Mw .y + Nt .y" b, 
so findet man hieraus für Le, Me’, Wa die Gleichungen: 
1) ILL ac (By u ep y^) A A- (y'a i ee + (a Q^" —a ^5, 
2) I.M a — (By — By") 4 jt (ya y «^c 1i: (a^^ B QC. BY) b, 
|» 1.0. = Gy — By) 4 + (ya — y e + (4! — e! Qi, 
Eben so folgt aus IV. 0, 2, 4: 
4) TI ; Ta a (By — BM y^ c d (y'a/! y" a) B + (a! 9" — a'' 3^) a, 
V..35) II. MB! — (By —By^)e + y'a ya) B + QU B — aß") a, 
6) IT. IVg^ = By — Pye + (yo — Ye) B + (4 8— e p) a, 
und aus IV. 5, 4, 3: | 
7) Y Loy = (^y^ — ^y!) 4- y a" — y" at) a 4- (9 B^ — a" BIC, 
8) Tl. My! = (^^y — By Sb ds Gas gre ie is (a  Q — a (2^ C, 
9) Te Vy! = Seis — Py) + (ya — y'o)a p (a Bi — a 2) €. 
Crelles Journal. 1I. Bd. 3. Hft. 


| | 
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Aus den Gleichungen II. lassen sich 9 ahnliche Gleichungen ablei- 
ten, welche man aus den Gleichungen V. unmittelbar erhalt, indem man 
1 statt L, M, JV, A, B, C und cosa, cosy, cosy statt a, b, c setzt. Es 
werden dies die folgenden: 

(1) Ile — (B^ y ‘dd —Biy " - (y'& el! — ya") COS Y -|- Cx a^ — a’ 0^) cos, 

2) IIa! = (B^y — By) + (y'a — ya") cosy + («^ B — e Q^) coss, 

3) Ha (By — Q^y) + (y a! — ya) cosy + (a B/ — a! 8) cos, 

4) II GB — (B^ y dd Ty 2 COS V -i- (y'a ail — y" a) I (a ^ — aß‘) COS À, 
VL 15) IB = (B/^y — B^) cosy + (ya — ya") + (« B — a B^) cosa, 

6) I1 g^ — By’ — Q^ y) cosy + Cy u — y" à) + (e (9! — a’ (3) cos ^, 

7) TI y apes (B y— Ci y^) COS + (y' or, dd a) COSA + (a! Q^ — c^ 

" ILy/ = (Q^ y — By)eose + (y^ & EIU cos À + («^ (9 — aß”, 

9) Ty“ 2 By! — Py) cosu + (y &' — y'a) cos À + (aß! — a 0). 


6. 
Aus den Gleichungen V.1, Vl. 1; V.4, VI. 4; V. 7, VI.7 folgen 
sogleich folgende drei: 
{1) 0— pepe A) (^y — gy ^) +. (I cosy —c) (y! ol! — y"! a^) 
+ (Leosp— b) («PB — a^ Q^, 
2) 0 = (Lcosy — c) (D y" — p^ y^) + (b — B) (y'a! — ya’) 
+ (L cos^ — a) (a' BY — a" Q^), t: 
3) 9 = (Lcosu—b) (Q'y" — Q^ y') + (cos 4 — a) (y' a — y a^) 
+ (L—0) (a! P^ — s" B?) 
Eben so folgen aus den Gleichungen V.2, VL 2; V. 5, VL 5; 
V. 8, VI. 8 die Gleichungen: 
4) o = (M — 4) (/^y—Q:y^) + (Mos — o) (y a— ya") 
+ (Leosp— 5) («^ 6 — e^) 
VIL25) o = (Mcosy — c) (B^ y —Qy") + (M — B) (yay a) 
+ (M cos A — a) («^ B — aß"), 
6) 0 = (Meosu— b) (By —B y) + (Meosh—a) o a yat) 
+ (M—C) (s B — ap"), 
und aus den Gleichungen V. 3, VL3; V. 6, VL 6; V. 9, VI. 9: 
7) 0 = (N — A) (Qy' — Q^y) + (QN eosy— c) (ya! — y'o) 
+ (Neosp. —) («B — a! B), 
8) 0 = (/Veosy — e) (By! — Q^y) + (IN — B) (ya — Y'a) 
+ (INcosA — a) («9 — a! B), 
9) 0 = (Veosu—b) (By! — ^y) + QYeosA —a) (ya! —y' 2) 
i + (V— C) (a 0' — x QD). 
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ys | 
Eliminirt man aus den Gleichungen VII. 1. 2. 3. die Ausdrücke 
pure py y' a," —:y" a, a BY — a3‘, so erhält man die Gleichung: 
0 = (L—A) (L—B) (L—C) — (L—A) (L cos 4 — ay — (L—B)(L cosi — by 
—(L — €)(L cosy — cy + 2(L cos & — a) (Leos & — 5) (b cosy — e). 
Eben so erhält man durch Elimination von (s — Gy", y" & — ya", 
a" B— aß”, aus VII. 4. 5. 6.: 
o = (J4— 4) (IM— B) (M—C) — (M— 4) (IM cos &À—a)y* — (M—B) (IM cos u—b)? 
— (44 — C) (M cosy — c + 2 (/IM cos & — a) (/M cos — 5) (/M cosy — c), 
und durch Elimination von By’—‘y, ya—ya, aß—a’ß aus VII. 7. 8. 9.: 
0 = (JV—.4) (N—B) (N—C) — (N—A) (NV cos  — a) — (V—B) (IV cos y, — bd} 
— (JV — €) (N cosy — c + 2 (JV cos & — a) (JV cos y — 5) (N cosy — c). 
Man sieht also, dafs 5, M, NV Wurzeln der cubischen Gleichung: 
VIIL. (x— A) (x—B) (x5— €) — (x—4) (x cos A— a) — (xc— B) (x cosu — 5» 
— (a: — C) (x: cosy — c). + 2 (x ccsA — a) (x cos gj — 5) (x cos y—c) = o 
sind. Bemerkt man, dafs 
1 — cos À cos À — cosp costs — cosy cosy + 2cosA cosu cosy = III, 


so wird diese Gleichung entwickelt: 

VIIL- III — o? [Asin À sinÀ + P sing sing + C sinv siny 

— 9,0 (cos À — cos p. cos y) — 2 b (cos — cosy cosA) — 92 c (cos y — cos cos p)] 
1 x [4B4-BC4 C 4—aa—bb—cc—2c0s (a 4—bc)—2cos i(bB—ca)—2cosy(cC—aD)] 
— ABC -- 4aa -- Bbb --Ccc — 2abe = 0. 


8. 
Aus II. 1, IV. 1, 1.2, IV. 2, IL 6, IV. 6 folgen die drei Gleichungen: 

(L — M)a' a! + (b — IN) a" al = L— A, 

(L-MPPp + (b — v) p^ BY = L— B, 

(Li — M) ap! + (I5 — IY) a" g^" = Lcosy — c. 
Multiplicirt man die ersten beiden und zieht vom Producte das Quadrat 
der letzten ab, so erhalt man: | 

(L—M)(L —J) (a BY! — a! BY? = (4 — 4) — B) — (cosy cy. 
Auf diese Weise erhalt man folgende 3 Gleichungen: 
| 30* 
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(L—-A)(L—B)— (Lcosv —c)? 
antun = (ERA man 

DENT Ch dere As eens 
DE De Tee ve (LIL —N) 

, (L—C)(L— 4)—(Lecosu—b)? 

3) E END W (L—M)j(L-—N) ) 
wo die Zeichen der Wurzelausdriicke willkürlich sind. Ferner auf 
dieselbe Weise: 

Lu 1// M—A)(M— B) — (M cos v — c)? 
eile cti den W (4 — N) (M —L) ) 
" } FE (M — B) (M — C) — (M cos 4 — a)* 
DR Mato OES W (M —N)(u EL), ) 


Loo (M — C) (M —.4) — (Mcos un — b)? 
ape med = VS (M—N) (IM —L) ) 








3 








0 et am (ttg ieee) 
8) By’ — By = ETS 
(E mlt es à 


9) ya!— y'a — ly LD OSA 
Durch diese Gleichungen ist unsere Aufgabe vollständig gelôst. 


B)(N— clans Sos tae) 
(N — L) (N — M) 








2} 
Ich bemerke noch folgendes: Aus den Gleichungen II. 4, IV. 4; 
11.5, IV. 9: folgt: 
(L—M)8'y' + (L—N By" = Loosh— a, 
(L—M)y' a + (L—N)y"a" = Lcosp — 6. 
Aus den Gleichungen IL 3, 1V.3; IL 6, 1V.6 folgt ferner: 
(L—Myy'y! + (L—D) yy" = L—€, 
(L—M) a’ Bi + (L—NV) a" Q^ = Lcosy — c. 
Multiplicirt man die ersten beiden Gleichungen und die letzten beiden 
Gleichungen mit einander, so giebt die Differenz beider Producte: 
rr M) (L — N) (B^ y'* — ^ y^) (y'a! — yt! a!) 
= (Leosa— e) (Lcosu — b) — (L—C) (Lcosy — c), 
und auf diese Weise erhált man die 9 Gleichungen: 
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Lod / Lcos A—a) (L cos u—b) —(L—C) (L a 
1) (Q^ u —_p y'Xy'a / y/o!) = (L cos )( N )( cos v» 2) 


12 (ya aa" ^) — (Beosp—b)(Leosv—)—(L—A)(Leosk—a) 


(L—M)(L—N) 
2 (Iu (24 fo M /4, Lcos » —c)(L cos 4—a) —(L—B)(L 2% 
3) (Pe ^ (B^y"— By’) = ung end), cose) 
/4 /4 7 7 Mc si—a Mec —b)— M— Mc — 
4) (B^y—8y" yaye e RERUM 
| IN/.U u (UM cos u—b) (M cos v—c M A\M cos À— a 
X. 45) yaya! (a! B Ma^) SE) a ares s 
77^ py RWN\ (Qu 7 (IM cos v—c) (M cos A—a)—(M—B) (M cos ab) 
6) (RR (By) ron EB) (Mon D 
- / / / N cos 4—a) (IN —b)— (N—C)(N cos v—c 
7) (By BY ya! — ya) = Grec cos D Qr e vemm, 


/ / / COS tL — cos Y—c) — (N— s À—a 
8) (ya! —y' o) (o8 — u Q) = Cre DO er Or ores ) 


Duel a Da o Be een n PT 
Die Vergleichung der Formeln IX. und X. kann ebenfalls zu der Glei- 
chung VIII. führen. 
10. : 

Ist das ursprüngliche Coordinatensystem ein rechtwinkliges, so 
wird cosA==0, cos — 0, cosy — 0, und die Gleichung VII. wird, da 
für diesen Fall II — 1: 

co? — a ABO d- x(4B--BC€--CA4—aa-—bb—cc) 
—ABC+ dac+Bbb+Cec—2abc = 0. 
Ist das ursprüngliche System ein conjugirtes, so ist a=0, 5 —0, c — 0, 
und die Gleichung VIII. wird: 
III x? — x*(44 sinA sin + Bsinpsinu + Ü iin y) 
| Lx(4AB+BC+CA)— ABC = 0, 
welche beide Gleichungen schon sonst gegeben sind. 


Konigsberg, 1m Mai, 1827. 
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20. 


De singulari quadam duplicis Integralis transformatione. 
(Auct, Dr. J. G. Jacobi, Regiom.) 





1. 
ar 
(e illa dissertatio Gaussiana inscripta: ,,Determinatio at- 
iractionis etc.", quae in Commentarius Soc. Gott. legitur, in eo maxime 
versatur, ut expressio data 


at E E. t Ha M a —H—À— À 


Y [(44 —2a cos E)? + (B— bsin £)? + CC)’ 

in formam simpliciorem redigatur hanc: 
| oP 
V{GÆ+ G' cos P? + G^ sin P?)’ 
id quod fieri a Cl. autore demonstratur per substitutionem factam: 
__ a-- a’ cos P+ e" sin P 
yr? cos P+ 7" sin P? 
Y ‘cos P boy 

Sind Ze a os Mb 

novem coefficientibus rite determinatis. Dum egregiae illi commenta- 


tioni identidem incumbebam, non fugit me, eandem fere analysin ad 
duplicis Integralis cuiusdam insignem) transformationem adhiberi posse, 
quam communicare cum geometris eo minus dubito, quod duplicium In- 


cos E 


tegralium theoria adhuc valde 1acet. 


Qu 
Ponatur enim e — 
a+ a/ cos: + a" sin 7 cos Q* + a^" sin -L’sin © 
+ 2 b' cos d + 2 5^ sin cos Q -- 20" sin! sin @ 

+ 2c'sin 7 cos Qsin Q + 2c" cos d sin p sin Q + 2c’ cos sin cosQ, 
quam expressionem praeter terminum constantem terminos cos, 
sind cos Q, sinsb sin Q, eorundem quadrata et producta binorum continere 

videmus. Jam probabo, expressionem 


ho Owog@ 
pr ne vp mp: 


transformari posse in simpliciorem banc. 
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Hawn snPoPo% 
G+ G’ cos P? + G" sin P? cos 0? + G’ sin P? sin 9?? 
idque per substitutionem 
Pix aa’ cos W + æ!/sin y cos p + a” sin y sing 
ses PRES À + d’ cos W + 0” sin w cos p + 0" sin y sin p? 
À _ P+f' cos v + 6” sin v cos p + A’ sin wsin p 
sin Peost = À + 0’ cosy +0” sin y cos p + 0 sin y sin p? 
: : y 4? Hess HS des o ur natio ud 
sin Psiny = À d'cos y + 0” sin y cos p-+ d// sinwsingp’ 
sedecim coefficientibus rite determinatis. Quarum determinationem, si- 
cuti quantitatum C, G^, G", G"', iam aggrediamur. 








3. 
Quia cos PP+ sin P?cos9? + sin P?sin 9? = 1, expressio 
(à + a, cos + o" sindicos + asin sing) - 
+ (B + B^ cos:b + B" sin cos Q + Q/"sinspsin D} 
+ (y + y'cossb + y" sinxp cos Q + y/ sin sin)” 
— (D + 0 cos «p + 0" sin:p cos Q + 0 sins sin 0)’, 
evanescat necesse est, unde quia 
cos 47 + sin cos Q? + sin J^ sin? = 
ut cum Cl. Gauss ratiocinemur, induere ea debet hanc formam: 
E (coss? + sin 4? cos Q*? + sin 4 sin Q* — 1). 


Hinc nanciscimur decem aequationes conditionales has: 


au + BB + yy — dd = —4, 
aa! + BR + yy — Y — E, 
"nu + Q^ g^ HE y'^ y^ — ; Q^ à" PEE k, 
aa 1 Bil Bill gps a yn —+ k, 
Jet Ba +yy'—d0” —o, 
í aa’! + BBY + yy — 00^ = 0, 
au" PRE y y — 00^ = 0, 


CM hamden ol Q^ ^ A- y^^ y! — — $70 = 0, 
al". o/ + p'^ g' + y^^ y / d f OY = 0, 
a! aM! + BR" + y (y — OY d^ — 0. 

Quia sedecim coefficientes in quantitatem arbitrariam duci possunt. 


ipsam £ ex arbitrio accipere licet. 
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4, 
Ponamus porro, expressionem: 
G' (a + a/ cos db +a sin cos Q + a," sinspsim 9)? 
+ G" (B+ B' cosxb + P’ sind cos ® + Q^" sinsp sin Qy 
+ Gy ty’ cossp L y" sind cos Q + y/"sindosinQy - 
+ G (0 + 0^ cos L + 0" sinxp cosQ + 0" sin sp sing? 
= (G + G'cos P? -- G"sinP*cos9? + G' sin P? sind’) X 
(à + cos + 0" sin cosQ + à'"'sin:p sin Qy, 
abire in expressionem ke, 
Hinc aequationibus satisfieri debet decem hisce: 
G'au + G"BBG + G"yy + God -—ak, 
a o ae G" Q' g' + Gly! y + G à’ 6! won a’ b, 
G/ me FRE G" BU 9^ + + Gy y" ab G4 § = al! k, 
Cl q/" Lg Bu GI yy oh Go o a k, 


IL. Ga a! + GB Bi + Gilly y! -L Go, b' k, 
G/ a a = G^ (3 9" + G^ y y! + G 00" b k, 
Gr a o, ^ + a Bo + Gy — be > AY. ade LA b/" UM 


G' o/! al"! + G" (9 G^" 4- G^! yh yt + G^ — — ç! k, 

1 o/" g/ + G" BR 4- GM yy jin G. 0 à! a c" b, 

a! of! E G" B' p^ + Gi ry! y! + Gà 0^ tod aper 
Per v (ENS viginti I. et II. generaliter loquendo et sedecim 
coefficientes «, ß, y etc. et quatuor quantitates G, G^, G^, G' determi- 
natae sunt. Adnotandum insuper, aequationes I, ex aequationibus IL. de- 
rivari, positis G/— G^ — G// —1, G==—1; a!ea'—a'"—1, a =—1; 


M 


bf — b! zb os e cl 01 e ON Quibus posits: de formulis, quaecunque 
de aequationibus Il. demanant, earum similes derivare licet. Idem, ut in 


re simili, monuimus in commentatione de axibus principalibus superfi- 
cierum secundi ordinis. | 


9. 
Dato systemate aequationum: 
up + Bx + yy 43 =m, 
uu + px + y'y Mz = m“, 
ie + BE + y" »y + Oz = m’, 


a Dan RUN ee 


ponamus earum resolutione erui: 
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Am + A'm! + AU ml + AM Mm = u, 
Bm + B’m‘ + B" m" + B'" m‘ ST 
C m —- Clin! d- C" m" j- (ttg "t y, 
D m + D' m’ + D'' m'' + Dm = Z. 

Valores sedecim quantitatum 4, B, etc. supprimimus eorum pro- 
lixitatis causa; in libris algebraicis passim traduntur, et algorithmus, 
cuius ope formantur, hodie abunde notus est. His positis, ubi ex aequa- 
tionibus, (IL) selegimus sequentes: 

&.G'a + B.G"B + y. G"y + 0.60 = ak, 
a’. G/ a + p^. GB -|- yl. G^" «y + à’. Go nn b’k, 
a". Ga d- pu G^ (2 - 2 id Gly + à". G.à — bk, 
el", Gate”. G' B yl, Gilly + 0“ Gà b" k, 


‘earum resulotione nanciscimur: 


k(Aa E A! b' | A^ b d A! ^^^) — G'a, 
k (Ba + B' b + BY b -- Bu“) — GM B, 
k(Ca 3n C' b/ ue C" p^ ab gu BM’) ic G' vy, 
k(Da 4d- Dé b! d- D" b^ zu DEF?) — Gh 
Eodem modo obtinetur: 
k CAD! -- At af + A"! c' + A"! 6^5) — (G4 oi. 
ECB b' + B' a! -|- BY ofl zx Bi eft) — G’ß‘, 
k(Cb’ 4- C' a! -- C^ c" j- C" Oa) G^" eV, 
IIL. k (D b + Da‘ d D^ ct! = DM eff) -—— Gu. 
k CAD" 4- AOC/IBER, pg tir V A) = G' a, 
k(B bh + B' ol! -- BU a"! ate B'" c^ — G' (PH 
k (C bY ale C' e! “i 6 a“ -- CM c^) — G^ Wes 
k(D b’ + D' c'^ + Di al’ + D'" c^) a Go". 
k CA b" En A c + AM" c + A!!! m — Gal, 
k (5 p Jd- Be /4 d BY” c 4 Ba cl — Gf ok de 
k (C b/"' T Cc dd - C" c J- C" a‘) — GI ey! 
k(D pl! + D! c^ ot D" c'+ Da th — Menus 
Ex his aequationibus modo dicto aliae derivantur, quae aequationi- 
bus (Ll) respondent, sequentes: 
boca B= —AB, y — k€, 6 = AD, 


a es dy Bim KBI ym RCA RD, 


jd d 


IV ne. kA", p^ a" k B", sy“! h C^, di tt 
a — k 44^ o = k Et T ida Ja Gi’; GA ED“. 
3. Hft. Mo 


Crelles Journal. II. Bd. 
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6. 


Utrisque aequationibus combinatis, statim prodeunt haec quatuor 
aequationum systemata: 


1) 0 —= A(a+ G‘) +4 ki A" yr my n 
Org d PET spam G!) dk At ctt oh LA CLS 
O ced pre ae A! ct of Al (at G^) + A c!, 
0 — 4b + A! c EN af dal G^, 
2) DA B (a l G^) LB! b/ ue B" b" T BM Bes 
0.—XRip! St. B'(g'3- G'^) ne B^ ce Bio, 
o — Bb" NE Bol Aja p" (aie G!!) ah BM c', 
"0; ze eH be + B'c" + B" c' 2 B^ (a!!! — G!^, 
V. 3) o 2-4 C(a pii Gi) + C' b/ "E C" b" + C!" pes; 
o NE a C' (at Gi) + CQ" oll! eh. C!" oft, 
0 z Ci" -- C c + C^ (ries 2 G^ ^-- C" c!, 
0 == Ch” J- C! c^! + C" ef + CM (a GN), 
4j 0 = D(a—G) + D'b' + Db" Dib, | 
0x Dn dE D' (a! 4- G) HZ D" el at Dae 
o — Db” Dec DG Gy a pun 
o — DL up D! c" + DD" cf + D'" (al 4- G). 


Ex eliminatione quantitatum 4, 4’, 4”, A" e primo systemate ob- 
Hnetur aequatio, per quam G^ datam esse censeri debet; simili modo e 
secundo, tertio, quarto systemate eliminatis resp. B, B‘, B", BY’; C, C", 
C", C"; D, D', D", D'" obtinentur aequationes, per quas resp. G^, G^", 
G datas esse videmus. Primo autem intuitu quatuor systematum appa. 
ret, ommes eas aequationes respectu quantitatum G, — G^, — G^, — GC“ 
omnino easdem fore, ita ut, si una aliqua e quantitatibus G, —G’, —G"', 
— G'" per x denotetur, una eademque aequatio inter x et quantitates da- 
tas omnes illas quatuor quantitates G, —G/, —G", —G'" tamquam ra- 
dices exhibitura sit. Fit illa, eliminationis negotio rite instituto: 

VI. 0 = (a— x) (a' +2) (a^ + x) (a^ Lx) | t ee 
— (a— a) (a! 1-2) e' LEES (a—a) (al) c" c! — (a—x) (a! - 25) ol! ec" 
— (a^^ 4-2) (ae) bb! — (a! x) (a! Ln) bb — (a! Le) (al ee) bb 
+ 20/0" cl (ax) + 2e b^! b/" (a! Lx) 4- 20! b/" b (a! an) 4- 26 bb (ala) 
+ b'b'c'c'-- bb’ ce + DEU LO cct —op CN Cl — 197 All bcc. 





~~ 
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Naturam huius aequationis biquadraticae altius indagandi gravissi- 
mum negotium, ulteriori ea de re disquisitioni reservamus. 


re 
Inter sedecim quantitates &, (2, etc. et sedecim, quae ex iis deri- 
vantur, 4, 4’, etc. plurimae intercedunt relationes perelegantes, quae 
cum analystis ex iis, quae Laplace *), Vandermonde **), in com- 
mentariis academiae Parisiensis A. 1772. p. IL, Gauss in disquis. arithm. 
sectio V., J. Binet ***) in vol. IX. diariorum instituti polytechnici Pa- 
risiensis, aliique tradiderunt, satis notae sint, paucas tantum referam, 
quae casu nostro speciali ope aequationum (IV.) facile ex iis derivantur. 
Primo adnotabo decem sequentes, aequationum (I) similes: 
—— ae - oof + ai c! a. d'u"! — k, J 
B+ ge + g"g" + g^ Bi age k, 
— y y A- y y! + y" y" + y y" — k, 
LE 09 + 0^ al 0^ 8^ d o" d^ = e 
VII. — op + o 9^ -- o/^ g^ 4- ot 0 = 0, 
—ay+ ay‘ + ol y A o!!! y! = 0, ‘ 
—ao-+ u ó' + af! à z- of! wd n | 
— £y 4- eFy + B^ y" + (p^ y! = 0, 
— y à 4- y' d^ op yd ee ttt gr — 0, 
— 08 + 0 (9 + Q^ g^ 3t opu re 


. Deinde probari possunt aequationes sequentes octodecim: 


fd, ß‘ ER a’ (3 En — (uf dt ot 0) €, a! p^ Ln c d (yo  — yO) e, 
aff a (2 — ee Sead (y deu y! de ë, Bae 34 — g/!! 9 — (y Ó' pun y 3s, 
o [9 ^ —a = mU (y‘ Ov! Rie y“ 0‘) T Meu — aß we T (y 0" y Md ye, 
a. 'y' sir y =— (0 9^! — Rs on! y“! ze ADMIS y! es ee? e, 
Vill. ay“ af y IL (dy pions 0!) 8, d me "LL y"! TT (06! xu à' (3) e, 
ary — ay ER. (à 8^ an à [^) 2, o y‘ Ld, iia Rn (99^ —d"B) £, 
T = on! GE A. (By 77 Sa [t (^y s a! ov ut ett M — an — (By'— B" ye e, 
0,0! — a ÿ AC... (B^ By s 6; of! Ns. oft! o — — (ß y TUR (p y) é, 
ad — "à = s (£' y^ — p" y!) 8) a“ — à Az se EL Is (By Biy)e, 


dB te e vel +1, vel — 1. 





*) Recherches sur le calcul intégral ou le systéme du monde, pg. 294 — 304. 
**) Mémoire sur l'élimination, pg. 516. sqq. 
%**) Mémoire sur un système de formules analytiques etc. 
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8. 

Ex aequationibus, per quas P, 9 per w, Q expressimus, videlicet: 
aa’ cos ij + a” sins cos g+- e" "^ sin 1p sin p 
Ó + Ó' cos y + 0” sin y cos p + 0 sin y sin p? 
PAE cos + B" sin v cosp+ sin y sing - 
à -- 0^ cos yj + 0” sin y cos p + 0" sin Wsin p? 

: ; cos ^! sin Y cos sin sin 
sin P sind indo e Pr i ines 
ope aequationum (1) facile probantur sequentes, per quas 4, @ vice versa 
per P, 9 exprimuntur: 

0 — «cos P — Q sin P cos 9 — ysin P sn’ == 


cos P 


sin P cos 


—— 


+0 


k 





0’ cos w + 0” sin p cos  -]- 0 sin Y sin p? 


— 0! + a cos P + f sin P cos 9 + y'sin P sind 











IX. 008 es ^ D —— «cos P — Psin P cos? —ysinPsink ? 
: — 0” Le’ cos P + "sin P cos & ^ sin P sind 
sin ye cos Di Ô = cos P A P cos & ARTE : 
. . — Q^! + a” cos P "! sin P cos? “sin P sind 
stay Sn = Pe ee 1 
9: 
Restat, ut ipsarum sedecim quantitatum a, (2, etc. eruantur valo- — 
res. Id quod fit formulis sequentibus: 
«c — Cms Cla ee a c'e (a — mi ber "c (a. 6248 e 
da __ (4"—G'(a" —G (at G')—cc (a4 G0" (a —G)- b (a^ — GE) 4.20" 0" 
x] € (G'+ G)(G—G")(G— €”) : 
de" -_ (a —G')(atG')(a—G)—c''c" (a+ G)—b b (a —G)—b "v" (a —G 9b" Uc" 
ee 1 a NS TU) ce G)(G—G)(G—6G7 Í 
"m (at G)(a—G (a —G)—c' c (a4 G)—b b (a —G )—b b (a — G')4.2 bot, 
F k re a ee UE G”) 


Ex his aequationibus tria alia systemata derivari possunt, ubi loco 


G, GS G",. Gd, ioa, aa, ‚u‘ resp.‘ ponitur 
e G"; G!, Gl, BB, E £^, p^ 36 BREIT, 
ee G^ G", Gi y y, y y', y“! y", y" y^, 

PEG eh G", Gi", PCR 00, EN E UMS 04, BEN I, Q^. 


Porro adnotandum est, producta binarum a, o/, a^, a! 
B, 6°, ^, f", binarum dia oye qa 
Hinc ipsarum a, (9, y, 0 signis pro lubitu 'acceptis, 
reliquarum signa per illa determinata sunt. 


ter exprimi posse. 


^ binarum 
^ binarum 0, 0%, 0", Ó"' rationali- 


Fit autem: 


Jacobi, de singul. quadam dupl. Integralis transf. 241 


ad A b (a —G')(a" —G) AE cb (a —G)—c b (a — G') ate b'oc+b'cc'+ bcc". 








m (0 (8t G)(G—G 6) 
ae” __ b (a  —G (a —G)—c" b (a^ —G')—cb (a) bce" 4b co Uoc 
k ; (G+ G)(G SC GOIGES G TUE eat 

ac” _ M" (a — G' (a —G') ~c'b"(a—G') 0b (a —G') V "d" 4 e" tbe" 
xiJ *; |» (GtG)(G—G')(G—G") ^? 
qe w^. e ‘(at-G) (à—G)—c'c («4G ) —b b (a—G)—cbb--c'bb to bb. 
k D wg BUT SO (Em) 0e VT ON 

CL __ c'(a-G(a —G')— c" c (at G) — b" b (a —G)—c' b b e b + ebd 
k GC + G)(G'— G’)(G— €") er, 

da" — c" (at G)(a "—G')—cc (at G) — bb (a — À ea G)—c"b"b" + bE "Db" 
k (OE GR GG GERNE IA TE In. 


Ex his formulis aliae derivantur reliquae, ponendo loco 
k, CAG OCT TEES S By ig Oe Wii EBD: 
", G, G", G!, Gi", p, p, AR (S44 
k, G, Gl", G^, G!, y, y", yt, y", 
—k, — G', —G, 6", GC, Ó, à", M, NZ 
Hae formulae inter alia docent, pro quantitatibus G, — G'/, — EC, 
— 6, ne e quantitatibus e, ß etc. quaedam in infinitum abeant, diversas 
statui debere aequationis (VL) radices. Ceterum analysin, cuius ope aequa- 
tiones (X. et XL) inventae sunt, brevitati ut consulatur, supprimimus. 


10. 
Jam quoties integrale duplex 


[[usros, 


designante U/ functionem aliquam quantitatum 7, 9, auxilio aequationum 
ys s e ac T^ I (b, Q), 
F(, 9) = x, QP), 


transformare placet, noium est, feri 
ale oy. OH Oy 


—— 


dy op op oy op | Og ow 
[verses = /Jv2y3957 CER ap an af oF 
$E Oe où OP 
Casu nostro, quia est 
9 + d'cosd + d'’sindcos® + 0 sin-Lsin® = 
k 
à — a cos P — Psin Pcos 9 — ysin Psin d? 
poni potest, a 
— §—acosP — (sin P cos9 — ysin P sin, 


) 


, 
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FB em — sin P cos, 


EP = —sin P sing, 


Ib, 9) = B+ B'cosib + D''sinsbeos Q 4. D sin sing, 

x, Q) — y + eos + y" sino cos + y" sin sin Q. 
Hinc erit 
"(La QE 20K Ex) e. 

OP 00 ~ -00 OP 
kk sin Pt (tcos P —-£4 sin P) = kksinP.t(dcosP—a) = 
ksin P. ££ ((02/—4'2) cos + (Qa/— 32) sin cos @ + (02/^—2"  ysinsbsin Q]; 
quam expressionem propter aequationes (VIIL) in hanc abire videmus: 
A i kesin P tt ((B/^ y — Q^ y a cos xL d (Bry pt y^) sin sb oa 


+ (By — By) sinWsin Q1. 
Porro erit oe aL — T: LE = 
sind {sin -- Boos cos p + 0 cosW sing} {—Y"sin® -+4/"e0sg} — 
sin sp [— y/ sin) + y"cossb cos @-+ cos YsinG} {— BY sin @ + Q^"'cosQ] = 
sin /((B/^y"—Q ^y^ cos p+ (B^ —Q^ ^ sin qp eos PH (B^y" —Q" y sin sin €]. 
Unde | 
oll oy oll ox 


ay ap og Ow _ __sinyte 
Of OF Of OF FR kesin P" 
OP' 00 OO 0P 4 
Jamjam quia 
G + G^ cos P* + G" sinP?cos3?+ G”sin P?sin9* = —, 
fit tandem: 
sin POPOŸ 


ee a € — M E — M — 


G -1- G' cos P? + G“ sin P? cos 9? Æ G sin P? sind? 


= er? LR 
e 


Disquisitiones haec cum ulterius sint producendae, commentationem 
hanc qualemcunque indulgentiae analystarum commendatam volo. 


Scr. M. Juni. 1827, ad Universitatem Regiomont: 
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21. 


Bemerkungen über eine Art von Functionen, welche 
ähnliche Eigenschaften haben, wie der Cosinus 
und. Sinus. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 


1. 
Wenn e die Zahl bezeichnet, deren natürlicher Logarithme 1 ist, so 
ist bekanntlich 
Loe—itetTtzgti4eedu ug 
welche Reihe auch für jeden beliebigen, endlichen Werth von x con- 
vergirt. | 
Wenn man ferner eine der imaginairen Wurzeln der Gleichun 

2. %"—1 = 0, 
gleichviel welche, durch & bezeichnet, so sind bekanntlich die n Wur 
zeln dieser Gleichung, der Reihe nach: 

ICE EVE Se a hci PRE Aig 

und wenn man irgend eine von den Wurzeln der Gleichung 

4, ax"--1-20 
durch ß bezeichnet, so sind die 2 Wurzeln dieser Gleichung, der Reih 
nach: 
| Dos Oise [Dong E BON 
Desgleichen ist bekanntlich 

6 bu a? + &.... + a” = 0 und 
' Wat Qo 4-805. ...4- 6a" = o. 
Setzt man in (1), der Reihe nach, ax, «x, ®x....a’x und Sax. 

Barx, Poix....Ba"«x statt x, so erhält man: 
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a3 x3 om ym 


st m3 gg té z p TP nr FUP 
| 6 m? am Jm 
eX = 1 + te + — HSE PRES - 














d dur ALPE 
ri RC PE a? 23 am opm 
lee itor+e ye pss. 0 ig eta 
dx d n m 2x3 emm nies 
CANO 1-owu-—.- E 2.9 dero qt 0 
und | 
eum Ug ups FF RT 
ex — AB PT EN d Hr FII Me 
Po : E fn of rS po man 
€ = 1+ fee +. — Tea te Lt nm FANS 
8. CAEN tés P? as x° a3 a? v3 p" am x" 
vL ey fe a ae + Hs i 
ge 2 too 3 a” 3 m m. am 
A= par Ray Po, pene 


Insofern nun 7 eine Primzahl ist, so sind die Potenzen 
u DE al e e m ae ae , 
von &, weil z. B. «=, q"**—o etc., für jedes beliebige 7», welches 
nicht 1, oder ein beliebiges Vielfache von z ist, den Potenzen 
Lid Sinks egal UE POUR | 
von & gleich, nur in verschiedener Aufeinanderfolge. Also ist nicht 
allein 


ateto....+ta=0 (6), 

sondern auch, 
oak nea 
9. a? T TA PEE. 


o" Lan L gm D, AT opis do, 
in sofern 77 nicht 1 oder ein Vielfaches von z ist. Hingegen für m=n 
ist dec 15 07 = Tic. an 


10... oce Sarl ana pep ar ded 


Desgleichen ist 

11. Q^— — 1, D" = +1, p" —it.etc, 
Nunmt man daher die Summe der Gleichungen (7. und 8.), so findet 
man, vermoge (6,, 9., 10. und 11.): 


mu 
9 


12, 
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12. ex + e** + e®*....+ ex 
ac" aon ac 
= 2T — T ENIMS ME uU Pera RUN und 


13 o a rn RR LIT ela ef x 
x" um gen er s es 
= cbr tam Geom) 


Multiplicirt man ferner in (7. und 8.) die erste Gleichung mit q"—, 
die zweite mit a”, die dritte mit a"? u. s. w., und nimmt die Summe 
der Producte, so findet man, wie leicht zu sehen: 


14. qe ER 4l are a?x + a 3 eax ee e x 


a an gant. 
& i 23. 


ISSUED WIRT D... Pant tie s RUN. 3.4.9 nzlsd | 


15. arte p geh lp gels pL. eos 
aede Lar um m 


autc TG dL 6S 3. t uad f D …) 
Multiplicirt man in (7. und 8.) die erste Gleichung mit «=», die 
zweite mit a”, die dritte mit a u. s. w., und nimmt die Summe 
der Producte, so findet man: 
16. wer) ewe - go» pu?x ao ar) evi x Ray + eu x 
2 — x22 ap5n-2 
A und 


NON i m CES DE 33 DEBERE RET ..3n+2" 


8 und 


T3 a3) efox + ar 2 epa? x + as) efie? x E ub. - eax 


x? ort? x22 inte 
d EU oo nn 8. vu Ur MM as. 257 
Fährt man auf diese. Weise fort, so andes man idein: 
18 qm) gax 1. g m2) e^ x I gm(n—3) paix |, | eux 
n 
am prim qnm anm 
su aan, ech à ig ae MON OL rer 3....öntm 
und 
19. amr—a) fax 1. amin—2) effet» LE omQi—9) ehe? x gd + efe?x 
n 
^ gem gn arm Ban am gen 
Tov TERN ET En cp ALP VE NE TH Cor SU MORE DUT 


So kann man die Reihen rechterhand in (18. und 19) 1 für ein beliebiges 
m und 7, durch Exponential- Grófsen ausdrücken. Die Gleichung (19) 
Crelle’s Journal. Il. Bd. 3.Hfü ^ — 32 
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findet man auch aus der Gleichung (18.), wenn man blos ßx statt x 
setzt; wie gehörig. 


px 


Wenn 2—1, so ist «—1 und Q—-—1, desgleichen kann 7? nur O 


sein. Also ist in diesem Falle, wegen der allgemeinen Gleichungen (18. 
und 19,): 


M 503 LÉ 
20. e lcLedouckuaaazu4s2o: und 














21. ec Messias | 
a D chee 
welches mit (1.) übereinstimmt. 
Wenn 7— 2 ist, so ist = — 1, B= Y — 1(—i), und m kann 0 
und 1 sein; also ist, zufolge M und 19.): 
e-* -L etx 
a I+ a CES COLE te 
22 i / 
x d AMEN ME UIN Coral ol 
2 no 2 23 ipee As 3. odia ice Bs oai x dM nn 
e-ix -L eti* ia PL oot P ! x3 | 
jd 2 FIT 4p 3.34. dox Jd NER 
ILL ex + etix 23 205 ae? a? 
| 31. 53T 53m 2.5. "20925. 3.1 90 


Die Gröfsen in (23.) linkerhand bezeichnet man auch durch cosx 
und sinw, und die Reihen rechterhand sind die HR NE für cos x 
und sin x. 





3. 

Wenn 2 = 3, welches der nächste Fall nach 2 = 2 ist, so ist 

ie Jus A : 
pu cis aid ; B = — 1 und m kann 0,1 oder2 sein. Also ist, zu- 

folge (18. rM 19): 7 

er D ee? XL oe? ulead x? aia 
Sox EL 1+53 ur 3 +5 3.9 T 3.3.49 *** 

Ju, ar eux ae x ee? x pi at 2 ve 
8... aaa ren 10333" 

œeix La? ee x ee*x M "t4 mts 
3 = 5 Li 2. Pues Ts. ic Gy 2.90.11, Ir sd 
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e-?* ob oa? x L e-a?x "s 2 a6 x? mI 
ur ats 38.589 22 0.0 FT: ss 
2,—0X —a? x. |o atx 4 7 ro I3 
Bu CA Cee ee ae SIRE qe nempc pera qm ara 
3 2.341 33.7 2.3.10 RIEF 
C6 CPX ab one PX tee pF. or’ a8 ott xt 


ia ie ss AS T5378 oy 41) 95 M47 


Man erhalt auch die Reihen (25.) aus denjenigen (24.), wenn man 
blos — x statt + x setzt. Desgleichen sind, wie leicht zu sehen, die Glei- 
chungen (24.) die Differentiale von einander. Bezeichnet man da- 
her die Reihen rechts in (24. und 25.), der Kürze wegen, durch @,x, 
Q,x, 9x und fix, fix, f;x, und zwar so, dafs 

v Vn T 2. adt Sa TET ESL goods 55 


IG 


26. X + 9 3-3- Es peter i. — 4,3 m e — Des 


Lagu Ac uu eem Pr, 


y? ait 
DUET! SES ++ 53m". 4 
x4 m ato 
27. AT — 373-4 Y 3.8.. py vo ny 
03 e 2c? 
it PURA Vesp Cao a e eld Jr M) 


so ist, weil e? — 1: 


er AL eta. iet mm SD 0 309: :30* OP, x, 
28. de 1 Weite IE Oye zm: 3.0° Qv, 
e+ ae + et = 39x = 309,42 — 30°0,%, 
und 
lie er wee fam, 
99, ler wertete — 3f x = — 3B Ofte = +30 fx, 
e *-pae-* ae x. 3G, ae—39f42--—3z. 


Hieraus kann man für die Functionen Q,x, Q,x, Q,x und fx, f,x, 
fsx allerhand Folgerungen ziehen. 


das 
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Erstlich. I. Man findet z. B. | 
27 Q, x == eX + e» -r e**x + 3 eeta)x + 3 ettet) L 3 eltati jx 
| 2-3 e2e+a*)x + 3 ee? H)x + 3 e2e?+a)x + 6, 

270,0 = ex + ert ex  3a2ectox* L 3 a eGten* L 3 o eet 
+ 3a? et Ae 3 a oen eo 1 Zu eet LE 6, 
70,0 — e*-Lee«--e*-L 3 a cP” 4 3 a? e@to)* 1 3 42 gato 

| a 3 c, eae? 4 3e eG 0x + 3 a eo rx im 6. 
Dieses giebt, wenn man die Summe nimmt: |. 

31. 9(Q,X +90 + Q0) = e + e + e» 4 6, 
und weil, vermöge der ersten Gleichung (28.), 

e* e peu == 39, x) ist: 
32. 3(9,5 + Pr + ir) = 03x) + 2. 
IL Nimmt man von der Gleichung (32.) das erste Differential, so 
findet man, vermoge (28.): 
33. 3(Q,x'Q,x + Q,x^Q,x + O;x°P, x) == ;(3 x). 


Nimmt man von dieser Gleichung das erste Differential, so er- 


30. 


halt man: 
34. 3(P, 2° 0x + Pr Qv + 0;x* Pix) = P, (32). 

Nimmt man von dieser letzten Gleichung das erste Differential, so 
findet man: 
| 39. 6929292 + ir + Pr + Pr = 0,0»). 

Dieses giebt auch, wenn man die Gleichung (35.) dreimal nimmt, 
und davon die Gleichung (32.) abziehet: 

18 9,x P,x Dix = 29, (3x) — 2, oder 
36. 98,x29,20;2 = Q,(3x) — 1. 

Ziehet man (36.) von (35) ab, so erhält man: 

37. Qe + Q,x + Dr — 30,x Q,xQ,x = 1. 

Il. Wenn man zu den drei Gleichungen (28. mit x, ähnliche 
mit y setzt, nemlich: > 

e er pe etr. 99,y, 
38. (e + a? e? + a e* = 30,y, 
e -L ae + wey = 30,Y | 
und multiplicirt nun die Gleichungen (28.) mit den Gleichungen (38.), 
so erhält man: 
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190, x (D, y oo exty 4 ety + e xty + extey + ex Cty) + enter 
/ a. ety + ete? y -- e CE, 
90,2 0, — erty a " 2 o4Xy + a, ect xy d- & 2 ex-rey + we xty) as eer xay 
+ certo ae ecx+e?y ar Pr. er rtp. 
90; 2 y — e u a COX FY + u? e x9 -- e exrey 4 at ec» + e?x*+e) 
+ «exte Let E a ect et), 
IO, «Oy — ert -- ey -- e^ xy 4- ar exter T a eC) + on? ev xtay 
+ a exte?y + e etxe?y — cet Cer, 
90, x, y — erty + ex y + eO xy + c, extey + a, e Cet») + on e@?xtey 
4 arertey D u? eexte?y + a e^ Cet), 
9 Q,x D, y = ext + a? ey -- c, e x y + extey J- u° erty) + c, er? xay 
j- ex tey a u? eext#?y —- a erry), 
90,20; — ety =} a? ecxty + a ek xy a werte + ety) + a? e xay 
-L a?ettehy pow eux ter Lp eet», 
90, x(D, y 2 er bh wee ty p are p extey p a eee» Let 
-p exter. gerettet, 
9, x D, y I-— ex +- on Cox TY + u? e xy + az Che LS ES ec» ae en e*t xay 
extra 2 Leere) LL een, 
Daraus folgt, wie leicht zu sehen, 
3(D, xO, y + 0, (Q, y 4-050, y) — erty tet? Leim, 
40. 43 (D. Q, y 4-0. s y + Q,x(p,y) = e" HE ae) aerem, 
3(Q, 203 y + D, x Duy + Qux, y) m e? + ehem pa er omm, 
also ist, vermöge (28.): 
Q,x D, y st 0,20; y + (D,2: D, y DEV), 
41, 0,2 Ory + Q,x Q, y + 0x Oy = D; (x + y) 
(D, oc D, y +, c (D. y + Q.x Oy = (D.(x + y). 
Desgleichen folgt aus (41. und 39.): 
2. Que Du Da) Oy +Oy+ Oy) = Die) + Pate) 9-6 


IV. Aus (28.) folgt: | 
Fe = @,x +0," + Pr, 
43 == Q, x 4- « Q,x 3-90, x, 
c= Que dO doa 0 


also ist für einen beliebigen Exponenten 77: 


39. 
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(Q,r + Qr + 92)” = Q,ma + Q,mz + O,mz,, 
44, ((Q,r--eQ,r- € Qr)" = Q,mm-J-aQ,mz--c,mz, 
(Q,r--cQ,r--«Q,r)" = O,mat a’ Pirate Reales 
Daraus folgt auch: 
3Q,mz = (Ar +9,r+92" + @O,2+29,2 + a Dix)" 
+ Girtoeo,r--aP;xr)”, 
ys, Peine = Oe+O2+0,2" + ein Dr a Quin)" 
+ a#Qe+a'@,r+aQ;x)”, 
JQ,mz = ((,r--0.r-4- 9:2)" + «(Ox - a Q,x 2-7 0,2)" 
+ e (Qm + Art ae)". 


Zweitens. V. Die Gleichungen (29.) geben auf die Weise wie 
(30., 31. und 32), wie leicht zu sehen: 


46. SHALL) = RG x) + 2. 


Nimmt man davon das erste Differential, so findet man, vermoge (39.): 


AZ 3 (fi f ae + fon fix — fix) = f(32). 


Das erste Differential von dieser neuen Gleichung giebt: 


48. 3(f;a^ f — fao fam — fra fix) = x) 


Das erste Differential von dieser neuen Gleichung giebt: 


49. Sr fa + fa — , 0fxfxf,x-fx. 


Dieses giebt auch, wenn man die Gleichung (49.) dreimal nimmt und | | 


von der Gleichung (47.) abziehet: | 
1Sfxfxf,z = —2f,(3x) +2, oder 
90. apache = ı— (Ir). 


VI. Verfährt man ferner mit den durch f,, f,, /; bezeichneten 
Functionen wie in (IIl), so werden die Resultate, welche man findet, 
wie leicht zu sehen, den dortigen ähnlich sein, nur dafs immer Alles, was 
f, enthält, das entgegengesetzte Zeichen hat. Es ist also, vermöge (41.): 

Jxfy —JAxfhy-—fzfy = hety) 
91. WE thehy +hahy = hety, 
hefy thehy thehy = fT 


und, vermoge a2): 


2. (faf fom) Uy SYHSN=La+N—Latythe +9) 
desgleichen, vermoge (44. 45.): 
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x —fir + fe)" = fimax— fimx + f.mx, 
939. (Ar—eahat afr)” = fimx—afimax+af,max, 
laden ape E ae)” = funz-—aofmnz--afynz, 
| 3fima= (fr faf)". (fa—afir to fa)" + (Sa-efrtafe)”, 
54. 1. 9Mins (fe fon tom)" orf nf t aa)" te (on frt aha", 
| 3f ama — (fax —f a fm)" + o (fix —ofim T ofa)" of x —efxd nf)". 
Wie man siehet, haben alle diese Resultate eine gewisse Aehulich-, 
keit mit den Gleichungen, welche die Eigenschaften der Sinus und Co. 
sinus ausdrücken. 


Man kann ferner 2 — 4, n — 5 u.s. w. setzen, und wird ähnliche 


Resultate finden. Wir überlassen einstweilen dem Leser den Gegenstand 
weiter zu verfolgen *). 





*) Fast zu derselben Zeit, als ich diesen Aufsatz für das Journal erhielt, wurde mir auch von 
Herrn Magnus, Lehrer der Mathematik zu Berlin, eine Abhandlung über den nemlichen Gegen- 
stand übergeben, dessen auf anderem WVege gefundenen Resultate mit den obigen, wo sie darauf 
zutreffen, auch übereinstimmen. Herr Magnus, nachdem er von dem gegenwärtigen Aufsatze ge- 
hórt, willigte aber nicht ein, den seinigen in dem Journal abdrucken zu lassen, Da mir nun mit 
Gewifsheit bekannt ist, dafs die Verfasser der beiden Aufsätze von einander nicht wufsten, und ei- 
ner des anderen Arbeit nicht kannte, so habe ich die Ueberzeugung, daís beiden die obigen Ideen 
mit gleichem Recht angehören, welches ich zu bemerken nöthig glaubte. 


Der Herausgeber. 
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23i 
Ueber die Berechnung von Tafeln gegebener Functio- 
nen, z. b. der Logarithmen, der Kreisgrólsen etc. 


(Von Herrn Louis Olivier.) 


) 1: 

W enn man eine Heihe von Werthen einer und derselben Function, 
z.B. fz, für mehrere gleichviel, z.B. um 1, von einander verschiedene 
Werthe der Gröfse z, von welcher die Function fz abhängt, also eine 
Tafel der gegebenen Function in Zahlen berechnen will, so ist es be- 
kanntlich zu unbequem, und wegen der mit der Menge der Rechnungen 
gewöhnlich noch in mehr als directem Verhaltnifs stehenden Menge 
möglicher Rechnungsfehler zu unsicher, die verschiedenen Werthe der 
Function nach der gegebenen, oder auch vielleicht vorausgesetzten Regel 
ihrer Zusammensetzung, von Anfang an, einzeln zu berechnen. Die ge- 
wohnlichen 100000 Logarithmen, z. B. auf 10 bis 12 Decimalstellen, ein- 
zeln zu berechnen, würde eine fast unermefsliche Arbeit sein. 

Man hat daher verschiedene Hülfsmittel zur Erleichterung der Rech- 
nung erdacht, die bei den verschiedenen Functionen verschieden sind, z. B. 
bei den Logarithmen die Zusammensetzung derselben durch die Addition 
: der Logarithmen der Primzahlen, dei den trigo nometrischen Functionen diese 
oder jene Einschaltung, u.s. w. Alle diese Hülfsmittel stehen aber in den 
meisten Fallen der Rechnung mit Differenzen von der ersten, zweiten, 
dritten etc. Ordnung bei weitem nach; denn durch die Differenzen reducirt 
sich alles auf blofse Addition und Subtraction, und sie sind immer an- 
wendbar, wenn nur die Reihe, welche die gegebene Function ausdrückt, 
convergirt. Tafeln von Potenzen und Factoriellen mit ganzen positiven 
Exponenten, und überhaupt von rationalen ganzen Functionen, lassen sich 
durch Differenzen, und zwar, wenn der hóchste Exponent z ist, durch 
die ersten 2 Differenzen, wie bekannt, genau berechnen. Tafeln von 
irrationalen und transcendenten Functionen hingegen lassen sich durch 
Differenzen, wenn auch eben so wenig, wie auf anderem Wege genau, 
so doch mit einer Annäherung aufstellen, welche grófser ist als die, 
welche mit derselben Arbeit auf anderen Wegen erreicht werden kann. 

d. 
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2. 

Im Allgemeinen ist die Aufgabe folgende: 
Es sind z--1 Werthe der Function 

| 149 f 24555 y; 
für n-]- 1. bestimmte Werthe von z gegeben: man soll, in einem be- 
stimmten Umfange von z, eine bestimmte Zahl von Werthen der Func- 
tion fz — y, für andere bestimmte z, vermittelst der Differenzen der ge- 
gebenen, oder als gegeben anzunehmenden Werthe von fz —.y, finden. 

Es sind überhaupt folgende Falle moglich: 

I. Die Form der Function y von z kann unbekannt sein. 

A. Die z, für welche die Werthe von y = fz gegeben sind, kön- 
nen ungleich viel von einander verschieden sein, und es können an- 
dere Werthe von fz 

a) für ungleich verschiedene z, 
D) für gleich viel von einander abweichende z gesucht werden. 

B. Die z, für welche die Werthe von y —fz gegeben sind, kôn- 
nen gleich viel von einander verschieden sein, und es können andere 
Werthe von fz | 

a) für ungleich verschiedene 2, 
B) für gleich viel von einander abweichende z gesucht werden. 

II. Die Form der Function y von z kann gegeben sein. 

im letzten Fall kónnen die Werthe von z, zu welchen die als ge- 
geben angenommenen Werthe von y gehören, immer gleich viel von 
einander verschieden gesetzt werden; denn man kann die zu belie- 
bigen Werthen von z gehörigen Werthe von y, weil f gegeben ist, be- 
rechnen. Es kónnen also nur die gesuchten Werthe von y 

à) zu ungleich verschiedenen, und 
P) zu gleich viel verschiedenen Werthen von 2 gehören. 

Insofern man nun aber mit Differenzen rechnet, findet man offen- 
bar immer nur eine Reihe von Werthen von fz =y, für. gleich viel 
von einander verschiedene Werthe von z. Die Rechnung mit Differen- 
zen ist also für die sämmtlichen mit (a.) bezeichneten Falle, wenn Werthe 
von fz für ungleich verschiedene Werthe von z verlangt werden, nicht 
geeignet. Man miifste, wenn man sich ihrer bedienen wollte, eine Menge 
nicht verlangter Werthe von fz mit berechnen, welches nicht vortheil- 
'haft wäre. Man mufs also in:solchen Fällen, statt mit Differenzen, 

Crelle’s Journal. II. Bd. 3. Hft. 33 
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nach einer schicklichen Interpolations-Formel rechnen. Die Fälle 
(a.) fallen daher aus, und es kommen nur folgende in Betracht: 

Wenn eine Reihe von Werthen der Grofse y —/z für bestimmte, 
gleich viel von einander verschiedeneWerthe von z gesucht wird, so kann 

I. die Form der Function y von z unbekannt, die z aber, fur 
welche die Werthe von y =/fz gegeben sind, können 

A. ungleich viel, oder ? 

B. gleich viel von einander verschieden sein. 

IL Die Form der Function y von z kann gegeben sein, und es 
konnen folglich eine beliebige Zahl von Werthen der Function y als be- 
kannt angenommen werden. 

. Die allgemeinen Ausdrücke für die Rechnung mit Differenzen sind 
in diesen verschiedenen Fallen folgende: 

Erster Fall. I. A. Wenn die Form der Function y —/fz 
unbekannt ist, und es wird aus 2741 gegebenen einzelnen, 
n-d-1 bestimmten Werthen von z entsprechenden Werthen 
von y eine Reihe von Werthen der Function y gesucht, die 
zu gleich weit von einander entfernten Z gehören. 


3. 
Man bezeichne die für die z-- 1 beliebige, ungleich von einander: 
verschiedene Werthe z, 2, %3 - Mage 
von z gegebenen 7 + 1 Werthe der unbekannten Function y = fz, wie 
in (Abhandlung No. 16. in diesem. Hefte $. 9.), durch 
Vis Yos Ya 5 ee + Yn 97 
und den Werth von y=fz für einen RC Werth von z durch 
y, so kann man, etwa mittelst der Lagrangischen Interpolationsformel 
(35. in der vorhin benannten Abhandlung), nemlich vermittelst der Formel: 


in 12 — 2242 23) (ra play ER + Zn-+) 
^ sé (Er 2) (Sr —%3) (Br — rs)... (Gr — Zn4ı) i: 
2— 21) 223) 24)... Zu) y 
(nae) nal Yn ant e QU v (ape adit 
(z—z£)(x—zó)(x—z4)......- (z— zs. 
uh Fra) — a) (Zarate). esse (z4 — Zn+ı) ys 
ovr plat vy ated deuten "n9 (z — zn) 
Jd (enr — Zz) (xn4a — 22) (Xn41 24) - -- -- -- (zu Zn) Jn 


den Werth von y — fz für ein beliebiges z finden. 
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Will man also nun die gesuchte Reihe von Werthen der unbe- 
kannten Function y=fz durch Differenzen berechnen, und damit bis 
zur ten Ordnung gehen, so mufs man die Function als eine rationale 
Function von der mten Ordnung betrachten. Alsdann darf man nur nach 
der Formel (2.) die zu den 77 + 1 ersten, gleich viel von einander ver- 
schiedenen Werthen von z gehörigen Werthe von y berechnen, und die 
erste, zweite, dritte etc. bis zur znten Differenz dieser 77 + 1 Werthe 
nehmen. Vermittelst dieser Differenzen kann man, der Reihe nach, die 
sämmtlichen übrigen verlangten Werthe von y= fz durch blofse Addi- 
tion finden. 

Am wenigsten wird man sich aber, der Wahrscheinlichkeit nach, 
von den wahren Werthen von y entfernen, wenn die z, zu welchen die 
berechneten Werthe von y gehoren, innerhalb der äufsersten z lie- 
gen, die den gegebenen y entsprechen, also etwa zwischen z und z,,,; 
aus dem weiter unten in (6.) angegebenen Grunde. Um so unsicherer 
werden die Resultate sein, je weiter die z, für welche man die zugeho- 
rigen y berechnet hat, aufserhalb dieser Grenzen liegen. Ueber die 
Grofse der Abweichung der Resultate der Rechnung von den wahren 
Werthen läfst sich aber aus der Rechnung selbst nichts mit Bestimmt- 
heit sagen, weil nach der Voraussetzung die wahren Werthe von y, au- 
fser denen, die gegeben sind, gänzlich unbekannt sind. Uebrigens 
wird die Rechnung der Wahrscheinlichkeit nach, um so zuverläfsi- 
ger sein, je mehr Differenzen man nimmt, das heifst, je naher die 
Ordnungszahl m der Differenzen, der Zahl 2 der gegebenen Werthe von 
y kommt. 


Zweiter Fall. 

Wenn.die Form der Function y —/fz unbekannt ist, und 
es wird aus 2-]-1 gegebenen, einzelnen, eben so vielen be- 
stimmten, gleichviel von einander verschiedenen Werthen 
von z zugehörigen Werthen von y, eine Reihe von Werthen 
der Function y gesucht, die zu gleichweit von einander ent- 


fernten z gehoren. 


4. 


Man bezeichne in diesem Falle die 2 + 1 gleichviel von einan- 


der verschiedenen Werthe von z, zu. welchen die gegebenen Werthe 
\ Sh 
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von y —f'z gehören, durch 
Z, Z2bA, z -9N, z+3/....2-- 7A, 
so dafs die zugehörigen gegebenen Werthe von y 
fa, fer, fan, f(54-33).. f (ao n) 
sind, irgend einen beliebigen Werth von z aber durch z -[- £, so kann 
man entweder vermittelst der Formel (49., in der oben erwahnten Ab- 
handlung), die keine andere ist, als die Lagrangische Interpolations- 
Formel, für gleichviel von einander verschiedene z, nemlich vermit- 
telst der Formel: | 
7 k(k—A)(k— 22) (k —324)....(k —n&À 
fe E = +" À.: VE RE ugue ane 
) 
x [ra 
1 
D. = ne MITA) 


+o. ee Asien 
n.n—1. n—2 


53 pesi fe +39 














—— — 





c E 4. pedo 
oder auch vermittelst der Newtonschen interpolations- Formel (16., in 
der oben erwähnten Abhandlung), nemlich vermittelst der Formel: 
d, Iz d- 4) = fz 
k 
+ EUG — fa] 


+ EGS fear —2fe+n +f) 


Kk (k — à) (k — 2 4) 


+ HZ mW HIDE an AN A 





(k—A EM k— E À ' 
^ BE... [E =o = OA en) nfi ON) 
n.n—1 
oe fTz4- (n —2)M].. .. E fz] + 2, 
die Werthe von y für einen beliebigen Werth z-+ F von z finden, 


Will man also nun die gesuchte Reihe von Werthen der unbe- 
kannten Function y — fz durch Differenzen berechnen, und damit bis zur 
mten Ordnung gehen, so mufs man wiederum die Function als eine ratio- 





L. Olivier, über die Berechnung von Tafeln. 2057 


nale ganze Function von der mten Ordnung betrachten. Alsdann darf 
‚man nur nach einer von den Formeln (3.) oder (4.), die zu den 7z2-|- 1 ersten, 
gleichviel von einander verschiedenen Werthen von z, gehörigen Werthe 
von y berechnen, und die erste, zweite, dritte etc. bis zur mten Differenz 
dieser 72 -|-1 Werthe nehmen. Vermittelst dieser Differenzen kann man | 
wieder, der Reihe nach, die sámmtlichen verlangten Werthe von y=fz 
dureh blofse Addition finden. 

Am wenigsten wird man sich, wahrscheinlicher Weise, von den 
wahren Werthen von y entfernen, wenn die z, zu welchen die berech- 
neten Werthe von y gehören, innerhalb der äußersten z liegen, wel- 
che den gegebenen y entsprechen, also etwa zwischen z und z,,,, aus 
dem weiter unten in (6.) angegebenen Grunde. Um so unsicherer wer- 
den die Resultate sein, je weiter die z, für welche man die zugehorigen 
y berechnet hat, aufserhalb dieser Grenzen liegen. Ueber die Grófse der 
Abweichung der Resultate der Rechnung von den wahren Werthen aber läfst 
sich, wie in (3.), aus der Rechnung selbst, nichts mit Bestimmtheit sagen, 
weil nach der Voraussetzung die wahren Werthe von y, aufser den 
gegebenen, ganzlich unbekannt sind. Uebrigens wird die Rechnung, wie 
in (3.), der Wahrscheinlichkeit nach, um so zuverlàssiger sein, je mehr 
Differenzen man nimmt, d. h., je näher die Ordnungszahl 77 der Diffe- 
renzen, der Zahl z der gegebenen Werthe von y kommt. Ist mn, 
und in die Reihe der gesuchten Werthe von y gehören auch die z +1 
gegebenen Werthe fz, f(z -]- M, f(z-]-2)....f(z-]-- 2 À) von y, so mufs die 
Rechnung mit Differenzen, so wie man darauf zutrifft, dieselben genau 
geben; welches zur Probe wührend der Rechnung dient. 

Dritter Fail. ! 

Wenn die Function y —/fz gegeben ist, folglich eine be- 
liebige Zahl von Werthen der Gröfse y für beliebige z, als 
gegeben angenommen werden kann, und es soll eine Reihe 
von Werthen der Grófse y —/z, für gleichweit von einan- 
der entfernte z berechnet werden. 


. ou 
Will man in diesem Falle mit den Differenzen bis zur ten Ord- 
nung gehen, so sind. offenbar nicht mehr als z-]-1 einzelne Werthe von 
y=fz, und zwar ebenfalls für gleich weit von einander entfernte z, 
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aus der Gleichung y=fz selbst zu berechnen nóthig, denn diese Werthe 
reichen hin, um die erste, zweite, dritte . . . . bis zur ten Differenz, 
einschliefslich, zu finden. 
Man darf also nur annehmen, die z + 1 Werthe 
fa, f( 4-9, Sa+20....f@+ nn), 
von y, für die von einander gleichweit entfernten Werthe 
z, z LA, z-d-29A....z--n^ 
von z, waren bekannt, so kann man iin der Newtonschen Formel (4.) 
den Werth von y für einen beliebigen Werth z + #* von z finden. 
Berechnet man also danach die n--1 ersten aus der Reihe der 
Werthe von y, die gesucht wird, also etwa fx, f(x +h), f(x + 2h). 
Kf (x + nk), so darf man zwischen denselben nur die Differenzen bis 
zur nten nehmen, und kann alsdann alle übrigen gesuchten Werthe von 
y durch blofse Addition finden. 
Da man aber hier vorausgesetztermafsen die Wahl hat, welche 
n +1 Werihe von y man als bekannt annehmen will, so entstehet die 
Frage, welche 2 + 1 Werthe von y, vermittelst der Formel (4), einen 
beliebigen Werth von y durch die Differenzen am genauesten geben. 
Dieses findet sich am leichtesten durch folgende Betrachtung: 


6. | 

Man stelle sich die verschiedenen Werthe von z, für welche man 

fz berechnen will, als die Abscissen, und die zugehörigen Werthe von 
== fz als die zugehörigen, rechtwinkligen Ordinaten einer Curve vor, 
so thut man, wenn man z.B. 7 + 1 Werthe von y=fz, etwa für gleich 
viel von einander verschiedene Werthe von z nimmt, und vermittelst 
der ersten, zweiten, dritten etc. bis zten Differenz zwischen denselben 
die übrigen Werthe von y = fz berechnet, nichts anderes, als dafs man 
durch die gegebene Curve eine andere, willkürliche, parabolische 
Curve legt, welche 2--1Puncte mit der gegebenen gemein. 
hat, dann aber nicht allein die 2 + 1 gemeinschaftlichen Ordinaten der 
beiden Curven, sondern alle übrigen Ordinaten der parabolischen 
Curve für die zu gleichen Abscissen gehörigen Ordinaten der gegebe- 
nen Curve nimmt. ‘Wären nun z.B. die z + 1 Ordinaten, welche man 
den beiden Curven gemein sein läfst, diejenigen, welche zu den er- 
sten 2-]-1 Werthen von z gehören, oder lägen sie auch nur nahe zu- 
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sammen, und auf diese folgten lauter grölsere Werthe von z, so konn- 
ten, wie leicht zu sehen, die über die bestimmten Ordinaten hinausrei- 
chenden Schenkel der beiden Curven bald sehr von einander abweichen, 
und folglich die durch die Differenzen berechneten Werthe von fz sehr 
viel von den richtigen Werthen verschieden sein. Wären dagegen die 
n 41 gemeinschaftlichen Ordinaten vielmehr weitläufiger, und am be- 
sten durch die ganze Ausdehnung desjenigen Theiles der gegebenen 
Curve, auf welche die Berechnung der Ordinaten sich erstrecken soll, 
etwa in gleichen Entfernungen von einander, vertheilt, so dafs sich die 
beiden äulsersten Ordinaten darunter befänden, und die übrigen 2—1 
Ordinaten in gleichen Entfernungen von einander, dazwischen lügen, so 
kann offenbar die gegebene Curve von der angenommenen parabolischen, 
nur zwischen je zwei aufeinander folgenden von den 7 -+ 1 festen 
Puncten, also nur auf den zten Theil der Ausdehnung der Curve, und 
folglich nur weit weniger abweichen. Es ist daher am besten, dafs 
man, wenn man die Wahl hat, die 7 -- 1 Werthe von fz, durch deren 
Differenzen man die übrigen verlangten Werthe von fz in der bestimm- 
ten Ausdehnung berechnen will, über diese ganze Ausdehnung 
vertheile, nicht etwa die 2 + 1 ersten Ordinaten oder mehrere zu- 
sammenliegende dazunehme. Man erhóhet auf diese Weise die Ge- 
nauigkeit der Rechnung mit Differenzen ungemein. 


d. 

Ist in dem Falle des vorigen Paragraphs, die gegebene Function 
y=/fz ganz und rational, z.B. von der zten Ordnung, so bricht die 
Reihe (4.) mit dem zten Gliede ab. Alle folgenden Glieder sind Null, weil 
alle Differenzen, von der z-|-1sten ab, Null sind, und folglich ist A=0. 
In diesem Falle ist es ganz gleichgültig, in welchem Verhälinifs man 
A gegen k nimmt. Die Resultate der Rechnung mit den Differenzen sind 
immer genau. Man wird also blos die 7-1 ersten aus der gesuch- 
ten Reihe der Grófsen 

fe, Seth, fi +2... fo eB 
selbst, und ihre Differenzen bis zur nten mn können. - Damit findet 
man alle übrigen genau. 


Wenn dagegen die. gegebene Function y —fz irrational oder trans- 
-cendent ist, so bricht die Reihe (4.) nicht ab, sondern läuft in’s Unendliche 
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fort, und R ist nicht Null Bringt man daher, indem man sich der 
Reihe bedient, um f(z+#) zu finden, blos die 2--1 Grófsen fz, f(z4-X), 
f(z4- 23)....f(z4- ^X) in Rechnung, und nimmt blos, auf die 7 + 1. er- 
sten Glieder Rücksicht, so thut man damit nichts Anderes, als dafs man 
die z2-|-1ste und alle folgenden Differenzen von fz, welches nemlich die 
Factoren in den weggelassenen Gliedern sind, gleich Null setzt. Da sie 
nun nicht Null sind, so ist der Fehler, den man begehet, oder die Ab- 
weichung des für f(z--4) angenommenen Werthes von dem wahren 
Werthe, der Summe dieser Glieder gleich, oder gleich R. Es kommt 
daher darauf an, den Werth von À zu schätzen. 


8. 


Es ist nach dem Taylorschen Lehrsatze 


RO EL a lite A3 + fz 
JOHN = fa tags pr, CIT S p: 


Daher ist die 2-]-1ste Differenz von fz, nach A genommen: 

MP CQ 4133 Ma | 
Gap fase fa Apt op S, a S EE CE E MoN NE EE 
Nun ist bekanntlich Ay Ru Os NN etc. m DT Lo und erst 
das folgende Glied A7" 2" bleibt, und ist gleich 

nd-1.n.n—-1.n—2 .... Nm, 

Also verschwinden in dem auf das nte Glied der Reihe zunächst fol. 
genden Gliede 


Q z3 











k (k — X) x a us A) N + fs, 
die 2 + 1 ersten Theile des Gliedes von selbst, und der zunächst blei- 
bende Theil ist : 
KEANE NY: : 60 k—nh) 
2.9....n.n- 1. At 
oder 


$0005 gen 


we Pee à rue rc Lb ey See Rer dices 
INR 2. VD’ °2,8.:..n+411 Oz? 








7 k(k—a)(k—24)...(k—nd) Ott fz 
; 2.3....n-1 PU Balen aint 


Aufser diesem einen Gliede giebt es in der ganzen übrigen Reihe 





: ; : ; TZ | 
kein anderes mit dem Differential- Factor SE von der z-l-1isten Ord- 


nung; denn die ersten z Glieder rechterhand in der Gleichung (4) wer- 
den nach der Voraussetzung genau genommen, so dafs die Abweichung 
R des für f(x + #) angenommenen Werthes von dem wahren, nur von 

den 
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den folgenden Gliedern herkommen kann. In diesen folgenden Glie- 
dern heben sich aber, z.B. in dem ersten, wie vorhin gezeigt, die 7 er- 
sten Theile von selbst auf, und der nächste, bleibende Theil ist der- 
jenige (7.). Auf dieselbe Weise ist in dem zweiten Gliede der erste blei- 


bende Theil 

R k(k—A)(k—24)..... .(k— 0 41) 2) QU fz 

: y Mo Se ae RD . "Oud? 
u. S. w. Also giebt es, als integrirenden Theil des weggelassenen Restes 
Rh, blofs das eine Glied (7.) mit dem Differential-Coefficienten 


a 
PELLUS 


mit Differential- Coefficienten niedriger Ordnungen müssen in dem für 
J(z+#), statt des wahren, angenommenen Werthe, mit denjenigen im 
genauen Ausdruck nothwendig übereinstimmen. 


Gesetzt nun, man berechnete den Werth von f(z-|-£) unmittelbar 
nach der Taylorschen Formel, also nach der Reihe 


oO k oz z Kr 0” ki Qua z 
9. fel) SSH GH ta Ey oe 


und nähme von dieser Reihe die ersten 2 Glieder, so wäre das zuerst 


weggelassene Glied 


von der z--1sten Ordnung. Alle vorhergehenden Glieder 


pua onn fx 
CRE Re utn 

Dieses aber ist allemal grofser als (7.), weil A positiv ist. Also lafst 
man, was das erste ausgelassene Glied betrifft, bei der unmittelbar auf 
n Glieder sich beschränkenden Rechnung mehr weg, als bei der Be- 
rechnung mit den 7 ersten Differenzen. Es können nun zwar die fol- 
genden, bei der Rechnung mit Differenzen weggelassenen Glieder auch 
gröfser sein, als die folgenden Glieder, bei der unmittelbaren Berechnung, 
weil sie Summen von Gliedern sind, die auch von A abhangen. Da 
man aber, wenn die Reihen, wonach man rechnet, wie es immer sein 
mufs, convergiren, A und & so annehmen wird, dafs jedes Glied gro- 
{ser ist, als alle folgenden zusammengenommen, so lälst sich der Grad 
der Näherung, den man erreicht, nach dem ersten wegselassenen Gliede 
schützen, und da nun dieses bei der unmittelbaren Berechnung gröfser 
ist, als bei der Rechnung mit Differenzen, so kann man annehmen, dafs 
die letztere, und zwar, wenn man z. B,-z Differenzen nimmt, das Resul- 


34 


10. 
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tat wenigstens nicht-minder genau geben werde, als die unmittelbare Be- 
rechnung durch z erste Glieder der Taylorschen Reihe. 


9, 
Statt nach ($. 5.) vermittelst der Formel (4.) aus den als bekannt 
angenommenen 2+-1 Werthen fz, f(z4-X), f(z4-2») ..... f(z 4- nx) 


von fz — y die m+1 ersten Werthe fz, f(z+h), f(z4-21).... 

.. f(&+ 2%) der aufzustellenden Tafel selbst zu berechnen, durch de- 
ren Differenzen man alsdann die folgenden Werthe in der Tafel bis zu 
f(z-- na) finden will, kann man auch die Differenzen dieser 2+1 
Werthe berechnen. Der Ausdruck einer solchen Differenz, z. B. mter 
Eas: ist zufolge (4.) 


TS — 
fa Ar liri AT a" 9. ee AL [£( (k— ^j] AR RT 9. ath AT [£(£—2) (k—2X)] EEE 


und es sind allemal die 7 ersten Glieder rechterhand gleich Null, weil 
ATI=0, Ark=0, AT[A(E—A)]=0 bis zu Az [E(E—2) (k— 22) .. 
..(k—(m—ı)A)] ist. 
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93. 
Zwei polygonometrische Sätze. 


(Von Herrn J. Steiner.) 





ie ES »Hiehet man aus einem, in der Ebene eines ge- 
gebenen Vielecks beliebig angenommenen Punct P, nach 
den Seiten des Vielecks Gerade, die respective mit gege- 
benen Geraden parallel sind, so ist, wenn der Flacheninhalt 
desjenigen Vielecks, dessen Scheitel in den Fufspuncten 
jener Geraden liegen (und welches somit dem gegebenen 
Vieleck eingeschrieben ist), constant bleiben soll, der Ort 
des Puncts P die Peripherie eines bestimmtenKegelschnitts. 
Die Form dieses Kegelschnitts und die Lage seines Mittel. 
puncts bleibt unverandert, wenn auch der Inhalt des ein- 
‚geschriebenen Vielecks kleiner oder gröfser angenommen 
wird, d.h. durch Veränderung dieses Inhalts entstehen ähn- 
liche, ähnlich liegende und concentrische Kegelschnitte. 


Beweis. Es sei z.B. das Vieleck 4BCDE (Fig. 1.) gegeben. Aus 
einem beliebigen Punct P ziehe man in den gegebenen Richtungen nach 
den Seiten des Vielecks die Geraden P.4,, PB,, PC,,.... oder a,, 5, 
C,,-..-, deren Fufspuncte ein dem gegebenen eingeschriebenes Vieleck 
A,B,C, D,E; bestimmen. 

Da z.B. der Inhalt des Dreiecks C,PD, = 1c,d,sina, so hat man, 
wenn man den Inhalt des Vielecks 4,B,0,D,E, durch Z, bezeichnet: 

1. 21, = c,d,sina J- d,e,sin( + e, a, sin y + 4,6, sind + b,c, sine. 

Es seien nun ferner x, y die Coordinaten des Puncts P, in Bezug 
auf beliebige, zu einander senkrechte Coordinaten- Axen OY, OX, und 
ty Bis yis Oro & seien die Winkel, welche die Geraden @,, 5,,... mit 
den respectiven Seiten des gegebenen Vielecks, so wie &y (à, Ya... die 
Winkel, welche die Abscissen- Axe O.X mit den nemlichen Seiten bildet, 
und endlich seien a, 5, c, d, e die aus dem Anfangspunct O auf die nem- 


lichen Seiten gefállten Lothe, so hat man bekanntlich: 
34 * 
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COS & sin &, 
T'Y LV — — (0X + 
sme sin &, sin @ , 
Cos NE sin 9, 
6 b, — * . 14 ys Ag X d EVE, 
Le sin f, sin f, sin 3 p 
COS y5 sin y, re 
C, n VS OUT EN N 
Sin yx Sin yi sin y; 


\ . LA . . . e . . . . e. e. 


Werden diese Werthe in (1.) subsiituirt, so kommt: 


35 hr (um 2 .sina + — és inp +... + — COS a COS Va . Sin e) 


sin y,. sin Ó, sind, sine, sin f, sin y, 


+ SPA sine si ae jet ES ,Siny, ‚sin ) 


sin y; sin d sin Ó, sine, sin f, sin y, 


—a y (Gees) ddr ÉD te CS ban] 5i inf +. sed c meer sine) 


sin y; .sinÓ, sin Ó, Siné, sin J; sing, 





Jy es COS b rao eril sin. PE ain) 


siny,sinÓ, sin f, sin y, 


pissed ML C PETS ae bsiny, sine) 


sin y, sind sin f, sin y, 








h: cdsinc des re d esin f ir Leti mi easin y in golpe a b sin Ó sd b csine 
siny.sinÓ, | sind,sine, ' sine,sine, | sina,sinf, | sin(9,siny,? 


oder in atras Zeichen: 
4, Ay Be +-Cxy+Dy+-Exs+F=0o. 

Diese Gleichung giebt den Ort des Puncts P, wenn man J, als con- 
stant annimmt. Sie enthält, wie man sieht, eine Curve der 
zweiten Ordnung, wie im Lehrsatze behauptet wird. 

Da die Form dieser Curve (d. i. das Verhältnifs ihrer Axen) und 
die Lage ihres Mittelpuncts durch die Coefficienten 4, B, C, D, E al- 
leın bestimmt wird, und von dem constanten Gliede 7 unabhängig ist, 
und da dieses Glied allein die Grófse I, enthält, so folgt, dafs die. 
verschiedenen Curven, die entstehen, wenn man der Grófse 
I, nach und nach verschiedene Werthe giebt, alle einander 
ahnlich, ähnlich liegend und concentrisch sind. 


Soll die Curve der Kreis sein, so müssen sowohl die Coefficienten 

A und B einander gleich, als auch der Coefficient C gleich Null sein. 
Daher folgt: ,Dafs wenn die Richtungen, nach welchen die 
genannten Geraden a,, b,, ¢,.... aus dem Puncte P gezogen 
werden, alle bis auf zwei gegeben sind, so können diese bei- 
den Richtungen immer so angenommen werden, dafs als- 
dann die Ortscurve ein Kreis wird. Denn diese beiden Richtun- 
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gen werden durch die beiden Gleichungen 
A = Bund C=0 
gerade bestimmt. 

Sind die Geraden @,, 6,, c, .... alle zn den respectiven Seiten des 
gegebenen Vielecks senkrecht, so ist die Curve allemal der Kreis, was 
den folgenden speciellen Lehrsatz giebt. 

II. Lehrsatz. ,„Fället man aus einem, in der Ebene ei- 
nes gegebenen Vielecks beliebig angenommenen Punct P 
Lothe auf die Seiten desselben, so ist, wenn der Flächenin- 
halt des Vielecks, dessen Scheitel in den Füfspuncten der 
Lothe liegen, constant bleiben soll, der Ort des Puncts P die 
Peripherie eines bestimmten Kreises. Der Mittelpunct die- 
ses Kreises ist ein bestimmter fixer Punct, d. h. er bleibt 
derselbe, wenn auch der Inhalt des eingeschriebenen Viel- 
ecks kleiner oder grófser angenommen wird, nemlich er ist 
der Mittelpunct (Schwerpunct) von Kraften, die in parallelen 
Richtungen auf die Ecken des gegebenen Vielecks wirken, 
und sich verhalten wie die Sinusse der respectiven doppel- 
ten Winkel des Vielecks.” 

Erster Beweis. Vermöge der neuen Bedingung sind z. B. in 
dem Viereck 4C,PD, die Winkel bei C, und D, rechte, daher ist auch 
A -4- & — 2 Rechten, und daher folgt, dafs: 

| sing — sin 4, 
5. sin = sin B, 
siny = sinC, 
Und ferner ist vermöge der neuen Bedingung: 
à Sire Bin (oe SID Vege ee E 
Dadurch (5. 6.) reducirt sich die obige Gleichung (3.) auf folgende: 
7. 21,= y’ (cosy, cos 0, sin 4 + cos 0, cose, sin B -]- .... -]- cos, cos y, sin £) 
+ x*(siny,sind,sin 4 + sind, sin s sin B. + .... + sin, sin y, sin E) 
— x y [sin (*y,-]-0,) sin 4 + sin (0,4-&,) sin B+....+ sin (B, -y;) sin E] 
+ y [(d cosy, «- 6 cos 3) sin 4 + .... + (c cosQ, + 6 cos y;) sin Z] 
— x [(d sin yy, 3- c sinój)sin 4 +....+ (esinß,+ b sin y) sin E] 
+ cdsin A + desin B + easinC + absin D + besin E, 
8. A,y*-]- Ba 4- C, xy + D, y 4 E, + FL = 0. 


oder 
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Nun ist nach dem, was oben bemerkt worden, darzuthun, dafs so- 
wohl die Coefficienten 4, und B, einander gleich, als auch der Coeffi- 
cient C, gleich Null sei, also dafs sowohl 

cosy, cos 0, sin À + cosó, coss, sin B -- .... + cos 2, cos y,sin E 
— sin y,sinQ, sin À + sind, sine,sinB + ... . + sin, siny,sin Z, 
oder 
I. cos(y,-+0,)sin 4 + cos(d, -- 5) sin D +... cos(B, 4- y) sin E. = 0, 
als auch 
IL  sin(y, 4-0) sin A + sin (0, 4- $) sin B 4- .... -- sin(B; - y) sin £ — 0 sei. 
Diese beiden Bedingungsgleichungen finden aber auch in der That 
statt. Denn wenn man bemerkt, dafs z. B., da «, == y,— 0): 
sind == sine; == sin (y, — 0;), 
so gehen die Ausdrücke (I. und II.) in folgende über: 
IH. cos(y,-]- 3j sin (y, —0;) + cos (9, 4- ¢,) sin (0, —&) + .... 
koc di FE cos (B, e ty») Sin (B, — Yo} » 
IV. sin(y,--0,)sin (y, —dà,) + sin (d,+e )sin (d,—e) +... 
(e sin (B; 4-3) sin (B, — Yo). 

Und wird ferner bemerkt, dafs nach bekannten trigonometrischen 

Formeln: 


cos (7 -]- 2) sin (mm— 2) = isin27z?0— Ísin2n 
und 


sin (72 -]- 2n) sin(zm — 2) = sinm* — sinn?, 
so verwandeln sich die Ausdrücke (IIL IV.) in folgende: 
V. £(sin2y,—sin20,)-+ 1 (sin20, — sin2&) 4-. ... -- E (sin2, — sin 2 y), 
VI (siny,— sind) + (sind? —sin&) +.... + (sin@? —siny;), 
von denen, wie in die Augen fällt, jeder gleich Null ist, indem alle Glie- 
der derselben einander aufheben. Folglich ist, wie im Lehrsatze 
behauptet wird, der Ort des Puncts P die Peripherie eines 
Kreises, wenn 7, constant gesetzt wird. 
Dafs der Mittelpunct dieses Kreises der im Lehrsatze angegebene 
Schwerpunct sei, soll durch folgenden Beweis dargethan werden. 
Zweiter Beweis. Bezeichnet man den Flücheninhalt der Drei- 
ecke 4,DB, und 4,PB, durch A und A,, so hat man: 
A = £D4,.DB,.sinD und A, = a,.b,.sin D, 
oder wenn man bemerkt, dafs: —— 
DA, = PD.cosy und DB, = PD .cosy, 
a, = PD.siy und 5, = PD.sinp, 
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so hat man: | 
mou PD cosyveos usin Dy undis; — 2 PD* siny.sinz.sin D, 
und daher: 
A— A, = £PD*(cosv.cos z— sinv.sink) sin D 
= $PD*.cosD.sinD 
== 3 PDP, sin2 D. 

Da man auf gleiche Weise eine ühnliche Gleichung zwischen den 
Flácheninhalten der zusammengehörigen Dreiecke B,EC, und B,PC,, des- 
gleichen zwischen den Dreiecken C,4D, und C,PD,, u. s. w. findet, so 
hat man, wenn die Flächeninhalte der Vielecke ZBCDE und 4,B,C,D,E, 
durch Z und J, bezeichnet werden: 

I—21 =3(P4°.sin2A+PB . sing B -- PC*. sinoC-PD*. sin2D+PE?. sin QE), 

Soll nun der Flächeninhalt (Z,) des eingeschriebenen Vielecks con- 
stant bleiben, so ist auch J—2/J, constant, so dafs also in diesem Falle 
die Summe der Producte, die entstehen, wenn man die Quadrate der Ab- 
 Sstánde des Puncts P von den Ecken des gegebenen Vielecks 4BCDE mit 
den Sinussen der respectiven doppelten Winkel dieses Vielecks multipli- 
cirt, gleich einer constanten Grofse, nemlich == 4(/—-27,) ist, woher 
denn, nach einem bekannten Satze (M. Hirsch Sammlung geom. Aufg. 
Band I. S. 339.) unmittelbar die Richtigkeit des obigen Lehrsatzes folgt. 

Der letztere Beweis ist, einige Abkürzungen ausgenommen, der- 
selbe, welchen wir zuerst im ersten Bande S. 51. dieses Journals mitge- 


theilt haben. 
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24. 
Auflósung einer Aufgabe aus den Annalen der 


Mathematik von Herrn Gergonne. 
(Von Herrn J. Steiner.) 


I. 
Im XVII. Bande der Annales de mathematiques von Herrn Gergonne 
befindet sich S. 83. folgende Aufgabe: 
"Construire rigoureusement la droite qui coupe à la 
fois quatre droites données dans l'espace, non compri- 
ses deux à deux dans un méme plan.” 

Die nachfolgende Auflösung dieser Aufgabe erfordert einige Hülfs- 
sitze und Betrachtungen, die hier theils entwickelt, theils blofs angedeu- 
tet werden sollen. 

II. 

Folgende Sätze sind leicht einzusehen: 1) Durch jeden gegebe- 
nen Punct ist eine einzige Gerade moglich, welche mit einer der Lage 
nach gegebenen Geraden parallel ist. 2) Alle Geraden, welche eine ge- 
zebene Gerade 4 schneiden und mit einer anderen gegebenen Graden 
B parallel sind, liegen zusammen 1n einer Ebene, welche mit der letz- 
teren Geraden parallel ist; oder durch eine gegebene Gerade 4 ist alle- 
mal eine einzige Ebene moglich, welche mit einer anderen gegebenen 
Geraden B parallel ist, vorausgesetzt, dafs die beiden Geraden 4, B nicht 
parallel sind. 3) Sind im Raume irgend zwei Gerade 4, B gegeben, so 
ist durch jede derselben eine Ebene moglich, welche mit der anderen 
parallel ist (2.), und beide Ebenen sind daher mit einander parallel. 
4) Sind im Raume irgend zwei Gerade und ein Punct gegeben, so ist 
durch den Punct allemal eine und nur eine Ebene fe welche 
mit jeder der beiden Geraden parallel ist. 

III. 

,Sind im Raume irgend zwei Gerade 4, B und irgend ein 

Punct P gegeben, so kann durch den Punct allemal eine einzige dritte 


Gerade gelegt werden, welche entweder 1) jene beiden Geraden schnei- 
det, 
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det, oder 2) die eine schneidet und mit der anderen parallel ist.” Denn 
man denke sich durch den Punct P und durch jede der beiden Geraden 
insbesondere eine Ebene, so mufs jede dritte Gerade, welche durch den 
Punct gehen und beide gegebene Geraden schneiden soll, in diesen bei- 
den Ebenen zugleich liegen, daher giebt es nur eine einzige solche Ge- 
rade, nemlich die Durchschnittslinie beider Ebenen. Liegt der gegebene 
Punct P entweder in derjenigen Ebene, welche durch 4 geht und mit 
B parallel ist, oder in derjenigen, welche durch B geht und mit 4 par- 
allel ist (1I, 3.), so findet der zweite Fall (2.) des Satzes Statt, d. h., die 
dritte Gerade schneidet blofs die eine gegebene Gerade und ist ube der 
anderen parallel. 
IV. 

„Sind im Raume irgend drei Gerade 4, B, C gegeben, so giebt es 
allemal eine und nur eine vierte Gerade C,, welche zwei derselben, 
z. B. À, B, schneidet und mit der dritten C parallel ist” Denn man 
denke sich durch 4 eine Ebene, welche mit C parallel ist, und ebenso 
durch B eine Ebene, welche mit parallel ist, so ist die Durchschnitts- 
linie beider Ebenen die einzig mögliche Gerade C,, welche die Geraden 
A, B schneidet und mit der Geraden C parallel ist (IL 2.). Man erhält 
daher die Gerade C,, wenn man z. B. durch 4 eine Ebene legt, welche 
mit C parallel ist, und alsdann durch den Punct 4, in welchem sie 3 
schneidet, eine Gerade C,, mit C parallel zieht. 

IV. 

„Sind im Raum irgend drei Gerade 4, B, C gegeben (von de- 
nen keine zwei in einer Ebene liegen), so kann eine vierte Gerade 4, 
so bewegt werden, dafs sie stets alle drei schneidet, und dafs sie nach 
und nach durch jeden beliebigen Punct geht, welchen man in einer der- 
selben annimmt.” Denn durch jeden beliebigen Punct c, welchen man 
z. B. in der Geraden C annimmt, kann nach (IL) eine Gerade 4, ge- 
legt werden, welche die Geraden 4, B, und welche mithin alle drei Ge- 
raden 4, B, C schneidet. Und läfst man nun in der Vorstellung den 
Punct c in der Geraden C sich fortbewegen, so wird auch die Gerade 
A, sich bewegen, so dafs sie nach und nach längs der ganzen Geraden 
C fortgleitet. 

Oder um irgend eine Gerade 4, zu erhalten, welche die drei ge- 
gebenen Geraden 4, B, C schneidet, lege man z. B. durch C eine belie- 
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bige Ebene, so wird diese die Geraden 4, B in irgend zwei Ba a, 
b schneiden, und alsdann wird die Gerade ab der Forderung genügen, 
d. h., sie hat die Eigenschaft der verlangten Geraden 4,, indem sie 
nothwendiger Weise auch die Gerade C schneiden wird, weil sie mit 
ihr in der genannten Ebene liegt. ,,Làfst man daher in der Vorstellung 
diese Ebene sich um die Gerade C herumbewegen, so wird die Gerade 
ab oder A, sich so bewegen, dafs sie fortwährend alle drei gegebene 
Gerade 4, B, C schneidet, und dafs die Durchschnittspuncte a, 5, c, in 
welchen sie die letzteren schneidet, langs diesen sich continuirlich fort- 
bewegen.” 
VI. | 

Mit anderen Worten folgt daher: „dafs die drei gegebenen Ge- 
raden 4, B, C von einer unzähligen Schaar anderer Geraden 4,, B,, 
C,, D,, ..... geschnitten werden können, und dafs von dieser Schaar 
keine zwei, so nahe sie auch immerhin auf einander folgen mögen, ein- 
ander schneiden können, weil sie sonst, und folglich auch jene 3 Gera- 
den mit ihnen, in einer Ebene liegen müfsten.” 

Fixirt man irgend drei Gerade aus der genannten Schaar, z. B. die 
drei Geraden 4,, B,, C,, und nimmt sie als drei gegebene Geraden an, 
so folgt also, dafs dieselben nicht allein von den drei Geraden 4, B, C, 
sondern vielmehr von einer zweiten, unzähligen Schaar Geraden 4, P 
C, D,..... geschnitten werden können. 

Es liegen aber bekanntlich die beiden Schaaren Gerader zusammen 
in einer Fläche der zweiten Ordnung, nemlich im einfachen Hyperbo- 
lord *); und ferner schneiden nicht nur die drei Geraden 4, B, C alle 
Geraden der Schaar 4,, B,, C,, D,, .. .. ., sondern jede Gerade der 
einen Schaar schneidet jede Gerade der anderen Schaar, so dafs also. 
auch z. B. die Gerade D nothwendig die Gerade D, schneidet, oder mit 
ihr parallel ist**). Das heifst: 

»Wenn im Raume drei beliebige Geraden 4, B, C, von irgend drei 
anderen Geraden 4,, B,, C, geschnitten werden, so beschreibt diejenige 
Gerade, welche sich durch die drei ersteren fortbewegt (V. die nem- : 
liche Fläche zweiter Ordnung, als diejenige Gerade, welche sich durch 
die drei letzteren bewegt; und diese Flüche ist das einfache Hyperboloid." 





*) Band L Seite 340. dieses Journals. 
**) Seite 342. ebendaselhst. 
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Und ferner: ,,Von den beiden Schaaren Gerader, die in einer solchen 
Fläche liegen, können von denen, welche zu der nemlichen Schaar ge- 
horen, keine einander schneiden, dagegen aber schneidet jede Gerade der 
einen Schaar jede Gerade der anderen Schaar, ausgenommen eine ein- 
zige, mit welcher sie parallel ist." 


VII. 
Bewegt sich nemlich die Gerade 4, durch die drei Geraden 4, 
DB, C, so wird sie irgend einmal eine solche Lage haben, dafs sie mit 
A parallel ist, nemlich in demjenigen besonderen Falle, wo ihr Durch- 
schnittspunct mit 4 unendlich weit entfernt ist, und welche Lage von 
4, nach (IV.) gefunden wird. Daher folgt: 


»Dafs mit jeder Geraden aus einer der beiden genann- 
ten Schaaren, eine Gerade aus der anderen Schaar par- 
allel ist.” 


Es seien die Geraden 4 und 4, parallel, so schneidet alsdann A, 
jede der übrigen Geraden B, ©, D.... der ersten Schaar (VI), und die 
Ebenen durch 4, und B, 4, und C, 4, und D, u. s. w., sind alsdann 
sammtlich mit 4 parallel. Da aber durch jede der Geraden B, C, D.... 
insbesondere nur eine Ebene mit 4 parallel moglich ist (IL. 2.), so folgt 
also umgekehrt: 


„Dafs alle Ebenen, welche man durch beliebige Gera- 
denB, C, D...., die in einem einfachen Hyperboloid liegen, 
und die zu der nemlichen Schaar gehören, mit einer Gera- 
den 4, die zu derselben Schaar gehört, parallel legt, einan- 
der in einer Geraden 4, schneiden, welche zu der zweiten 
Schaar gehört, und welche mit jener abgesonderten Gera- 
den 4 der ersten Schaar parallel ist.” 


. Veberhaupt geht jede Ebene, welche durch irgend eine Gerade 
aus einer der. beiden Schaaren geht, nothwendiger Weise auch durch 
eine Gerade der anderen Schaar. Denn geht z. B. eine Ebene durch 4, 
so wird sie die Geraden D, C in irgend zwei Puncten 5, c Schneiden, 
und alsdann schneidet die Gerade dc alle drei Geraden 4, B, C (V9) 
und gebórt also zu der zweiten Schaar und liegt in der genannten 
Ebene. Also: „Jede Ebene, welche das einfache Hyperboloïd in einer 
Geraden schneidet, schneidet dasselbe noch in einer zweiten Geraden, 
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und beide Geraden gehören, nothwendiger Weise, verschiedenen Schaa- 
ren an.” *) < 
VIII. 

Durch irgend drei im Raume gegebene Gerade 4, B, C, welche 
nicht mit einer Ebene parallel sind, ist demnach allemal ein ein- 
faches Hyperboloid bestimmt, d.h., es giebt allemal eine und nur 
eine solche Flache, in welcher die drei Geraden liegen. Der Mittelpunct 
dieser Fläche wird, wie sich leicht beweisen lafst, und wie z.B. Ha- 
chette im vorhergehenden Bande dieses Journals bewiesen hat, auf fol- 
zende Weise gefunden: | ; 

1) ,,Man suche diejenigen drei Geraden 4,, B,, C,, welche re- 
spective mit den gegebenen Geraden 4, B, C parallel sind, und respective 
die beiden übrigen B und C, 4 und C, 4 und B schneiden (IV.), und 
lege alsdann durch je zwei Parallelen, also durch 4 und 4,, B und 5,, 
C und C, eine Ebene, so ist der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen 
der gesuchte Mittelpunct." | 





*) Wir fügen hier beiläufig folgende Bemerkungen hinzu: 

1. Legt man durch A eine Ebene parallel mit B; durch B eine Ebene parallel mit C; und 
durch C eine Ebene parallel mit 4, und nimmt diese drei Ebenen als Coordinaten - Ebenen an, so 
ist die Gleichung des genannten Hyperboloids H: 

(x — a) (y —b)(z —c) = xyz, 
welche, wenn a=2x, b —290, c — 2y gesetzt wird, auf die Form 
(o — e) (y — 8) (3— 7) = Ce + c0 C + B) Gi 7) 

gebracht werden kann, in welcher Gestalt sie die Gleichung der genannten Fläche ist, wenn ihr Mit- 
telpunct der Anfangspunct der Coordinaten ist, und diese letzteren mit irgend drei Geraden 4, B, 
C, welche in der Fläche liegen und der nemlichen Schaar Geraden angehören, parallel sind. Aus 
dieser Gleichung leitet man leicht die von Binet gegebene Gleichung ab (Band I, Seite 347. dieses 
Journals). 


2. VVäblt man die Axen des Hyperboloids zu Coordinaten - Axen, so ist seine Gleichung be- 
kanntlich : | 
D2 c? x? — 2 62 y2 — a2 b2 z2 = — g2h2c2 
Bezieht sich folgende Gleichung  . 
b?c2x? — a2c2y — a?b?22 = 0. .... (fe) 
auf das nemliche Coordinaten- System, so ist letztere die Gleichung eines Kegels (zweiter Ordnung), 
welcher mit jener Fläche («.) einerlei Mittelpunct hat, und ihr Asymptoten- Kegel ist, 

Legt man nun eine Ebene so, dafs sie den Kegel (£.) in irgend einer Kante, welche K hei- 
fsen mag, berührt, so findet man, dafs diese Ebene allemal die Fläche («.) in irgend zwei Geraden, 
z.B. A, A,, schneidet, welche unter sich und mit der genannten Kante K parallel sind, und dafs 
letztere in der Mitte zwischen jenen beiden Geraden liegt. Folglich ist jede Gerade, welche sich in 


der Fläche («.) befindet, mit irgend einer Kante des Kegels (8.) parallel, und umgekehrt, Dem- 
nach folgen nachstehende Sätze: 


sun . (ie) 
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Oder man erhält daher diesen Mittelpunct am einfachsten, wie folgt: 

2) „Durch eine der drei gegebenen Geraden, z. B. durch 4, lege 
man eine Ebene parallel mit D, welche die C in irgend einem Punct c 
Schneiden wird; und ferner lege man durch .4 eine Ebene parallel mit 
C, welche die B in irgend einem Punct 5 schneiden wird, so ist alsdann 
die Mitte M derjenigen Geraden bc, welche die beiden genannten Puncte 
verbindet, der verlangte Mittelpunct." 


IX. 

Nach diesen vorlaufigen Betrachtungen wollen wir uns nun zu der 
obigen Aufgabe (I.) wenden. Sie verlangt nemlich: 

»Diejenige Gerade in aller Strenge zu construiren, 
welche vier gegebene Geraden, von denen keine zwei in eri- 
ner Ebene liegen, zumal schneidet” 

Die vier gegebenen Geraden sollen 4, B, C, D heifsen. 

Werden zunachst nur die drei Geraden 4, B, C berücksichtigt, so 
liegen diese in einem bestimmten einfachen Hyperboloid (VIII), welches 





I. ,, Alle Geraden, welche in der Flüche eines einfachen Hyperboloid's liegen, sind ‘mit den 
Kanten eines bestimmten Kegels zweiter Ordnung parallel, d. h., zieht man durch einen beliebigen 
Punct P, mit jeder Geraden, welche in der Flüche eines gegebenen einfachen Hyperboloids liegt, eine 
Parallele, so liegen alle diese Parallelen zusammen in einer bestimmten Kegelfliche zweiter Ord- 
nung." Oder 

IL ,,Sind im Raume irgend drei Gerade 4, B, C gegeben, und eine vierte Gerade 4,, welche 
dieselben schneidet, bewegt sich auf alle mógliche Weise, ohne jedoch einen Augenblick aufzuhó- 
ren, jene drei zu schneiden, so ist sie stets mit irgend einer Kante eines bestimmten Kegels paral- 
lel; oder bewegt sich eine andere Gerade a,, welche fortwährend durch irgend einen fixen Punct 

P geht, so, dafs sie stets mit der Geraden 4, parallel ist, so beschreibt sie eine estate Kegel- 
fläche zweiter Ordnung, welche den Punct P zum Mittelpunct (Scheitel) hat.” 

II. ,,Sind im Raume irgend zwei Gerade 4, B, nebst einem beliebigen Kegel P zweiter 
Ordnung gegeben, so liegen alle mögliche Gerade 4,, B,, C,, .. .., von denen jede jene bei- 
den Geraden schneidet, und mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, zusammen in einem 
bestimmten einfachen Hyperboloid; oder bewegt sich eine Gerade A, so, dafs sie stets mit irgend 
einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend die beiden Geraden 4, B schneidet, so be- 
schreibt sie ein einfaches Hyperboloid,”’ 

IV, „Sind irgend zwei Kegelschnitte A, B, welche in irgend einer Flache zweiter Ordnung 
liegen, nebst einem beliebigen Kegel P derselben Ordnung gegeben, und bewegt sich eine Gerade 4, 
so, dafs sie stets mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwáhrend durch die Pe- 
ripherien der beiden Kegelschnitte 4, B geht, so beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid.” 

Ist der genannte Kegel ein gerader Kegel, so ist das Hyperboloid dasjenige, welches darch 
Umdrehung erzeugt werden kann; und tritt an die Stelle des Kegels eine oder zwei Ebenen, so 
wird das genannte einfache Hyperboloid, durch das h yperbolisc he Paraboloid vertreten. 
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H heifsen mag, und es giebt eine Schaar von Geraden 4,, B,, C,, 
D,.... von welchen jede jene drei Geraden schneidet und in der Fläche . 
H liest (VL). Die gesuchte Gerade befindet sich daher nothwendiger 
Weise unter dieser Schaar, nemlich es ist diejenige, welche durch ei- 
nen derjenigen Puncte geht, in welchen die vierte gegebene Gerade D 
das Hyperboloïd H schneidet. Kennt man demnach einen solchen Durch- 
schnittspunct, so ist auch die gesuchte Gerade als gefunden zu betrach- 
ten, weil durch irgend einen Punct der Fläche /7 nur eine einzige, 
zu der Schaar 4,, B,, C,, D,.... gehörige Gerade möglich ist. Daher 
giebt es so viele Geraden, welche der Aufgabe Genüge leisten, als es 
Puncte giebt, in welchen die Gerade D und das Hyperboloïd Æ einan- 
der schneiden, mithin im Allgemeinen zwei. 


| X. 
Die Durchschnittspuncte der Geraden D und der Fläche H, und 
hernach die gesuchte Gerade, findet man nunmehr auf folgende Weise: 


1) Man suche, nach (VIII), den Mittelpunct des genannten Hyper- 
boloïds E, in welchem nemlich die drei Geraden 4, 6, C liegen; er 
heifse M (Fig. 2.). | 

2) Durch die Gerade 4 lege man eine Ebene Z parallel mit D, 
welche die Geraden B, C in irgend zwei Puncten 5, c, und das Hyper- 
boloïd in den. beiden Geraden 4 und bc schneiden wird (VIL). Der 
Durchschnittspunct der beiden Geraden 4, bc heifse a. —— 


3) Durch die Gerade D lege man eine Ebene E, parallel mit 4, 
welche nemlich die Ebene der Figur ist, so sind die zwei Ebenen E, EF, 
mit einander parallel (II. 3.), sie schneiden folglich das Hyperboloid # 
in Ähnlichen, und ähnlich liegenden Kegelschnitten, deren Mittelpuncte 
a, m mit dem Mittelpunct M dieser Fläche in einer Geraden liegen. 
Nun ist der Schnitt der Ebene E die beiden Geraden 4, bc, welche als 
eine Hyperbel anzusehen sind, deren Mittelpunct @ ist. Daher wird auch 
der Schnitt der anderen Ebene E, eine Hyperbel % sein, deren Asympto- 
ten md, md, mit den Geraden 4, bc parallel sind, und deren Mittelpunct 
m mit den Puncten a, M in einer Geraden liegt. 

4) Legt man daher durch den Punct M zwei Ebenen, die eine durch 
die Gerade 4, und die andere durch die Gerade be, so schneiden die- 
selben die Ebene E, in den Asymptoten md, md, der genannten Hyper- 
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bel À. Sind ferner 5,, c, die Durchschnittspuncte der Ebene E, und der 
Geraden B, C, so liegen dieselben nothwendiger Weise in der Peripherie 
der genannten Hyperbel 7. Demnach kennt man die Asymptoten zd, 
md,-und zwei Puncte b,, c, der genannten Hyperbel 7, und es ist nun- 
mehr darum zu thun, diejenigen beiden Puncte o, ß zu finden, in wel- 
chen dieselbe von der Geraden D geschnitten wird. 


5) Zieht man zu diesem Endzweck, z. B. durch den Punct 2, die 
Gerade pg parallel mit D, d. ı., mit dd,, so ist nach einer bekannten 
Eigenschaft der Hyperbel: 

bia ema diee sad Fe d D ou. 
Um hiernach die gesuchten Puncte &, (2 zu finden: beschreibe man um 
dd,, als Durchmesser, den Kreis p, d.i, dp,9,d,, trage in diesen die 
Sehne p,g, — p?, und nehme p,5, — pb,, so ist, vermöge der Potenz des 
Kreises, p, 5,. 9, 0, — 0 0,. 0,0,. Man nehme daher ferner: 
pa = up = 5b, 

so sind «, ß die beiden gesuchten Puncte, in welchen die Gerade D die 
Hyperbel ^, und folglich auch die beiden Puncte, in welchen dieselbe 
das Hyperboloid 77 schneidet. 


6) Legt man nun endlich durch jeden der beiden Puncte o, ß eine 
Gerade 4,, B,, welche z. B. die beiden Geraden 4, B schneidet (II.), 
so wird jede derselben nothwendiger, Weise auch die Gerade C schnei- 
den, und somit der vorgelegten Aufgabe Genüge thun. 

Wäre die Gerade dd, kleiner als pg, so müfste man in (5.) um 
den Durchmesser pq, anstatt dd,, einen Kreis beschreiben, und als- 
dann fánde man durch eine àhnliche Construction die beiden gesuchten 


Puncte «, £. 
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Ueber die Construction schief liegender Raderwerke. 


(Siehe Hachette Traité élémentaire des machines pag. 314 Anmerk,) 
(Von Herrn JM. H. Jacobi, zu Potsdam.) 


1. 


Der Theorie der Räderwerke liegt folgende allgemeine Aufgabe zum 
Grunde: | 
Es sind 2 Drehungsaxen der Lage nach im Raume gegeben; man 
soll ein Rüderwerk construiren, wodurch die continuirliche Kreis- 
bewegung eines Maschinensystems um die eine Axe in eine eben 
solche Bewegung um die andere Axe, mit veränderter Winkelge- 
schwindigkeit, unmittelbar verwandelt werde. 


Als specielle Falle sind die cylindrischen und conischen Rader und 
die Schraube ohne Ende bekannt. Bei den beiden ersten liegen die Dre- 
hungsaxen in einer Ebene, und sind darin respective entweder parallel 
oder sich schneidend; bei der Schraube ohne Ende schneiden sich die 
Axen unter rechten Winkeln im Raume. Bei der Construction der ge- 
wöhnlichen Rüderwerke wird von der Ansicht ausgegangen, dafs die 
sich berührenden Cylinder oder Kegel sich gegenseitig durch ihre Rei- 
bung in Bewegung setzen, und dafs die darauf angebrachten Erhöhun- 
gen und Vertiefungen (Zühne) nur dazu dienen, durch kraftigen Ein- 
griff ein zu frühes Abschleifen der sich berührenden Theile zu verhin- 
dern, ohne dafs dadurch den gegebenen statischen Momenten Eintrag ge- 
schieht. Diese Voraussetzung mufs auch den allgemeinen Untersuchungen 
als Basis dienen, und es zerfallen dieselben demnach in zwei Haupttheile, 
deren erster zwei runde Oberflachen (surfaces de revolution) sucht, die 
sich so berühren, dafs die beiden Momente jedes Berührungspunctes, in 
Bezug auf die beiden Drehungsaxen, in einem constanten Verhältnisse 
stehen; welches Verhältnifs das umgekehrte der Winkelgeschwindigkei- 
ten ist, womit die beiden Maschinensysteme sich um ihre Axen drehen. 
Die folgenden Untersuchungen würden die Form der darauf anzubringen- 
den Erhóhungen und Vertiefungen zum Gegenstande haben. 


So- 


/ 


co. CAN 
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Sobald von continuirlicher Kreisbewegung die Rede ist, wird die 
Bedingung, dafs sich die heiden runden Oberflächen berühren, unerläfs- 
lich, obgleich es einzelne Falle geben kann, wenn z. B. nur ein Theil ei- 
ner Kreisbewegung beschrieben werden soll, wo blofs den statischen Be- 
dingungen genügt zu werden braucht (Siehe Eytelweins Statik 1. Bd. 
Cap. 10, $. 288. u. s. £). In Hachette a. a. O. scheint die Berührung 
nicht als nothwendig, sondern nur als zufalliges Moment erkannt wor- 


den zu sein. 
d: 


Man gelangt am leichtesten zu dem analytischen Ausdrucke, der die 
Berührung zweier runden Oberflächen bedingt, durch die Betrachtung, 
dafs die gemeinschafilichen Normalen beide Drehungsaxen schneiden. 
Betrachtet man dieselben daher als zwei Leitlinien (directrices) und be- 
wegt eine dritte gerade Linie, als Erzeugende (géneratrice), so auf den- 
selben fort, dafs sie eine Curve, deren Gleichungen y = Q(x), z 2a (x), 
immer unter rechten Winkeln schneidet, so hat diese Curve die Eigen- 
schaft, dafs sie durch Umdrehung um beide Drehungsaxen zwei sich in 
derselben berührende runde Oberflächen erzeugt, Beilaufig folgt hieraus 
der interessante Satz für das Hyperboloid à une nappe, dafs jede ortho- 
gonale Trajectorie des einen Systems gerader Linien, um irgend zwei 
Linien des andern Systems gedreht, zwei sich berührende runde Ober- 
flächen erzeugt, 

Sind die Gleichungen der beiden Drehungsaxen auf die einfachste 
Weise gegeben, nemlich durch die Gleichungen: 
Nom Oa ee a und 
vocc m, Eus, 
wo Q der Winkel ist, unter welchem sich die Projectionen beider Dre- 
hungsaxen auf der x, y Ebene schneiden, und @ die Distanz der einen 
Drehungsaxe von derselben Ebene, in welcher die zweite Drehungsaxe 
liegt, und mit der x Coordinatenaxe zusammenfällt, so erhält man die 
partielle Differentialgleichung 
(y y' 4- 22) (z — a)tgB + zxtgf—ay = 0 (D, 
welcher die Curve, deren Gleichungen y = Q(x), z — c (x) sind, zu ge- 
nügen hat. Es mufs noch bemerkt werden, dafs y' und z’ die ersten 
‚Ableitungen von Qx, mx bedeuten, und mit den Differentialcoefficienten 
“ay s 
dx’ Ox 
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übereinkommen. 
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3. 

- Die Curve, welche obige Gleichung erfüllt, mufs nun ferner noch 
die Eigenschaft haben, dafs die Momente jedes Punctes derselben, in Be- 
zug auf die beiden Drehungsaxen, in einem constanten Verhältnisse 1:7 
stehen, welches Verhältnifs das umgekehrte der Winkelgesch windigkei- 
ten um beide Drehungsaxen ist. Wenn dieselbe daher zugleich auf der 
Oberfláche eines Hyperboloids à une nappe liegt, das durch die Gleichung 

(y? + 2°)n? — (a — zy — (xsin(— y cos(2? = 0o (ID 
gegeben ist, so ist auch diese Bedingung erledigt, und die Curve, welche 
durch Umdrehung um die beiden Drehüngsaxen zwei sich berührende 
Oberflächen erzeugt, die sichl durch blofse Reibung in Bewegung setzen, 
vollständig durch "s beiden Gleichungen 
(yy'--zz2)(z—a)tgQ dA-zxtgg—ay — 0 (D, 
(y? + 2°) n? —(a — zy — (x sin (— y cosQ) — 0 (ID), 
gegeben. 

4. 

Die Form dieser Gleichungen, bei welchen durch Veränderung des 
Coordinatensystems die Complication nur aus der einen in die andere 
hineingeschafft wird, zeigt bald, dafs keine eleganten Resultate, auch 
selbst durch eine vollständige Integration, zu erwarten sind. Aber be- 


denkt man, dafs bei der wirklichen Construction eines solchen Rader- | 


werks, eine von den vielen Curven, welche die Aufgabe lósen, nur in 
soweit gekannt zu werden braucht, als die Dicke der Rader erfordert, 
welche immer im Verhältnifs zu der Entfernung der beiden Axen ge- 
ring ist, so wird man leicht hinlänglich ‘viele Puncte derselben finden 
konnen, indem die Lage der Tangenten an jedem Puncte ‚gegeben ist 
durch die beiden Gleichungen: 
y' = f(a, y, 2), 
Ml re ear LE), 
welche durch Absonderung der Differentialcoefficienten aus den Gleichun- 
gen L und IL entstehen. Diese Puncte dienen zugleich dazu, die ihnen. 
entsprechenden Puncte der Meridiancurven der runden Oberflächen zu 
verzeichnen, welche durch Umdrehung der gemeinschaftlichen Berüh- 
rungscurve um beide Axen entstehen. Auf diese Meridiancurven kommt 
es hauptsächlich an, weil sie die bequemsten sind, 


um als Lehren zur 
Abdrehung der beiden soliden Oberflächen zu dienen. 
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Legt man durch den Punct x — 0, M ZO, deseri des Hyperbo- 


loids à une nappe eine Ebene senkrecht auf die z Coordinatenaxe, so ist 
diese zugleich Tangentenebene desselben. Jede, in diesem Puncte auf der 
Ebene gezogene gerade Linie, kann daher auch als Tangente einer durch 
diesen Punct gehenden, unsern Bedingungen entsprechenden Curve, be- 
trachtet werden. In diesem Puncte berühren sich daher auch simmte 
liche runde Oberflächen, und zugleich auch das Hyperboloïd à une nappe. 
Dieses wird im Allgemeinen von allen diesen Oberflächen, von dem ge- 
dachten Puncte ab, geschnitten. Eine von den beiden geraden Linien, 
welche sich an diesem Puncte auf der Oberfläche des Hyperboloïds kreu- 
zen, kann daher auch als Tangente der.zu suchenden Curve betrachtet, 
und ein darauf genommener consecutiver Punct als eben dieser. Curve 
zugehörig, angenommen werden. Die folgenden Puncte bestimmen sich 
nun nach Obigem. | 
5 

Einige specielle Fälle der allgemeinen Aufgabe haben bedeutendes 
technisches Interesse, und gestatten eine vollkommene Lösung. Es seien 
nemlich die beiden Drehungsaxen parallel, so wird B = 0, und das Hy- 
perboloid 4 une nappe verwandelt sich in einen geraden Cylinder von 


der Gleichung 
(n^ — 1) y? + ("—1)2? + 2az—a® = 0. 


Man sieht daraus, dafs dessen erzeugende gerade Linie immer mit der | 
x Coordinatenaxe parallel ist, und dafs er als Basis einen Kreis hat, des- 


sen Radius = —— ;; Die Gleichung L verwandelt sich für ß=0 in 
A" — 


— Q y — 0, oder y=0, woraus man sieht, dafs die beiden geraden Li- 
nien, in welchen die x, z Ebene den Cylinder schneidet, und deren Glei- 
a 
itn 
der cylindrischen Räder, und je nachdem 7 eine ganze Zahl oder ein 
Bruch ist, werden sich die beiden Cylinder,, welche durch Umdrehung 
einer dieser Linien um beide Axen entstehen, entweder äufserlich oder 

innerlich berühren. 





chungen z — sind, den Bedingungen genügen. Dieses ist der Fall 





6. 
Für die conischen Räder ist & — 0 und das Hyperboloid verwandelt 


sich in einen Kegel des zweiten Grades, der seinen Scheitel im Anfangs- 
205 
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puncte der Coordinaten hat, und dessen Gleichung 
| (y? + z?) n° — 2° — (xsinB—y cosy — 0 
ist. Die Differentialgleichung I. aber wird 

(yy'-- zz')z 4- zx = 0, 
welche sich in die beiden Factoren z — 0 und y y' 4- zz'-]- x — 0 zerfäl- 
len lifst. Dieser letzern entspricht die vollständige Integralgleichung 
y*--z-a—C- Aus z=0 sieht man, dafs der Schnitt des Kegels mit 


der x, y Ebene zwei gerade Linien y= giebt. Dreht man eine 


o 
cos f +n 
von ihnen um die beiden Drehungsaxen, so erhält man zwei Kegel, die 
sich äufserlich oder innerlich berühren, je nachdem 7 eine ganze Zahl 
oder ein Bruch ist. Diese Kegel dienen nun bekanntlich dazu, die sphä-. 
risch-epicycloidischen Zahne darauf zu verzeichnen. Die Gleichung 
y*-- z^ + x == C* zeigt, dafs der Schnitt jeder Kugel, die den Anfangs- 
punct der Coordinaten zum Mittelpunct hat, mit dem Kegel, dessen Glei- 
chung (y?-- 2°) ? — z^— (x sin B — y cos)? = 0, ebenfalls unsern Bedin- 
gungen genügt. Dreht man aber einen solchen Schnitt um beide Axen, 
so entsteht die Kugel selbst, weil jede Curve, welche auf der Oberflache 
einer Kugel liegt, durch Drehung um irgend einen Radius, dieselbe im 
Allgemeinen wieder erzeugt; die Axen sind aber in diesem Falle Radien 
der Kugel. ! 

tf 

Diese beiden angefiihrten Falle geben schon bekannte Resultate, 
aber wenn man annimmt, dafs die Winkelgeschwindigkeiten um beide 
Drehungsaxen gleich sind, so verwandelt sich für » — 1 die Gleichung 
des Hyperboloïds à une nappe in die Gleichung eines parabolischen Hy- 
perboloids: 

y* sin (* — a?sin 5? + 2y x sinB cos + 2az — o? = 0. 

Auf dieser Oberflache finden sich zwei den beiden erzeugenden Sy- 
stemen angehorige gerade Linien, deren Gleichungen 
msn 
cos # + 1? 
welche zugleich der Bedingungsgleichung 

| (y y' zz) (z — a)tgQ + zxtg8 — ay = 0 
genügen. — Dreht man daher eine dieser Linien um die beiden Dre- 
hungsaxen, so erhált man zwei gleiche, nur der Lage nach verschiedene 





. a 
e SG DD Y, — 
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runde Hyperboloide à une nappe. Die Gleichung desjenigen, das sich 
auf der x Axe befindet, wird erhalten, wenn man in die allgemeine Form 
für runde Oberflächen auf der x Coordinatenaxe, 

HE — Oxy — w(x)", 
fiir LT und für 7 (x)5- setzt. Es ist dieselbe daher 





: aS Era” 
yrs (cos B + 1)? 4 
Aus der Duplicität des Coefficienten von x? ergiebt sich, dafs nur 


A auf dem runden Hyperboloïd 


liegt, und dafs die andere durch Umdrehung um beide Drehungsaxen 
zwei andere erzeugt, welche ebenfalls unsern Bedingungen genügen. 


e a 











eine von den beiden Linien Mes 


Man erhalt die Meridiancurve, indem man in der Gleichung des 
runden Hyperboloids z — Null setzt. Dann erhält man 

S SER 4sin fx? 

a? (cos B+ 1)? a? 


also eine Hyperbel, deren grofse Axe @ und deren kleine 


=); 


es ur zu) ist. 


Verzeichnet man daher eine solche Hyperbel, und dreht sie um die bei- 
den gegebenen Drehungsaxen, indem man dieselben als Richtungen der 
kleinen Axe der Hyperbel, und die kürzeste Verbindungslinie beider, oder 
die z Coordinatenaxe, als Richtung der grofsen Axe betrachtet, so berüh- 
ren sich die dadurch entstandenen Hyperboloïden à une nappe in einer 
geraden Linie, und es müssen sich deshalb, da die Linie überall gleiche 
Momente in Bezug auf beide Drehungsaxen hat, diese Hyperboloïden 
mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um ihre Axen drehen. 


8. 

Hiernach ist man auch im Stande, die Schraube ohne Ende zu con- 
struiren, und die Moglichkeit darzuthun, wie man beliebig viele Gewinde 
auf einmal zum Eingriff bringen kann. Es wird nemhch für diesen Fall 
D — 90°, und die Bedingungsgleichungen verwandeln sich in | 

ny? +. Zn —(a— 2) — x’ = 0, 
(vy' +22) (@—0) zm = 0. 


Hieraus erhält man durch Elimination von yy‘ die Differentialgleichung 


— 2)" zt sie er 
TE, deren vollständiges Integral 
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Qu n° log[a —(4:3):] + 4a n^Ta—( 4 3)2] + [a— (4-3) rat), 
die Gleichung der Projectionen aller die obigen Bedingungen erfüllen- 
den Curven auf der x, z Ebene giebt. 


Setzt man Ge so erhält man z= ET und durch Substitution | 


dieses Werths in die Gleichung des Hyperboloids, 

(ihn) y? y* (14-; n?) 

(1 —n?)n? a? TD Tus 

Dieses ist die Gleichung einer Hyperbel, welche parallel mit der x, y 

Ebene ist, deren Mittelpunct in der z Coordinatenaxe liegt, und deren 
Axen parallel mit den Drehungsaxen sind. 





= 1, H 


Dreht man diese Hyperbel um die x Coordinatenaxe, welche zu- 
gleich eine der Drehungsaxen ist, so erhált man die Gleichung eines 
runden Hyperboloids: 

2 25,9 
yt Ate Saar eR ems 
welches à une nappe ist, da die Constante immer negativ ist. Die Me- 
ridianhyperbel desselben wird: 


Lal Gar rid aM, tmu Mr vo ee: 
(t^e a? n* CRAS 
Die Gleichung des andern Hyperboloïds auf der zweiten Drehungs- 


axe, deren Richtung mit der y Coordinatenaxe zusammenfallt, ist 
" 2:552. 
2 pane aie NR Bea! caf i ub 
x*-d.2—mxy (er ijs 0, 
und dessen Meridianhyperbel 
HN eto ee 
a? n? a? ET 41 
Man sieht hieraus, dafs bei der ersten Meridianhyperbel die grofse 
Axe sich zur kleinen wie 7:1, und bei der zweiten un ngekehrt verhält, 
dafs aber bei beiden die lien Axen gleich sind, und die kleinen sich 


wie 72:1 verhalten. 


Da sich die beiden Hyperboloïden im ganzen Bereich einer Hyper- 
bel berühren, so können sie, wegen der Duplicitat der Schenkel, auch 
nicht frei um ihre Axen gedreht werden; wenn man indessen von dem 
einen nur ein Stück benutzt, das auf einer Seite der y, z Ebene, und 
von dem andern ein correspondirendes, das auf einer Seite der x, z Ebene 
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liegt, so wird die freie Drehung dieser beiden Oberflächen: um ihre Axen 
nicht gehemmet, und sie werden dieselbe durch ihre Berührung in ei- 
nem Hyperbelbogen mit den gegebenen Winkelgeschwindigkeiten voll- 
strecken konnen. | 


B 


9. 

Wir schreiten zum zweiten Theile der allzemeinen Aufgabe, nem- 
lich zur Verzeichnung der Erhöhungen und Vertiefungen, welche, zum 
wechselseitigen Eingriff, auf den sich berührenden Oberflächen ange- 
bracht werden müssen. Diese Oberflächen allgemein zu finden, ist im 
Obigen gezeigt, nur wenige specielle Fälle, die zum Glück aber die 
meiste practische Bedeutung haben, lassen elegante und leichte Con- 
structionen zu, und diese sind namentlich für den Fall gleicher Winkel- 
geschwindigkeiten und für die Schraube ohne Ende interessant und neu. 
Der Gegenstand, womit wir uns zu beschäftigen haben, gestattet man- 
nichfache und wichtige statische und geometrische Untersuchungen, 
welche vorzüglich in, Bezug auf die Schraube ohne Ende der Folge aus- 
führlicher vorbehalten bleiben; hier sollen blofs einige allgemeine Andeu- 
tungen folgen. . 


Um den Standpunct zu bestimmen, von dem auszugehen, schliefsen 
wir uns wieder an bekannte Constructionen an. Der La Hireschen Ver- 
zeichnung der Zahne làfst sich allgemeine Bedeutung geben, wenn man 
annimmt, dafs sich die eine Axe um die andere dreht, und dann lafst 
sich die Gberfliche construiren, welche die Berührungscurve erzeugt, in- 
dem sie sich gleichzeitig um beide Axen so dreht, dafs die Winkelxe- 
schwindigkeiten sich umgekehrt verhalten, wie ihre respectiven Ab. 
stánde von beiden Drehungsaxen. Der wechselseitige Eingriff wird durch 
Erhöhungen, die nach diesen, den gewöhnlichen epicycloidischen analo- 
gen Oberflächen geformt sind, wie bei cylindrischen und conischen Ra- 
dern vor sich gehen. Diese Methode dürfte aber wegen der Schwierig- 
keit der practischen Ausführunz, 1m Allgemeinen zu verwerfen, und die 
Constructionsmethode von White vorzuziehen sein, welcher auf cylin- 
drischen und conischen Rädern, statt der epicycloidischen Zähne, sich be- 
rührende Schraubenlinien verzeichnet (Siehe dessen Abhandlung 1812 in 
4to und No. CCXXXVII. Febr. 1822. S. 142 des Aper tory of Arts, Ma- 


nufactures etc.). 
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Für abwickelbare Oberflächen nennt man Schraubenlinien (hélices) 
diejenigen, welche eine gerade Linie, auf der Abwickelungsebene ver- 
geichnet, auf denselben bildet. Man kann daher auch diejenige Curve 
eine Schraubenlinie nennen, welche ein biegsamer unausdehnbarer Fa- 
den bildet, indem man ihn um irgend eine Oberfläche von beliebiger 
Natur wickelt. Legt man an allen Puncten einer solchen Schraubenli- 
nie Tangentenebenen zur Oberflache, worauf sie sich befindet, so bilden 
diese Ebenen bekanntlich durch ihre Schnitte eine abwickelbare Ober- 
flache. Die Schraubenlinie wird alle gerade Linien, welche die abwik- 
kelbare Oberflache formiren, unter gleichen Winkeln durchschneiden, 
oder sie wird ihre Trajectorie sein, und dieses ist ihre allgemeine Cha- 
racteristik. Sie hat beiläufig noch die Eigenschaft, dafs sie die kürzeste 
Verbindungslinie zwischen zweien ihrer Puncte ist, und da die Krimmungs- 
linien eben diese Eigenschaft haben, so folgt daraus, dafs man eben- 
falls einen Faden längs dieser letzten Curven auf der Oberfläche aus 


spannen kann. 


Legt man in irgend einem Puncte der Beriihrungscurve der beiden 
runden Oberflächen die gemeinschaftliche Tangentenebene, zieht aus die- 
sem Puncte eine beliebige Richtung, und spannt danach einen Faden auf 
beiden Oberflächen aus, so werden sich die dadurch gebildeten Schrau- 
benlinien immer in irgend einem Puncte der gemeinschaftlichen Curve 
berühren, wenn man die Oberflächen um ıhre Axen dreht. Diese wich- 
tige Eigenschaft ergiebt sich leicht aus dem aequiangulären Character 
der Schraubenlinien, und aus der Annahme, dafs dieselben die, als er- 
zeugend betrachtete Berührungscurve, auf beiden Oberflächen unter 
gleichen, den correspondirenden Puncten angemessenen Winkeln durch- 
schneiden. Man sieht leicht, dafs man beliebig viele parallele Schrau- 
benlinien auf beiden Oberflächen construiren kann, und dadurch in den 
Stand gesetzt wird, die Berührungspuncte zu vervielfältigen, welche im- 
mer in der gemeinschaftlichen Berührungscurve liegen, so dafs, wenn 
man von dieser und von den Oberflächen überhaupt abstrahirt, und ein 
Netz solcher Schraubenlinien bildei, diese durch ihre Berührung eine 
Drehung um beide Axen veranlassen werden. 


Auf mannichfaltige Weise kann man nun nach diesen dirigiren- 
den Schraubenlinien die Erhöhungen und Vertiefungen des kräftigen Ein- 
griffs 
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griffs wegen bilden; am zweckmäfsigsten aber wird es sein, wenn man 
dazu die krummen Oberflachen wählt, welche die auf den Schrauben- 
linien errichteten Normalen der Oberflächen bilden, sobald man ihnen 
keine bedeutende Höhe giebt. Diese werden, im Fall man die Schrau- 
benlinien mit den Linien der gröfsten oder kleinsten Krümmung zusam- 
menfallen läfst, abwickelbar und lassen sehr leichte Constructionen zu. 

So kann man z. B. bei den runden Hyperboloiden, welche sich in 
einer geraden Linie berühren, auf dem einen als Schraubenlinien die 
geraden Linien wählen, welche die Berührungslinie durchschneiden und 
dem andern System der Erzeugung angehören; auf dem andern Hyper- 
boloid erhält man als Schraubenlinien doppelt gekrümmte Curven, wel- 
che durch die Richtung bestimmt werden, in welcher sich die geraden 
Linien auf dem ersten Hyperboloïd durchschneiden. Dasselbe Verfahren 
kann bei den in einer Hyperbel sich berührenden runden Hyperboloiden 


angewendet werden. 


Potsdam, im September 1827. 
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| 26. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


as 
(Von Herm N. H. Abel.) 


49. Theorème. Si la somme de la série infinie 
a,-4- e, oat + aye LE a cb 
est égale à zéro pour toutes les valeurs de x entre deux limites réelles 
a et ß; on aura nécessairement 
Q,—0, 0,—0, 0,—0....0,7-0...*, 
en vertu de ce que la somme de la série s'évanouira pour une valeur 
quelconque de x, 
50. Probléme. En supposant la série 
f(x) =atawxtaav+.... 
convergente pour toute valeur positive, moindre que la quantité posi- 
tive à; on propose de trouver la limite vers Ja quelle converge la valeur 
de la fonction f(x), en faisant converger x vers la limite «. 
91. Theorème. Si l'équation différentielle séparée 
a Q 2c Oy 
Vet Batya Pout pent) Vet By Fry +07 cess 
où &, 2, y, 9, e, @, sont des quantités réelles, est algébriquement intégra- 
ble, il faut nécessairement, que la quantité @ soit un nombre rationel. 
92 Probléme. Trouver une intégrale algébrique des deux 
équations séparées: 2 


pe) od NUES TENE NIECE eS 
VO iaa) VE +70) 
ox: V3 Oy 


VU Hate) VU pas) 


2. 
(Vón Herrn Th. Clausen zu Altona.) 


33. Aufgabe. Wenn e die Basis der hyperbolischen Logarith- 
men, m den halben Kreisumfang, und 7 eine positive oder negative ganze 
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^ 


Zahl bedeuten, so ist bekanntlich e?7Y— = 1, etre folglich auch 


dics: ‘ — ; fa au ae 
etitzuny 1) — el ethnie Da aber gta *==e ist, so würde dar- 


aus folgen: e#*#** — 1, welches absurd ist. Nachzuweisen, wo in der 
Herleitung dieses Resultats gefehlt ist. 


p 


3. 
(Von Herrn J. Steiner.) 


94 Lehrsatz ,Sind irgend zwei in einer Ebene lie- 
gende Dreiecke so beschaffen, dafs, wenn aus den Ecken des 
einen auf die Seiten des anderen, in irgend einer Ordnung 
genommen, Lothe gefället werden, dafs alsdann diese drei 
Lothe einander in irgend einem Puncte treffen, so treffen 
auch diejenigen drei Lothe, welche in entsprechender Ord- 
nung, aus den Ecken des zweiten Dreiecks auf die Seiten 
des ersteren gefallet werden, einander allemal in irgend ei- 
nem Punct.” Oder: 

] ,,Fallet man aus einem willkürlichen Punct D (Fig.3.) in der 
Ebene eines Dreiecks 4BC auf die Seiten des letzteren Lothe Do, Db, 
De, nimmt in diesen Lothen drei beliebige Puncte a, 5, c, als Ecken 
eines anderen Dreiecks abc an, und tället auf dessen Seiten aus den 
Ecken des gegebenen Dreiecks, in gehöriger Ordnung genommen, Lothe 
4d, Bd, Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte 
d." Und ferner: 

Il) ,Nimmt man ahnlicherweise ein drittes Dreieck @,0,c, an, 
dessen Ecken in den nemlichen drei ersteren Lothen liegen, so wird 
demselben auf gleiche Weise ein Punct d, entsprechen (L), und alsdann 
liegen die drei Durchschnittspuncte der drei Paar entsprehender Seiten 
des zweiten und dritten Dreiecks, d. h., die Durchschnittspuncte a, ß, y 
der Seitenpaare bc und d,c,, ce und c,a,, ab uud @ is d allemal. in ir- 
send einer Geraden oy; und 

Ill) diese Gerade «y ist allemal zu derjenigen Geraden dd,, wel- 
che durch die beiden genannten Puncte d, d, geht, senkrecht." 


55. Lehrsatz. ,Haben irgend zwei sphärische Drei- 
ecke, die in einerlei Kugelflache liegen, solche gegensei- 
"s Lage, dafs, wenn man aus den Ecken des einen auf die 

370 
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Seiten des anderen, in irgend einer Ordnung genommen, 
Lothe fället, dafs alsdann diese Lothe einander in einem 
Punct treffen, so treffen allemal auch diejenigen drei Lothe, 
welche man in entsprechender Ordnung, aus den Ecken des 
zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersteren fället, einan- 
der in irgend einem Punct.” Oder: | 

I) ,,Fallet man aus einem willkürlichen Punct D der Kugelfläche, 
auf die Seiten BC, CA, AB eines gegebenen sphärischen Dreiecks 44BC, 
spharische Lothe Da, Db, Dc, nimmt in diesen Lothen drei beliebige 
Puncte e, b, c als Ecken eines zweiten sphärischen Dreiecks abc an, 
und fallet auf dessen Seiten bc, ca, ab, aus den Ecken des ersteren Drei- 
ecks, in gehoriger Ordnung genommen, sphärische Lothe 4d, Bd, Cd, 
so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte d." Und ferner: 

II) „Einem dritten sphärischen Dreieck a,b,c,, dessen Ecken in den 
nemlichen drei ersteren Lothen Daa,, Dbb,, Dec, angenommen werden, 
wird ähnlicherweise ein Punct d, entsprechen, und alsdann liegen die 
drei Durchschnittspuncte «, ß, y, der drei Paar einander entsprechender 
Seiten, nemlich der Seiten- Paare bc und b,c,, ca und c,@,, ab und a,b,, 
des zweiten und dritten Dreiecks, allemal in irgend einem Hauptkreise 
ay; und 

III) dieser Hauptkreis e@y steht allemal auf demjenigen Hauptkreise 
dd,, welcher durch die beiden genannten Puncte d, d, geht, senkrecht." 

96. Lehrsatz. „Haben irgend zwei (irregulaire) Tetraéder 
solche gegenseitige Lage, dafs, wenn aus den Ecken des ei- 
nen auf die Seitenebenen des anderen, in irgend einer Ord- 
nung genommen, Lothe gefállet werden, dafs alsdann diese 
vier Lothe einander in einem Punct treffen, so treffen alle- 
mal auch diejenigen vierLothe, welche man in entsprechen- 
Ordnung, aus den Ecken des zweiten Tetraéders auf die Sei. 
tenebenen des ersteren fället, einander in irgend einem 
Punct.” Oder: 

D „Fället man aus einem willkürlich angenommenen Punct E auf 
die Seitenebenen BCD, CDA, DAB, ABC eines gegebenen Tetraéders 
ABCD Lothe Ea, Eb, Ec, Ed, nimmt in diesen Lothen vier beliebige 
Puncte 2, b, c, d, als Ecken eines zweiten Tetraéders abcd an, und fäl- 
let auf dessen Seitenebenen bed, eda, dab, abc aus den Ecken 4, B, C, D 
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des ersteren Tetraëders, Lothe 4e, Be, Ce, De, so treffen diese einander 
allemal in irgend einem Puncte e^ Und ferner: 

II) „Nimmt man in den vier ersteren Lothen ähnlicherweise vier 
andere Puncte a,, b,, c,, d,, als Ecken eines dritten Tetraëders an, so 
wird diesem in gleicher Beziehung ein Punct e, entsprechen; und alsdann 
liegen die vier Durchschnittslinien &, ß, y; 0 der vier Paar einander 
entsprechender Seitenebenen des zweiten und dritten Tetraéders, nem- 
lich die Durchschnittslinien der vier Paar Seitenebenen bcd und 3,c,d,, 
eda und c,d,a,, dab und d,a,b,, abc und a,5,c,, allemal in irgend ei- 
ner Ebene a9 yÓ *); und 

III) diese Ebene a@y0 steht allemal auf derjenigen Geraden ee,, 
welche durch die beiden genannten Puncte e, e, geht, senkrecht.” 

97. Lehrsatz. „Es sei irgend ein unregelmafsiges Vieleck so 
beschaffen, dafs sowohl ein Kreis in, als ein anderer Kreis um dasselbe 
beschrieben werden kann. Werden die Radien der Kreise durch r, A, 
und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch o bezeichnet, so 
hat man | 
I für ein Dreieck: R°— a? = 2rR (Siehe 3. Aufgabe, S. 96), 

Il. für ein Viereck: 1) (/&— 0? = 2r°(R’+ 0’), oder 
2) (R-+-r--a) (fi4-r—2) (R—r-+a) (R—r—a) = r*, 
Ill. für ein Fünfeck: r(R—e)=(R-+a).y ((R— r 4- 2) (Kt — r— a)] 
+ (t 4-2). (R—r—a).2R], 
VI. für ein Sechseck: 3 (R?— a’) = 47r°(R? + a’) (& — o? + 16 r* o* RC. 
V. für ein Achteck: 
S r* [R8 — 0°) — r* (8 4-a?)] [(R’-+e) [(RE— 0°) + 4r*a* I8] — 8 Po? R(R—2*y | 
= [Re — 4r' app 

58. Lehrsatz. Wenn irgend ein sphärisches Viereck so be- 
schaffen ist, dafs sowohl ein Kreis in, als ein anderer Kreis um das- 
selbe beschrieben werden kann, so hat man, wenn die spharischen Ra- 
dien der beiden Kreise durch 7, R und der spharische Abstand ihrer 
Pole von einander durch « bezeichnet werden, folgende Gleichung:" 

1) [cos(r-]- a)*—cos R?] [cos (r — a)? — cos R?] = sinr*. cos KR’, oder 
2) sin(R+-r+a) sin (R-]-r— a) sin (R—r--a) sin(R—r—a) = sin r*. cos Rt. 

59. Lehrsatz. Man stelle sich im Raume eine Ebene 4B (Fig. 4.) 

. und irgend eine Kugel m vor. Der Radius dieser Kugel soll durch 7, 


*) Siehe Band I. S. 38. dieses Journals. 
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und das Loth m4, aus ihrem Mittelpunct auf die Ebene, durch A be- 
zeichnet werden. Ferner sei 77 irgend eine Kugel, welche die Ebene 
“und jene Kugel äufserlich berührt, so sind alsdann unzählige Kugeln 
denkbar, welche die Ebene und die beiden Kugeln 77, m, zugleich berüh- 
ren, wie z. B. die Kugeln x, pw, Man denke sich nun eine Reihe sol- 
cher Kugeln (4, Moy U3....m., welche einander der Ordnung nach berüh- 
ren, und deren Anfangsglied u, an beliebiger Stelle angenommen ist, 
so ist es möglich, dafs, wenn diese Reihe im Ring herum fortgesetzt 
wird, bis man zu dem Anfangsgliede p, zurückkömmt, dafs alsdann die 
letzte Kugel nicht nur die vorletzte, sondern zugleich auch die erste y, 
berührt; und zwar hängt dieses Eintreffen lediglich von dem Verhältnils 
der beiden Gröfsen r, A zu einander, und durchaus nicht von der Gröfse 
und Lage der Kugel m,, noch von der Lage des Anfangsglieds p, der 
Reihe ab. Nemlich die erste Kugel x, der genannten Reihe wird allemal von: 


I. der dritten p, berührt, wenn: A = 5r, 
I]. - vierten w, - - RESF, 
DL  - fünften pz; - - ih?—4hr—16r = 0, 
IV. - sechstenu, - Sa n 
VV... + 'achten pj - - . AF.—06hr-r-r = 0, 
u. S W. 


60. Lehrsatz. , Wenn von irgend vier Kugeln je zwei einan- 
der àufserlich berühren, so giebt es allemal zwei bestimmte andere Ku- 
geln 77, M, von denen jede jene vier berührt, und zwar berührt entweder 
a) jede dieselben äufserlich, oder ß) die eine berührt dieselben äufserlich 
und die andere einschliefsend. Werden die Radien dieser beiden Kugeln 
m, M durch r, R, und der Abstand ihrer Mittelpuncte von einander durch 
a bezeichnet, so hat man allemal: 

a) a = R+r+iork, oder 
Der Hr 107 R^" 

61. Lehrsatz. ,,Sind r, R die Radien und c der Abstand der 
Mittelpuncte zweier ineinander liegender Kugeln m, M, und findet zwi- 
schen jenen drei Gröfsen die Gleichung 

aq == R41 7° —O6rR 
Statt, so lassen sich in dem Raume zwischen den beiden Kugelflachen, 
auf willkürliche Weise, 6 andere Kugeln so beschreiben, dafs jede 4 der 
übrigen und zugleich jene beiden Kugeln m, M berührt; d. h., denkt 
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man sich an irgend einer Stelle in dem genannten Zwischenraum eine 
Kugel 5, welche die Kugeln 7, M berührt, so lassen sich um dieselbe 
herum, auf willkürliche Weise, vier andere Kugeln p,, 43, p, p; legen; 
die einander der Ordnung nach berühren, und von denen jede die drei 
ersteren Kugeln 77, M, p, berührt, und alsdann ist allemal noch eine andere 
Kugel ps möglich, welche die sechs Kugeln 7m, M, u, 95, fay p; berührt." 

62. Lehrsatz. ,,Sind auf einer Kugelfläche eine beliebige An- 
zahl willkürlich liegende Puncte 4, B, C ..... gegeben, und es soll 
auf derselben ein andererPunct P so bestimmt werden, dafs, wenn man 
die Cosinusse der Hauptkreisbogen AP, BP, CP, ..... , welche diesen 
Punct mit jenen Puncten verbinden, respective "mit gegebenen Zahlen a, 
Bg Brash or us. multiplicirt, die Summe dieser Producte einer gegebenen 
Grofse K gleich sei, also dafs 

a.cos AP + b. cos BP + c.cosCP+..... — K 

sei, so ist der Ort des Puncts P allemal die Peripherie irgend eines Krei- 
ses. Wird die Gröfse X kleiner oder gröfser angenommen, wäh- 
rend die Puncte 4, B, C,.... fix und die Zahlen a, 5, c, . . . . con- 
stant bleiben, so bleibt auch der Pol des Ortskreises unveränderlich, d. 
h., die verschiedenen Ortskreise, die dadurch entstehen, sind alsdann alle 
mit einander parallel." | 

63. Lehrsatz. ,,Sind im Raume irgend eine Anzahl 7 beliebiger 
Puncte gegeben, und man ordnet dieselben auf willkürliche Weise, zieht 
sodann aus dem ersten nach dem zweiten die Gerade 4; aus der Mitte 
der 4 nach dem dritten Punct, die Gerade B; aus dem Punct, welcher 
von der Geraden B, von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel 
abschneidet, nach dem vierten Punct, die Gerade C; aus dem Punct, 
welcher von © das erste Viertel abschneidet, nach dem fünften Punct, 
die Gerade D; aus dem Punct, welcher von D das erste Fünftel ab- 
schneidet, nach dem sechsten Punct, die Gerade Z, u. s. w.; multipli- 
cirt hierauf die Quadrate der genannten Geraden, nach der Ordnung, mit 


s n—1 ; | : 
den Brüchen $, $, 3, $$ 6e » —7—, 80 hat die d aller dieser 
Producte, nemlich die Summe ; 

2 2 "EY, 
tA +352 +30 +:2D’+3E+..... drm 


allemal einerlei Grófse, in welcher beliebizen Ordnung man auch die 
gegebenen Puncte aufeinander folgen lafst.” 


; « 
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Gb Tiehirsiatd, ij Sindsey Bb, d: aieBitensiinaayy ee 
len eines sphärischen Vierecks, und ist g derjenige Hauptkreisbogen, 
welcher die Mitten der beiden Diagonalen verbindet, so ist allemal: 

cos a + cos b + cosc + cosd = 2.coste.cosLf. cosg.” 
(Beim geradlinigen Viereck hat man bekanntlich die entsprechende 


Gleichung | 
| CLP POE = ef Ag) 

65. Lehrsatz. ,,Sind im Raume irgend zwei fixe Gerade gege- 
ben, und läfst man zwei Ebenen, welche zu einander senkrecht sind, 
sich so bewegen, dafs jede fortwährend durch eine jener Geraden geht, 
so beschreibt die Durchschnittslinie der beiden Ebenen ein einfaches 
Hyperboloid, in welchem zugleich auch jene beiden Geraden liegen, 
und welches von jeder Ebene, die zu einer dieser Geraden 
senkrecht ist, in einem Kreise geschnitten wird.” 


4. 
(Von Anderen.) 

66. Aufgabe I. Beliebige Puncte in einer und derselben Ebene, 
in beliebiger Zahl 2, werden zu zweien immer durch gerade Linien so 
verbunden werden können, dafs sich die verbindenden Linien nicht 
schneiden. Es fragt sich, auf wievielerlei Arten diese Verbindung mög- 
lich sei, ob die Ziahl der verbindenden Linien verschieden, und welche 
die grofste und welche die kleinste Zahl sei. 

IIl. Beliebige Puncte im Raume, in beliebiger Zahl x, dried che zu 
zweien immer durch gerade Linien, und zu dreien durch Ebenen so ver- 
bunden werden können, dafs sich die verbindenden Linien und Ebenen 
nicht schneiden. Es fragt sich, auf wievielerlei Arten diese Verbindung 
möglich sei, ob die Zahl der verbindenden Linien und Ebenen verschie- 
den, und welche die gröfste und welche die kleinste Zahl sei. 








IT. 
Frottement des vis et des écroux. 


Extrait des leçons de Mécanique appliquée aux machines, faites en 1825 et 1826, à l'école spéciale 
' de l'artillerie et du génie à Metz. *) 


(Par Mr. J, 7. Poncelet.) 





| Soit (Fig. 1. Tab. IV.) MM‘ l'axe d'une vis à filets triangulaires, supposée 


verticale et fixe, l'écrou seul étant mobile; soit ZH un élément hélicoïde 
quelconque du filet de cette vis compris entre deux cylindres concentriques 
à l'axe, AB la tangente en un point quelconque 4 de cet élément, MC la 


génératrice correspondante, enfin ZA“ une verticale parallèle à l'axe M", 


soient BCA’ les points de rencontre de ces trois droites avec un plan ho- 
rizontal quelconque, 44D, A‘C, projections de ZB et AC sur ce plan, se- 
ront les directions respectives de la tangente et du rayon au point 4’ du 
cercle de base du cylindre, qui contient l'hélice 4H, et le plan 4BC sera 
le plan tangent en 4 à la surface du filet de vis. Si nous abaissons du 
point 4° la perpendiculaire 4/0 sur ce plan, puisque nous traçions les | 
droites 4 £ÜE, BOY, les angles £’AE, ODA4' seront les angles formés par 
la verticale 44’ et l'horizontale -4/B ou 4p avec le plan tangent ABC. 
Cela posé, nommons Ä | 


ee NC NR Sony 


a 


l'angle A'BO E . P ° . ° . D e * . P ° » ° ° . e 4 . ß, 
Yangle 4/4B, ou Yinclinaison donnée de la tangente ZB sur la verticale a, 


l'angle donné C44’ de l'inclinaison de la génératrice MAC surla verticale 5, 





*) Diese und die folgende Abhandlung No. 28, aus der Feder des berühmten Verfassers des 


.€lassischen Werks: Traité des proprietes projectives des figures, und vieler anderen werthvollen 


Abhandlungen, sind von demselben: dem Herausgeber dieses Journals handschriftlich mitgetheilt wor- 
den und erscheinen hier zum erstenmale gedruckt, 

Auch hat der Herr Verfasser die Güte gehabt, dem Herausgeber des Journals ein so eben im 
Druck erschienenes ,, Mémoire sur les roues hydrauliques à aubes courbes, mues par dessous ; 


| € , . \ # 
. suivi d'expériences sur les effets mécaniques de ces roues, par M. Poncelet, à Metz chez Thiel, , 


1827," mitzutheilen, Diese Schrift ist von grofsem Interesse für die Theorie und die Verbesserung 
der unterschlächtigen: VVasserräder, und also der Aufmerksamkeit der Maschinisten angelegentlich 
zu empfehlen, | | 
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lé rayon 4'M'idu cylindre de Fhelice 4: ‘2 tee VN 


le pas commun à tous les filets de vis. . . . . . 5 . . MM. h, 
la charge totale supportée par ces filets parallèlement à l'axe. . . ©, 
la puissance horizontale qui fait équilibre à Q et au frottement, à l'ex- 


trémité du bras de levier quelconque R . . . . . . . . . PB. 


La surface supérieure des filets de vis, embrassés par l’écrou sup- 
portant la pression verticale Q, on pourra supposer cette charge distri- 
buée uniformément sur tous les points de cette surface, de façon que 
chacun des élémens superficiels en supportera une portion déterminée par 
l'étendue de la projection horizontale. D’après cela la pression verticale 
supportée par le filet de vis élémentaire 4H, que je nomme 9, sera pro- 
portionnelle (= étant le rapport de la circonférence du cercle à son dia- 
metre) à la surface 27r0r de la projection horizontale de ce filet; c'est- 


à-dire qu'on aura, S étant la projection horizontale de la surface entiére 


du filet de la vis, 


! 9 4 
e Dh = EU P a= Rd ; 
Ainsi, à une portion infiniment petite de S, comprise entre deux rayons 


consécutifs formant un angle 09, répondra une pression verticale élémen- 


: o 0 
taire 9.3555, que nous représenterons par 67. 


Chacune de ces pressions verticales donnera lieu à une pression 
On, normale à la surface de la vis, qui tendra à faire tourner et glisser 
cette vis autour et le long de son axe, mais qui sera détruite par la ri- 
gidité de cette même vis; à son tour, cette pression normale Or fera 
naître un frottement for, dirigé suivant l'hélice AH, c’est-à-dire tan- 
gentiellement à cette hélice suivant 4B; ce frottement sopposera à l'ac- 
tion de la puissance horizontale P. Cela posé, cherchons d’abord pour le 
filet élémentaire 4H la force horizontale 4p ou p nécessaire à appli- 
quer à lextrémité du rayon 4G, pour maintenir toutes les forces dg 
et fonen équilibre. 


Pour cela supprimons la vis en conservant son axe, et remplacons 
les pressions normales O7 souffertes par cette vis, par des forces égales 
et dirigées en sens contraire contre l'écrou; ce dernier pourra alors étre 
considéré comme un corps libre assujetti seulement à tourner en glis- 
sant le long de l'axe MM‘ de la vis, et qui devra être en équilibre sous 
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4 l'action de toutes les forces élémentaires 09, Op, On, fon, Or il est né- 
cessaire et il suffit, comme on sait, qu'en décomposant chacune de ces 
forces en deux autres, luné verticale ou parallèle à l'axe, l'autre hori- 

. zontale ou située dans un plan perpendiculaire à cet axe: 


1) la somme algéb rique de toutes les composantes paralléles à l'axe 
soit égale à zero; 


2) la somme des momens des composantes horizontales, qui ten- 
dent à faire tourner lécrou autour de laxe dans un sens, soit égale à 
celle des momens des mémes composantes, qui tendent à le faire tour- 
ner en sens contraire. Mais comme cette derniére égalité seroit assez 
difficile à établir, nous pourrons lui substituer celle, qui résulte du prin- 
cipe des vitesses virtuelles, et qui exprime les conditions d'équilibre ordi- 
naires de l'écrou autour de la vis. 


Les composantes verticales des forces 09, On, f9n sont évidemment 
09, d IVcos A40 = Onsina, foncosBA44'—foncosa; donc on a, en 
observant, que 02 agit en sens contraire de 0g, et le signe 3 indiquant 
d'ailleurs la somme des quantités de méme espéce: 

E0g—ZXÓnsino-|-Zfncosa — 0, ou g—nsina-+ fn cosa — 0, 
puisque & et & sont constantes pour toutes les forces On et Og. 

Le principe des vitesses virtuelles donne encore pour les conditions 
de l'équilibre autour de la vis, en considérant le mouvement dans un 
tour entier: 

p:9mr = gh+fnv(f+arr), 
car Y(4°+ 42°77) est le développement du filet 417, pris pour une ré- 
volution entière de lécrou; c'est le chemin parcouru par le point d'ap- 
plication 4 du frottement, pendant que l'écrou ou ce point s'élève de A. 


h 
La tangente de l'angle ABA’ étant ar? on a évidemment 


cosa == cos A'AB = ees, 
' reste a trouver sing. 
| Les triangles OBA', 044' rectangles en O, donnent respectivement: 
AQ = A! BsinQ, 40 — AA'sina; 
or, dans le triangle BAA’ rectangle en 4’, on aAB=AA’tanga; donc 


A' B sin B = AA'tange sin = — AA'sina, et par conséquent 


sino == tanga sin. 
38* 
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Mais à cause des triangles ABI, AAT. obt oi en 4’ et I, on 





apc nee | tang? ur par My AA!sinb RN sind — 
SI oe LAURE ON AL lane à ME tine an 
donc enfin 
sin b h sin b 
sup = Y (sin? b -]- tang? a). yo sin? b ]- 4 z? r?) 
et, 


sing = tanga sinQ = sein 
u 5 LEUR Y (A* sin? b 4x? rhy. | 
Substituant las valeurs de cosa et de sinc dans les équations d'équi- 


libre, on en déduira tous calculs faits | 
__  hsinbV (A? +407 5?) + QarfV (h? sin? b-d- 42? r?): 
P= T3 rsinb Y (h? -42? r3) — hf Y (h? sin? b -- 42? 1?) © 
La puissance horizontale P agissant avec le bras de levier A et 
devant maintenir en équilibre toutes les puissances partielles p, qui ré- 


pondent aux différens filets de vis, on aura évidemment à cause de 


2mnmrdr 
P= Ree cone 


kv Jd A Us 40? r?)+2rrfV (h? sin? b-- zr ei 
PR— 2pr==2 vr dr QarsinbV (h? -42? r?) —AfV (1^ sin*b -42? r o» 
dans la quelle il faut attribuer à f un signe contraire à celui qu'il a, 
lorsque c'est la charge © qui est sur le point d’entrainer la force P. 


Cette formule est due à Mr. le Professeur Persy, qui la obte- 
nue par une marche purement analytique, différente de celle, que nous 
avons mise en usage; on peut voir dans la nouvelle architecture 
hydraulique de Mr. Prony une formule de la même espèce et qui, 
bien que moins rigoureuse dans le fond, conduit cependant à des résul- 
tats peu différents dans le cas des applications ordinaires. Malheureuse- 
ment la formule de Mr: Persy n'est pas intégrable: mais le fut-elle, 
on ne gagneroit pas beaucoup à en rechercher l'expression finie, à cause 
de la complication, qui empécheroit toujours de l'appliquer à la pratique. 


On doit ici se borner à une approximation; or si l'on met la frac- 


Es AIRE sous le mene d'intégration, sous cette forme: 


i V rrr) M ura) even rV e n o) 
Vit ee) jn on sss ques =) Vus etal) gig y a). 


et qu'on la développe en serie par rapport à cota, qui est nécessairement 


Br >, 
DEL 
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une quantité trés petite, il viendra, en remettant pour cota sa valeur, 
et intégrant ensuite (pour obtenir PR) depuis r—r* ‘jusqu'à r=r‘, rayons 





des hélices jM du filet de vis, observant enfin que S = s (r? — r^), 
MUS as <5 ol n° pre 
PR = 0147--- B3 Vnum Oeste 
2 


dans la. quelle on a 


E EINER: C uu LAT MY Lini + E) 


sin nr sin b? sin meer, 

La serie a été poussée beaucoup plus loin, mais elle est tellement 

convergente dans les cas ordinaires de pratique, qu'il suffira toujours de 

s’arrêter aux deux premiers termes en .4 et B, ensorte qu'on aura sim- 
plement, en multipliant Bes pee 27, 


2 VENT aay 
LL Ape. d JN 2 (x! Cala i eic PR 
QUINT (0 t 9)A En (rra 
x Hé nix me rt. 
ee 
| projection horizontale du filet de la vis, dont la surface est i$ ou 
al r^); de sorte que l'équation ci-dessus exprime les id ‚tions d'é- 








On remarquera que $ est le bras de levier moyen de la 


ullihre de l'écrou, en le supposant chargé du poids © MA TP et son 


sin? 
frottement sur le filet de la vis remplacé par celui de.la zóne qui est la pro- 
jection horizontale de la surface des filets, supposée pressée verticalement 


4 it Q . j O . . 1 A Fr 
par le poids —— donnant lieu au frottement Joe qui agit à l'extré- 
mité du bras de levier moyen de cette zône. 

Dans tous les cas, il sera suffisamment exact pour la pratique, de cal- 


culer le frottement de Ja vis en supposant que le'filet se réduise au filet 
moyen, c'est-à-dire par la formule 


- PR — Or hsinb V (h? --4 0? r?) + QarfVv (h? sin? b 4-4 2? r?) 
hing 9nrsinb Y (h? +4277?) —hf Y (h? sin? b-+-4 2777)’ 


; ces PR 
qu'on obtient sur le champ, en remplaçant y par Q, et p par —, dans 








la formule en p et g trouvée ci-dessus. 

En effet, en développant cette expression en série et comparant avec 
lexpression rigoureuse de RP, on trouve que pour les données les plus 
ordinaires, la difference de RP ne s'éléve qu'à 0,001. Q environ, lors 





à ; rl r^ i a i : Sake 
méme que lon prend 7 = SL. l'erreur seroit moindre encore si l'on 


 prenoit 
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AUT r” rr" rU 


OE ROE WC ER 
ou le bras de levier moyen de la projection horizontale du filet, Or, si 
l'on divise les deux termes de la fraction ci-dessus par 27r.sinb, pour 


la mettre sous la forme 
h 


A? c 1 n^ ) 
Ru TA EI MN i^ cH SEN E 
2mr (1 I An: =) TA GL +a 
A? h 1 A? ) / 
Mrz) trs 


2 


A 
4z?^r? 


RP = Or. 


on pourra négliger le terme vis-a-vis de 1 et de ce qui 


aun 
sin? b? 
donne la formule trés simple | 











+ 
iy 2nr ' sind PA nsind quo ele 
2mhP = vus IT DER = TE Ae AE Tm. 2 
97r sind 


qui devient identique à celle que l'on connoit déjà pour la vis à filets 
carrés, en remplacant 3. par f, ou en.y faisant sind — 1, c'est- à - dire 
b e 1007 | 
En faisant la méme supposition dans la formule approximative trouvée 
ci- dessus d Jd vis à filets triangulaires, et désignant par r la valeur 
r^? bes wa nn at 
Rae ea 
quation d'équilibre de la vis a filets carrés eu égard au frottement de l'écrou: 
o«RP = (Q4-fQ)h 4-fQ.2sr; 
en la comparant avec celle d'ou elle provient, et supposant les grandeurs 
de R, r, f, h et Q les mêmes de part et d'autre, on en conclut, que la 
valeur, qu'elle donne pour la puissance est nécessairement moindre de 
toute la quantité à 


8 if (a 157 2nr T BET, 1) zl 4 


laquelle étant essentiellement positive exprime lexces de résistance oc- 





uj 


- du rayon moyen de la surface du filet, il viendra pour l'é- 


casionnée par la surface des filets triangulaires sur celles des filets car- 


[4 e 
rés, supposée dans les mémes circonstances. 


Pour nous former des idées plus exactes des valeurs absolues et re- 


latives de la résistance de ces deux genres de vis, nous introduirons dans 
leur expression des suppositions conformes à ce qui est pratiqué par les 
bons constructeurs, et qu'il nous seroit facile de justifier d'une maniére 
directe: conservant toutes les dénominations précédentes et ne considé- 


dy — ——— REP 
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rant que le cas d'un filet de vis fupe, on àura pour la vis à filets carrés 
em mz bare 

et pour la vis à filets triangulaires, en supposant le triangle générateur 

équilatéral: 


N= 2, 5985, r'—3/64h, r— 3,0024, = A 


M TU TT 1,190. 
Supposant l'écrou en cuivre et la vis en fer, nous pourrons prendre 

d’après les expériences de Coulomb: f= 0,17, ce qui se rapporte au cas 
ou les races ont longtems frotté, et se sont polies, en restant onctueu- 
ses, on aura pour la vis à filets carrés:: 

og RP =Oh + 19092 = 2,909, 
et pour la vis a filets triangulaires: | 

an RP — Oh-+ 3,78Qh = 4,78 7. | 
On auroit sans frottement 2z RP — Qh; ainsi la résistance, dans la vis 
à filets triangulaires est presque double de ce qu'elle est dans la vis à 
filets carrés. On voit aussi, que par suite de cette même résistance, 
la puissance doit être, pour cette dernière vis, prés de trois fois ce qu'elle 
seroit, si le frottement n'avoit pas lieu, et prés de cinq fois pour la vis 
à filets triangulaires: ces résultats d'une utilité pratique nous parraissent 
trés dignes d'étre remarqués des constructeurs de machines. 


Pour en finir sur ce sujet, nous remarquerons que les considéra- 
tions, qui précédent, sont uniquement relatives à l'hypothése, où la puis- 
sance P seroit destinée à faire monter Q le long de la vis; si elle de- 
voit, au contraire, le faire descendre,. il faudroit simplement supposer, 
dans les divers équations trouvées, P ou Q négatifs ainsi que f. En y 
faisant de plus P — 0, on auroit la relation nécessaire pour exprimer 
que la charge Q est sur le point d'entrainer la vis sans lintermédiaire 
d'aucune autre puissance, et cette relation seroit, comme on voit, indé- 
pendante de Q. Il arrive souvent, que cette circonstance a lieu pour les: 
vis à filets carrés doubles, triples etc., telles que celles des balanciers à 
découper ou à frapper la monnoie: quelque fois aussi, quoique la rela- 
tion soit loin d'étre satisfaite, il arrive que les secousses éprouvées par la 
machine où il entre des vis servant à lier les diverses parties, font dé- 
serrer les écroux; on l'oppose alors à cet effet en plagant deux écroux 
Yun sur l'autre, ou en mettant directement obstacle au mouvement de 
lécrou par un moyen quelconque. 
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Nous n'avons.tenu compte dans ce qui précede, que du seul frottement 
occasionné par la surface de filets de vis; mais ce frottement est nécessaire- 
ment accompagné d'un ou de plusieurs autres, agissant sur la vis ou sur l'é- 
crou et dont la résistance est presque toujours comparable à celle du premier. 

Si la vis en tournant, frottoit inférieurement contre une crapaudine, 
que e fut le rayon du pivot qui frotte, Q^ la charge totale supportée par 
ce pivot, et qui, lorsque la vis est verticale, se compose de Q- le poids 
de la vis ou de l'écrou, on en tiendroit compte évidemment en ajoutant à 
la valeur de P trouvée précédemment, celle de 3. 4.0, expression dans 
la quelle $e est le rayon moyen du pivot. | 

Le frottement des pivots est toujours trés faible par rapport à ce- 
lui des filets de vis, et lon peut, en général, se dispenser d'en tenir 
compte: mais il n'en est plus de méme du cas ou la téte de la vis frotte 
contre des épaulemens, et surtout de celui ou l'écrou tourne en frottant 
sur une platine ou sur une bande circulaire en saillie, comme cela a lieu 
dans la manoeuvre des grandes vannes d'écluses etc.; en nommant tou- 
jours e le rayon moyen de la partie qui frotte, Q‘ la charge, la valeur 


V 


à ajouter à la EN D, et qui fait équilibre au frottement de Fepau- 


lement, sera af Q'. En général on voit que dans le calcul des condi- 


tions d'équilibre de la vis, il sera facile de tenir compte des divers frot- 
-temens”); on reconnoitra aussi quels sont ceux de ces frottemens dont il 
importe de diminuer linfluence le plus possible par des dispositions bien 
entendues: par exemple on évitera autant que possible le frottement des 
épaulemens, qui est toujours considérable, ou si on ne le peut entière- 
ment, on cherchera à en diminuer le bras de levier moyen; enfin on 


pourra faire usage de rouleaux de friction, placés entre les bandes an- 
nulaires qui frottent etc. 





*) On remar quera que la résultante des pressions qui agissent dans les plans perpendiculaires 
aux tourillons ou à l'axe de la vis, se réduit à la force totale P qui fait équilibre à la fois à toutes 
les résistances, attendu que les efforts partiels qui s'exercent sur la surface des filets, ont des va- 
leurs égales et tout distribués symélriquement autour de cet axe; ainsi il sera facile d'évaluer le 


frottement qui en résulte sur les tourillons. ll' arrive quelque fois que l'écrou mobile porte des. 


oreilles, qui glissent dans des coulisses verticales, alors la charge Q de cet écrou doit étre augmen- 


iée du frotlement sur les coulisses: en nommant n la pression qui icd ce frottement , d la di- 


5i 
4 


stance moyenne à l'axe, on aura nd z— P.H et le frottement fne f 


L 
—; il est entendu d'ailleurs 
que l’on devra attribuer à f les diverses valeure qui conviennent aux substances qui sont en contact 


ou qui frottent, et que l'on prendra pour P la valeur de la puissance calculée en tenant compte de 
tous les frottemens inhérens à la vis. 
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98. 


Methode abrégée pour le tracé des engrenages des 
roues d'angle. 


Extrait des leçons de Mécanique appliquée aux machines, faites en 1825 et 1826, à l'école spéciale 
de Vartillerie et du génie à Metz. 


í > (Par Mr J. Z^. Poncelet.) 





Soint CS, C'S (Fig. 2.) les axes des deux roues dont il s'agit d'exécuter la 
denture, on divisera l'angle CSC’ de ces axes en deux autres CST, 0/87, 
dont les sinus C7, C'T' soient réciproquement comme les vitesses de ro- 
tation à imprimer aux roues. En faisant tourner ces angles autour des 
axes respectifs, qui leur correspondent, on aura les cónes primitifs, 
se touchans suivant laréte commune 7S. C'est sur les bases circulaires 
TCt, TC't' de ces cónes, prises à l'une des extrémités des couronnes, qui 
portent les dents, qu'on fait ordinairement la division de l'engrenage. Cela 
posé, tout ce qu'on peut dire sur le tracé des engrenages cylindriques ou dans 
un plan *) sera applicable à l'espace, pourvu qu'on remplace les lignes droites, 
rélatives à ce tracé par des plans passant par le sommet S des cônes, et les 
lignes courbes par des cônes ayant ce même point pour sommet, Ainsi, 
par exemple, pour que les surfaces coniques des dents, en se poussant, 
puissent imprimer des vitesses uniformes aux roues, il sera nécessaire 
que le plan normal à l'aréte commune de contact de ces surfaces passe 
continuellement par laréte de contact 87° des cônes primitifs; pareille- 
ment les courbes épicycloides des dents, relatives au cas du plan, seront 
remplacées par des cónes épicycloides produits par le monvement d'une 
aréte de l'un des cônes primitifs roulant sur l'autre cône primitif; et si 
Yon considère simplement les cercles de base ¢CZ; ¢C7¢’ qu'on peut appeler 
les cercles primitifs, les choses se passeront encore d'une maniére 
analogue sur la sphère, qui renferme ces cercles et a S pour centre; seule- 





*) Ce tracé étant exposé fort au long dans un grand nombre de traités de mécanique prati- 
que, nous croyons pouvoir nous dispenser de le rappeler ici. 


Crelle’s Journal. II. Bd. 4. Hft. ; 39 


> 
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ment les droites seront remplacées par des arcs de grands cercles, et les 
épicycloides, les développantes planes etc., deviendront des épicycloides, 
des développantes sphériques etc. 


D'aprés cette analogie, qui régne entre les deux cas du plan et de. 


l'espace, il devient inutile d'entrer dans des détails sur la manière de 
disposer le engrenages selon les diverses circonstances; il est évident, que 
toute la difficulté réside dans les opérations graphiques nécessaires pour 
tracer les differentes courbes ou surfaces de dents d'aprés les principes 
de la géométrie descriptive. Or je ferai remarquer, que la rigueur, qu'on 
apporteroit ici dans le tracé, en suivant les méthodes connues, ne:con- 
duiroit pourtant qu'à des résultats fort incertains, vu la muluplicité des 


opérations nécessaires pour obtenir le tracé d'une surface de dents, ou 


méme d'un seul point de sa courbe de base; il me semble que le pro- 
cédé qui suit est suffisamment exact pour la pratique, et n'offre pas ces 
inconvéniens. 


On remarquera, que les couronnes ou jantes qui portent Jes dents ou 
fuseaux etc., sont et doivent en général étre terminées, du coté opposé 
au sommet S des cônes, par d'autres surfaces. coniques, dont les som- 
mets $, s’, sont sur les axes SC et SC’ des roues, et dont les arêtes s‘7, 


sf’ comprises dans le plan de ces axes sont perpendiculaires à l’arête de. 


contact SZ" des cônes primitifs, en sorte qu'elles sont le prolongement 


lune de l'autre, et se trouvent comprises dans le plan perpendiculaire à: 


$7, tangent à la fois aux cônes s, s/: c'est sur la surface de ces cônes, 
que l'on applique les panneaux des dents, et qu'on vérifie le tracé géné- 
ral de l'engrenage; or, vu le peu d'étendue, qu'occupe sur ces cônes, le 
prohl de la courbe d'une dent et de celle qui la conduit, on pourra, sans 
erreur sensible pour la pratique, regarder les petites portions des surfa- 
ces coniques s, $/ correspondantes à ces dents comme se confondant con- 
tinuellement avec le plan tangent $7's/, pendant la durée de leur con- 
tact mutuel. 


Cela posé, développant donc les deux surfaces de cône s et sé sur 
le plan tangent dont il s'agit, ce qui n'offre aucune difficulté, puisqu'on a 
la longueur des arétes et le perimétre des bases, et observant que, dans 


ce développement, les longueurs dans le sens des arêtes, et les largeurs- 


{ 
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dans le sens des cercles méridiens concentriques aux sommets, ne sont 
nullement altérées, on raménera de suite le probléme des engrenages co- 
niques à celui des engrenages cylindriques ou sur un plan; car les cer- 


cles primitifs des dents sur la surface des cónes, seront devenus sur le 


développement des arcs de cercle tangens entre eux et qu'on pourra re- 
garder comme les cercles primitifs de deux roues planes à tracer par 
les méthodes connues selon le genre d'engrenage, que l'on désire adopter. 


On aura ainsi obtenu tous les panneaux nécessaires pour tracer les dents 
sur la surface des cônes limites s, s‘; d’après quoi lon exécutera facile- 


ment les dents tout entiéres. 


On pourra d’ailleurs préparer de nouveaux panneaux développés 
pour les surfaces coniques, qui terminent inférieurement les couronnes du 
coté de S et qui, ayant leurs arêtes parallèles à celles des premiers cô- 
nes limites, donnent, pour les dents, des profils exactement semblables, 
en sorte quil suffira de réduire les dimensions des premiers panneaux 
dans un rapport convenable, celui des arêtes 557, ST’. 
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20. 
Casum irreducibilem solvendi conatus. 
(Auct. Dr. C. J. D. Hill, Holm.) 


AU cujuscunque gradus non nisi Per aliam,- ejusdem et gra- 
dus, simpliciorem vero, solvitur. 

Sic vulgo aequationis à? — « solutio ita significatur: x = Va; qua 
postulata atque concessa, hujus etiam aequationis cubicae x —=3&r-+2ß, 
solutio generatim quidem habetur, interdum tamen imaginaria evadit, 
quando nempe «> >’, qui casus irreducibilis dicitur. Hoc tamen 
impedire nequit, quominus alia concessa aequatione simplici, hic etiam 
nodus solvi possit. Quod quidem, solutionem iu aequationis: 

a —3ax*— 3x SE t= 
postulando, et ita signando: 
4 — eae 
optime effici posse vidi. Mox enim illius aequationis 

| x = 3axr + 28, 
posito @== y(@’—P?), haec habetur solutio: 
"p 


e 


Ww oL 
a 


Posito enim ax — gy — (2 et in aequationem datam substituto, habetur: 
Cy. SRR Wie oO aly B OD 
seu, ex valore ipsius p accepto: 


y—35y—3y4 4 10) 


indeque 


6 RB 
Pre ee = —— 


2 TE 


Hanc solutionem, in casu irreducibili, ut vides, realem, aeque simplicem, 
itemque algebraicam, ac ipsam notissimam Tartagliae 


(x = V (8-- v. —e) + v (8—v—£) 


praedico. Functionis enim simplicitatem non nisi ex arbitrdriorum pau- 
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4: ° a . oo. ° 3 D 
. cilàte aestimo: Aa vero simplicissima est aeque ac ya, utut unico ab 
quanto pendens. "De cetero Aa utut aequationis algebraicae radix, alge- 
braica habenda est functio, cujus Ps CAU hanc generalem (quod prae- 


Cipuum est) illi radicis cubicae, Y y= v^ T. v y; aemulam detexi: 
Goer Peer eG 
VH Gps T HESS Aa. Ab’ 








Consideratis enim tribus aequationibus elementariis 








; 3 — x? 
a3 —3aa*—3x--a-— 0, unde Dre et Vida gee TURE, 
3—7Y2 
y!—3by*—3y-- b — 0, unde y= Ab et mu. et 
; ET 
2—3er—3z+¢c¢=0, unde ties AC et og 
. rA uu ob fina E 
positoque Tage ya seats habetur: 
1 BERN er 3(1—ay)*— (ey)? 
10 f 35: = tay Day? set)” 
ee ye aad "ar sry? 


1—ay'1— 30 — 3y:— Say + x2y: 
2) a+b ^ x(f—3y?)(3—2?)+y78—y?) 1—3 x?) 
1—ab ~~ (14—3.2?).(1—3y?) — xy (3 — x?) (3 —y?)? 
arb _ (ety) (8+32% y*)— — y —Ixy(x +7) 
1—ab ^ 1—x y —(1— avy) (Sx? +377 +0xy) ? 
"in a RR inp ens Se ae st a Em à 
1—ab  1—xy 1+xy+x 7y?}—Bar7+3y?+9xry)’ 
| b 
b b Aa+ A 
ideoque aperte EL. unde ÂGE rm m Ac = Z = P 


seu 








b 
Ex hoc theoremate varia fluunt SS ut: 


: Aa 
% doces Ne I Te) 


2) E Gare tm 0% 


3) 4) — ja? 
a--Y3 
4) Aa = pu (i. e = 1=V3 a vel Aa), 


é ; 1+a Ni AL Aa 
Mud! sspe TAT. Aa 
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Ex aequatione exe vero habetur 


A0 = 0, vel V3; que vel + V3; M=—1, vel DE V3. 
: " 
a, — 0 29,—U. 
De cetero, posito a = spent habetur w = weer et 
Aa puli. Pe 8a3 


yee posito He = quo casu «© = a7 18a? — at? 


Qc 
4 i-a, fà o 
pros Ao 
ae on Load 
habetur AG = aie | 
So? : x | IR 
Similiter posito #, = 27-4845 D — fw, erit fo — 3: ad 
3 
Quoniam vero juxta corollaria jam proposita, inde ab initio 
o «y 2—1 = 0,414 effici potest; ideoque ce, «7 0,019, et iterando 
w,, = fw, « 0,000002. etc.; semper operationibus quam maxime con ver- 
gentibus habebitur A0 indeque haec casus irreducibilis solutio: 


vy == Jay +28, él 
Resolutio. Capiatur pe = Y(a’—f’), et 


1) f=», qvando f XYa—i et erit | 
exu E 1 Aoc Yà3 
poA ee iv P): 
2) TURN quando VLA us — y 2+1, et erit 
1 1(. UU 9 existente Al vel = — 1, on zw 3. 
3) iss quando y 2 eo —, et erit 


ho 1EVT8./ 
es Ne ) "al Qi p). 


Ex. 20?==«'; ex que p =, et juxta i gj e, Et y mm), 
Juxta 1) vero 9 — 1, , =, €, — 2. 
vel neglecto w,,, babetur A1 = 77, et pee ER admisso vero 


w,, habetur dd = 0,2679491925 = 2 — y^3. 


Co 





1, = 0,0017425613176, unde, -. 
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am jode 
Bobs heungen üben die Geschwindigkeit des Schalls 
in den Feist Süd - America's, angestélle von 
Espinosa und Bauza. 


(Mitgetheilt vom Herrn Prof. Olémanns, zu Berlin. ) 





Seit der letzten Hälfte des vorigen Jahrhunderts fingen die seefahren- 
den Mächte an, ihr vorzügliches Augenmerk auf Erweiterung oder Ver- 
vollkommnung von Lander- und Volker- Kunde zu richten. Alle dazu 
benöthigten Hülfsmittel waren von den ersten Astronomen, Mathemati- 
 kern und Künstlern vorbereitet, Ohne den Verdiensten älterer, würdiger 
‘Seefahrer zu nahe zu treten, darf man aber annehmen, dafs nur mit 
Bougainville's und James Cooks Erdumseegelungen der Sinn und die 
preiswürdige Absicht zweier Regierungen recht aufgefafst worden ist. 
Ihre Beobachtungen, vorzüglich des letztern, liegen dem Publikum mit 
aller Offenkundigkeit dargelegt vor Augen. Lapeyrouse, Marchand, 
Vancouver suchten die Lücken zu erginzen, welche die Geographen, 
freilich grófstentheils am Schreibetisch, aufgefunden haben wollten. La- 
peyrouse's Papiere sind theilweise im Schiffbruch verloren gegangen. 
Wenn man diesen Verlust hoch, und nicht selten übertriebenermafsen, be- 
trauert hat, so hatte man vielleicht noch grofsere Ursachen zu wünschen, 
die Resultate einer Expedition bekannt gemacht zu sehen, die unter die glän- 
zendsten geschätzt zu werden verdient, welche die Geographie aufweisen 
kann. Ich meine die Reise des grofsen Don Alexandro Malaspina . 
um die Welt, dessen Papiere zwar nicht, wie Lapeyrouse's in den 
Wellen, sondern in den Archiven von Madrid vergraben waren. Aus- 
gerüstet mit den vortrefflichsten astronomischen und. physikalischen Werk- 
zeugen, und begleitet von den geschicktesten Seeofficieren, Physikern, so 
wie von andern Gelehrten, kehrte er nach Spanien mit einem Schatze | 
von Beobachtungen, Charten u. s. w. zurück, desgleichen vielleicht keine 
andere Nation aufweisen kann. Seine Reisebeschreibung ist nie ans Licht 
getreten. Die nautischen Charten tragen nicht einmal seinen Namen. Der 
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spanische Revolutions- Krieg gab ihm die Freiheit, — die Franzosen be- 
setzten die Hauptstadt. Espinosa y Tello, sein Begleiter, rettete die 
Schätze des hydrographischen Depots vor Feindes Händen nach England, 
mit ihnen Malaspina's Reise-Nachrichten und astronomisch- physikali- 
sche Beobachtungen. — | | 

Es ist mir nicht unbekannt dafs Es pinosa Bruchstücke der denk- 
würdigen Reise herausgegeben hat, allein sie gründen sich auf Verglei- 
chungen mit unverbesserten Tafeln, sind also blos als vorläufige Re- 
sultate zu betrachten. Ja! gegen die Richtigkeit der Rechnung haben 
die Spanier selbst nicht neuerhebliche Zweifel geäufsert, auch’ sind die 
erwühnten Bruchstücke so wenig bekannt, oder ihre Kenntnifs ist doch 
so wenig allgemein geworden, dafs Herr von Zach, noch im Jahre 
1813 in seiner monathlichen Correspondenz eine kleine Notiz des un- 
glücklichen Malaspina über die Lage der Philippinen, als eine grofse 
Seltenheit, gleichsam als eine Reliquie, bekannt machte. Espinosa 
starb. Sein College und Gefährte bei seiner Reise um die Welt, Don 
Felipe Bauza wurde Erbe von Malaspina’s Reise-Papieren, die er — 
sorgfältig aufbewahrt und mit rühmlichen Eifer benutzt, um eben da- | 
durch in England seinen Lebensunterhalt für die Zukunft zu sichern. 
Sehr überrascht wurde ich daher durch ein an Herrn von Humboldt 
gerichtetes Schreiben des etc. Bauza, worin er mir mehrere Beobach- 
tungen mittheilt, die alle zu Malaspina's Reise gehoren. Unter dieser 
ersten Sendung (denn seitdem erhielt ich von ihm noch eine zweite un- 
schützbare Masse) befinden sich zahlreiche, sowohl astronomische als auch 
physikalische Beobchtungen. Erstere habe ich bereits für die Geographie. 
von Süd-Amerika, von Buenos-Ayres an, um das Kap Hoorn herum, | 
bis nach Acapulco berechnet. Ich theile hier blos die Resultate der Beob- 
achtungen über die Schall-Geschwindigkeit mit, welche zwei der 
geschicktesten spanischen Astronomen in den unermefslichen Ebenen Süd- 
Amerika's, zwischen San Yago de Chili und Buenos- Ayres, angestellt 
haben. Die Beobachtungs- Methode ist derjenigen ganz ähnlich, welche 
im Jahre 1820, in der Umgegend von Paris, von Humboldt, Gay- 


Lussac, Arago etc. angewendet, und in der Conn, des tems, 1825, 
nüher angegeben worden ist. 


Der Titel des Manuscripts ist übrigens: 
Observationes de la velocidad del sonido hechas en Santiago de chile 
| por 
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por el teniente de navio Din Josef de Espinosay el Alferez 
. de Navio Don Felipe Bauza en 1794. | 
Man ging dabei von dem sehr vernünftigen Gedanken aus, zu 
untersuchen: 
. ob das Gesetz, nach welchem der Schall sich fortpflanzt, für alle 
. und ebendieselben Klimate und Zonen ein und dasselbe sei; 
wenn nicht: | k 
so können die Beobachtungs-Resultate nur von sehr beschränktem 
Nutzen sein, sowohl für geographische als auch für nautische Beob- 
achtungen. 

In dieser Absicht also stellten die ruhmwürdigen Spanier folgende 
Versuche an, welche in der Anlage 4 ganz umständlich mitgetheilt 
werden. | | 

Es ist nicht zu leugnen, dafs man etwas mistrauisch gegen einige 
von den bis dahin bekannt gewordenen Resultaten sein mufste; denn jene 
seit etwa 100 Jahren angestellten Beobachtungen waren sehr unvollkom- 
men, die Standlinien aus welchen der vom Schall durchlaufene Raum 
hergeleitet werden sollte, gröfstentheils sehr klein, und verhälinifsmäfsig 
noch kleiner die Zahl der Beobachtungen; die Uhren unvollkommen. 

Unter solchen Umstanden beobachtete 
Cassini die Geschwindigkeit 1473 Fufs in der Secunde, 


DetaannDdı + sue void ABBA) foto aging SS ay 
die Florentiner . . . . 1185 - doc ere cre Bg 
EE ETS eher mate TABLE fois ore) subir = dit nas 
Fleamstead und Derham . 1070 - - - - - ,: 
Condamine,in Cayenne . 1100 - - - - =; 
Condamine, in Quito. . . 1050 - - - - = , 


La Caille, Maraldi und Cassini wiederholten diese Versuche, und 
bei verschiedenen Temperaturen fanden sie die Schall- Geschwindigkeit 
1038 bis 1048 Fufs in der Secunde, Sie war auf eine Linie von etwa 
88000 Fufs gegründet. | 
Zwanzig Jahre später stellten Kästner, Huyghens, Lichten- 
. berg, Mayer und Müller ähnliche Versuche an, und fanden die Ge- 
schwindigkeit 1037 Fufs, — leider gegründet auf eine nur kleine Basıs. 
Professor Benzenberg dagegen machte den 3ten Dechr. 1809, beı 
einer Grundlinie von 28000 pariser Fufs, Schall- Beobachtungen, welche 
‘Crelle’s Journal. IL Bd, 4. Hft. 40 
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ihm, beim Gefrierpunct, 1028,4 Fufs für die Secunde gaben. Bald da- 

rauf, im Junius 1811, will er sie 1027,1 Fufs gefunden haben, während 
der Trigonometer Windgassen 1026,8 Fufs dafür fand. Dafs übrigens 
diese Geschwindigkeit sich nach dem Einflusse der Wirme und Kälte. 
richtet, war schon aus den Beobachtungen des Italieners m (auf 
der Festung Urbano) bekannt. 

Der unsterbliche Jsaac Newton hatte diese Geschwindigkeit für 
die Zeit- Secunde auf etwa 861 Fufs nach der Theorie berechnet. 

Eine Abweichung von dritthalb: hundert Fufs von der Ertahrung 
war denn doch zu grofs, und für See- und Erdkunde zu wichtig, als 
dafs sie nicht naher hatte geprüft und erwogen werden sollen. 

Bereits vor 30 bis 40 Jahren versuchten es schon die Spanier solche | 
Zweifel zu heben. ; 

Espinosa und Bauza nemlich mafsen in der iru von Maypo, 
im Konigreiche Chili, eine Standlinie von 2900 pariser Fufs auf einem 
ganz ehenen Boden. Durch Horizontal- Winkel bestimmten sie die Lage 
der in Figur 3. angedeuteten Puncte. “Auch standen ihnen zwei schüne 
Längen-Uhren zu Gebote, um den Zeit-Unterschied zwischen Pulver- 
blitz und Schall zu beobachten. | 

Die oben erwähnte Grundlinie wurde zweimal gemessen und dabei 
ein Unterschied von nur 6 Zoll gefunden; die Winkel wurden mit einem 
Theodoliten von Ramsden beobachtet. Die Figur 3. zeigt die vortheil- 
hafte Stellung der gemessenen Basis, und erweckt zugleich. Vertrauen 
zu der Richtigkeit der darauf begründeten Entfernungen der Puncte 
C, D, E, F, G von der Grundlinie an B. Es ergab sich: CB 13841, EB 
43365, GB 9557, FB 29558 und DB 50316 Fuß. * | 

Nachdem man also von der vollkommenen Genauigkeit dieser Lan- 
.gen sich versichert halten durfte, wurde (wie bei den neuesten Beobach- 
tungen der französischen Academiker) an dem einen Ende eine‘ Spfün- | 
dige Kanone in B aufgestellt und losgebrannt. | 

Sämmtliche Beobachtungen (bemerken die Spanier) verdienen das. 
grofste Vertrauen. Die einzelnen Zeit-Unterschiede weichen nicht über 
z Secunde von einander ab. Und dieser Unterschied wird noch durch : 
die Anzahl der Beobachtungen sehr vermindert. Man bemerkt ferner, 
und mit Recht, dafs bei der vierten Beobachtungs- Station die Richtung 
des Windes einigen Einflufs auf die Schall- Geschwindigkeit habe äufsern 


= 


u | \ 
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können, etwa von einer halben Toisé auf die Secunde. Bei den übrigen 
Beobachtungen aber war entweder gar keine Luft- Bewegung, oder sie 
war doch stets sehr schwach und vollkommen transversal. Der Wind 
vermehrt allerdings die Geschwindigkeit des Schalls, vermindert sie, wenn 
er ihr entgegen geht; senkrecht wirkend mag er keinen bedeutenden 
Einflufs haben. Denn: 


Nach Benzenberg's Beobachtungen soll, bei schwachem Winde, 
die Geschwindigkeit des Schalls um 5 Fufs vermehrt und vermindert 
worden sein. Bei andern Versuchen, wo er stofsweise bei starkem Ost- 
Westwinde kam, zeigte sich“ doch nur eine mittlere Geschwindigkeits- 
Aenderung von 7 Fufs. 


Die Beobachtungen in Canas geben 19052, 


i d Hs in Peral T7074 MPO, 
i c t in Macul^ '-:' 189"; 5; 
- U 4 imPuncteC - 189%, 6, 


| im Mittel 190,7 = 11449 F'ufs 
für die Geschwindigkeit des Schalls in Chili. Don Jorge Juan hatte 
sie, für Quito, nur 175',0 — 1050 Fufs gefunden. 
Die vorerwühnten Gelehrten beobachteten diese Geschwindigkeit 
(im Junius 1822) bei + 105,0 (Centigrad) Temperatur, 173,01 toises — 
337,2 métres, womit die neuesten Beobachtungen der Herren Moll und 
van Beek Calkoen, Gregory, Heatstone und Goldingham ge- 
nau genug übereinstimmen. | 
Laplace findet sie bis auf 3”,174 mit seiner Theorie überein- 
stimmend (C. d. t. 1825 p. 372), | 
Es ist MER zu bemerken, dafs die americanischen Beobachtungen 
bei einer Hohe der Temperatur von 
18? 
16? 


im Durchschnitt also bei 19? R. == 23,7 Ctg. 


18° 
angestellt. wurden. 


. Der Unterschied in Vergleich mit obigen beträgt 19% CN 
40 * 


^ 
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Nach Arago's Bemerkung bringt eine Aenderung von 1? des Ther- 
mometerstandes eine von 0,321 hervor. Reduciren wir also Espinosa’s 
Beobachtungen auf + 10? Ctg., so erhalten wir 190,7 — (13,7 X 0,321) 
— 185,3 = 1111,8 Fuls. | 

Der Unterschied ist noch immer 12° für die Secunde. 

Diese Schallbeobachtungen der Spanier waren keine blofs wissen- 
schaftliche Speculationen: sie bezweckten vielmehr die Vervollkomm- 
nung der Geopraphie und Nautik. Denn schon der Seecapitain Don 
Jorge Juan hatte auf den grofsen Nutzen aufmerksam gemacht, wel- 
chen dergleichen Beobachtungen vorzugsweise auf dem Meere darbieten 
können. Nemlich nach dem Blitz und Schall. einer Musquete läfst sich 
die Entfernung der Schiffe von einander bestimmen. Und der geschickte 
spanische .Seeofficier Don Dionisio Alcala Galiano hat sie mit 
glücklichem Erfolge angewendet (im mittelländischen Meere), um grofse 
Standlinien zu messen, und die Lage der Küstenpuncte darauf zu gründen. 

Neuerdings hat Prof. Benzenberg ähnliche Versuche auf dem 
Festlande angestellt, um Entfernungen durch den Schall zu bestimmen. 
Er fand auf 28,000 Fufs einen Unterschied von 37 Fufsen, oder „tz des 
Ganzen. 

Ein anderes Mal fand der Trigonometer Windgassen auf dieselbe 
Distanz Düsseldorf und Ratingen :5%7, oder auf 4Fufs mit der trigono- 
metrischen Messung zusammenstimmend. | 

Benzenberg glaubte übrigens, dafs 10 Schall. Beobachtungen eine 
Entfernung. bis auf 1555 genau angeben. kônnen, wenn nemlich die Luft 
ruhig und der Schall deutlich zu hören ist. Nur müsse (bemerkt er) 
die wahre Temperatur der Luft genau bekannt sein. Denn ein Grad 
Fehler in der Warme ändert die Entfernung um 4£is. Aber von die- 
ser Seite haben wir nichts zu befürchten; denn die umsichtigen Spanier 
bemerken, dafs der Thermometerstand und Gang sehr regelmáfsig und 
plotzlichen Aenderungen nicht unterworfen.gewesen sei, und da zweitens 
die Beobachtung in den unermefslichen Steppen (Llanos) angestellt wur- 
den, welche von gleicher physischer Bildung, und so eben wie das Welt- 
meer sind, so ist auch, meines Bedünkens, vom Einflusse einer Warme- 
Verschiedenheit an den Stationen nichts zu besorgen. e 
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Beilage 4. 


El 13 de Enero al anochecer. Experiencia primera observada desde 


la Chacara de Caüas (E) à 7^ 50° de la tarde cohete en el conventillo, . 


senal de preparacion contestado desde Cannas 4 7^ 52! 


Se oyó e 
estallido 


Tiros en el con-| Sevió la Luz 


ventillo desde Canas 











- 8^ 0.0" |. 8. 0.0” | 8% 0.38 )Viento S. O. muy floxo, casi 
8.10'.0" | 8%. 10.0 | 810/38" 5calma. la atmosph. cargada 
8^, 20/. 0" 8^, 20". 0 8^. 20', 38" Y Bar. 25 p. 9 L. Term. 18°, 0. 


Dia 14 de madrugada en el proprio parage 4 3^. 50/ de la madre 
guda cohete de preparacion en el conventillo; 
contestado desde Cañas 4 3^. 52" 


Se oyó el 
estallido 


Tiros en el Con-|.Se vió la Luz 


ventillo desde Cañas 








45, 0^, 0" 520/04 4^,.0. 38^ 
4^, 10. 0"! 47, 10". 0^ 4^, 0', 38" 
4^, 20/. 0” 47, 20", Of A^, 07.38 


en Calma, alguna calima 
Bar. 29 p: 9 ku ‘Term, 16°, 0. 


Desde Cañas demora el canon situado en el Conventillo N. 69°.0 
del mundo. | 


Dia 14 Eubo al anochecer: Experiencia segunda observada desde la 
Chacara del Peral (D) 


Se vid la Luz 
desde el Peral 


: 1 Con- > 
Tiros en à Qu Se oyó estallido 
ventillo 








147% 30'..0/ 26..30'; 0'^ . |: 75,30. 43" 

"NOI OM! 7^.40', 0^ | 7^.30'. 43" f. Viento S. O. fresquito en el 
7^.50'.0" ^ + 7,50, 0" 7^, 30'. 43° \Conventillo en el Peral algu- 
8^. 0'. 0" 8^. 0.0" | 7^.30'. 431^" (nas bocanadas de N. 
8^10.0^ | 8.100” | No se oyó | Barom. 25 p. 9 L. Term. 235,0. 
8”. 20°. 0^ 8^, 20". 0° 7°, 30443" 
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Dia 15 de madrugada en el proprio Sitio 
Tiros en el Con-| Se vió la Luz Se oyó el 


ventillo desde el Peral estallido 








ME 0,04: |^ 4& 0.0" |: 400437" 
a 10 0 A, 10%. 0^ A^. 0‘. 434 
AP 20" O" 4h 90. 0”. Ah of, 431" 
4308.07 43920” 4. 0.431" 
Ar 40. 0^ A^. 40. 0^ Ah of, 4524 


Desde el Peral demora el Cation del Conventillo N. 44°.0 





la calma, alguna, calima 
Barom. 25, 90. Term. 20%, 0. 


Dia 16 del mismo al anochecer, experiencia tercera observada desde 
la chacara de Macul (F): 4 las 7^50'/ de la tarde congés señal de HE 
parcion en el conventillo, contestado desde Macul 4 7^.52". 


Se vió la Luz 


desde Macul 


Se oyó el 
estallido 


'Tiros en el Con- 








ventillo 








+. Of. 0^ 380. . Of 8^. 0!. 26^ | 
o ; Viento N. E, floxo in Macul 


S^. 10’. 0^ Sh 10°. 0^ “Gh 0’. 96” : 
8.2040”. 1 8.20.0" |. 810.264. ) 4.8.9: fresquito en, el: Won- 
8. 301.0 | 8.30.04 | 80.964 | ventille. 


q^. 40/, 0“ | gh 40’, 04 g^. 0 96^ Barom. 25 p. 9 L. Term. 20°, 0. 


Desde Macul demora el conventillo al N. 729, 0 del mundo. 


Die 17 del mismo al anochecer experiencia quarta observada desde. 
el punto © del llano a las 7^.20^ de la tarde cohete de preparacion con- 
testado 4 7^. 22". | 








Tiros en. el Con-| Se vió la Luz Se oyó el 
ventillo desde el punto C.| — Estallido 








8007 7", 30'. 0” FEB ESE Ac | 

da. Ab cQ 7.35.0"... | 7*.30'.12^ [- Viento S. O. fresquito 
7", 40". 0" T^. 40. 0! Mea bone p Tiempo claro 

75.450 | 7.45.07. | 75.30.19". |Barom. 25 p. 9 L. Term. 180,0. 

7590.0" | 7.50.0" | 7.307, 12" | | 


Desde el punto C. demora el Conventillo N. 20°.0 del mundo. 
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‚Beilage B. 


Vio onds Beobachtungen stehen hier, dünkt Ho gerade auf dem 

rechten Platze. | | * | 
a. Thermom eter- Stand, 

Zu S. Yago erreichte das Thermometer, während Espinosa’s Auf- 
enthalt daselbst, nur selten 24° Reaumur. Gewöhnlich zeigte “es bei Son- 
nen-Aufgang 16° bis 15° R., um 10 Uhr 20°, um Mittag 22, Abends 
und Nachts 20°, 18°, 16°, um Mitternacht 14°. i 


bk. Barometer- Stand. 

Der Zustand der Athmosphäre ist in dieser Gegend (San Yago) S0 
gleichformig, dafs die Barometer- Aenderungen nur bis auf etwa j einer 
Linie gehen. Der mittlere Stand vom December- bis zum März-Monat 
25 Zoll 9 Linien. | 
| Während dieser Zeit hatte man nur 4 Tage, an welchen der Him- 
mel bewolkt war und kein Tropfen Regen fel. 

Eine Vergleichung dieses Barometer-Standes mit dem am Meeres: 
spiegel beobachteten, giebt nach der Bouguerschen Formel, die Höhe 
von S. Yago über der See 821 varas Castellanas. 


c. Abweichung der Magnetnadel. 
Beobachtungen, welche mit einem Theodoliten angestellt wurden, ga- 
‘ben die Abweichung 14?28' nordöstlich, im Mittel aus mehreren Azi- 
muth- Vergleichungen. | : 


Espinosa und Bauza beobachteten: 














Barometer- | Thermome-| Hohe über 
Orts - Name 

Stand ter- Stand | der See : 

V. Valparaiso. . . 30,00 62° Our 
San Yago de Chile. | 27,3 09 409*,7 
Casa de las Calaveras} 20,64, | 61? 16581 
Casa de la Cumbre 19,03 45° 198754 
Casa de las Cuevas 20,16 . 54° 17477,2 


Casa de Puquios. . 21,45 522 911487757 
Mendoza) 4h. (2. 26,91 Qo 699',7 
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Auf dieser wirklich wissenschaftlichen Reise wurden auch noch 
folgende geographische Orts-Bestimmungen gemacht. 


| Lang. tli "clu 
Name der Orte Südliche Breite ange westlich | Abweichung der 

















von Cadix Magnetnadel 
San Yago de Chili . 339, 264 — 64». 34^ .. | 14° nordöstlich- 
Los Andes . . . . 32°. 492 | 
Casa de las iem 320497 QUIS ORAL. OR DEREN 
Uspallata.... 1; 0. 325,39 | 
| f: 20:528 de cé sor sd DAR NE 
Mendoza . 329.53 629.46 
x 3% 51 
ul | 335 Rr AUC TITRE To: 149 lc 
, 399404 
s = 330.188 59°. 27! 
Punta del rio Tercero gan. 29 
Zanyon 4 39.41 027 
[o) T 
Esquina de Labaton | pes ACs a FE | 
Los Vassiochndos | 33°. 10.4 Cs RE igo ee 
Pontezuelas . | 83.538 


en 
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31. j | 
Ueber die Integrauon der partiellen Differential- 
. gleichungen erster Ordnung. 


(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 





1. 
Die Entstehung und Ausbildung der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen bildet einen. der wichtigsten Momente in der Geschichte der 
Mathematik des 18ten Jahrhunderts. Euler hatte diesen so fruchtbaren 


Zweig der Analysis ans Licht gerufen, und in einer grofsen Zahl von 
Beispielen durch besondre, dem jedesmaligen Falle angepafste Kunstgriffe 
die Integration bewerkstelligt. Lagrange gab hierauf die ersten allge- 
meinen Vorschriften, die lineären partiellen Differentialgleichungen der 


ersten Ordnung zwischen jeder Anzahl Variabeln, und insbesondere jede 


auch nicht lineare zwischen 3 Variabeln auf ein System gewöhnlicher 
- Differentialgleichungen zurückzuführen. Die von Lagrange zu letz- 


terem Zwecke angewandte Methode ‘schien keiner Ausdehnung auf jede 


Anzahl Variabeln fähig zu sein, da die Analysten, die dieses versuchten, 


die ihnen aufstofsenden Schwierigkeiten nicht überwinden konnten. Pfaff 


betrachtete daher den Gegenstand aus einem von allen bisherigen gänz- 


lich verschiedenen Gesichtspuncte. Er sah nemlich das ganze Problem 


der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung als 


speciellen Fall des weit umfassenderen an, jede’ gewöhnliche lineäre Diffe- 


rentialgleichung zwischen 22 Variabeln durch ein System von 7 ‚Glei- 


chungen zu integriren; und indem er dieses Problem vollständig löste, 
hat er zugleich die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung vollendet. | mn 

Ich werde im Folgenden diesen Gegenstand wieder aufnehmen, und 
ihn einer, wie ich glaube, neuen Behandlung unterwerfen, welche sich 
vielleicht durch ihre Leichtigkeit den Analysten empfiehlt. Durch sie 
werden die Schwierigkeiten, welche der Ausdehnung der Lagrange- 
schen Methode auf jede Anzahl Variabeln entgegen standen, so weit die 
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Natur dieser Methode es möglich macht, gehoben werden, und man wird 


so auf dem entgegengesetzten Wege zu denselben Resultaten ‚gelangen, 
welche Pfaff gefunden hat. — 


+ | 
Ich beginne mit einigen Betrachtungen über die Integration eines 


Systems von n gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwi- 
schen 2 + 1 Variabeln. 


Es seien die z--1 Variabeln x, x’, x^,...., a0. Es sollen 7 der- 
selben, z.B., x’, x'^,...., x? als Functionen der übrigen durch ein Sy- 
stem von z Differentialgleichungen bestimmt werden, in welchen nur die 
ersten Differentiale von x’, x",....,. xU, in Beziehung auf x genom- 


men, vorkommen. Diese 2 Gleichungen lassen sich immer unter die 
Form bringen: 





Q a Mla 10 at X 0 xt) XM), 
Oa vo XP Om ok OX in dq DERE 
welche man auch als Proportion darstellen kann: 
Qu dx sx esca TI AX AE 


wo AX, À, X^,...., XO Functionen von x, 2’, x4",...., «7? sind, und 


wo es gleichgültig ist, welche der 2 + 1 Variabeln man als unabhängig 
betrachtet. | | 


Es ist seit langer Zeit bekannt, wie man aus diesen Gleichungen 


n— 1 Variabeln, z. B. x, x'^,...., x eliminiren kann. Differentiirt 
; : 5 ena a ‘ 4 
man nemlich die Gleichung = =, (n — 1) Mal hintereinander nach x, 


. = . À x y | (n) 
und setzt jedesmal für die vorkommenden Differentiale d À Or es 
. re AA / 24 Int c and 
ihre Werthe in x, x’, x,....,x”, so erhält man Ox! O'x' Ox Q"x 


Qa! Oa? Qa3? tt Oa 
gegebnen Functionen dieser Variabeln gleich. Aus den so entstehenden 
2 Gleichungen kann man dann die z — 1 Variabeln x”, x'^,.... , 9: 
eliminiren, und erhilt so eine Gleichung von der Form: | 

, Ox Oa! ter) 


O(a, at er EL Se mathe 


Es hat aber bekanntlich jede solche Differentialgleichung der nten | 
Ordnung 7 verschiedene Integralgleichungen der (2— 1)ten Ordnung, von 
denen jede eine willkürliche Constante enthält. Es seien diese: 
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Didi adu | n 
, / 
Pc) i eset gea) tt Co 


F p DX d d QU RENAN, , C 
Ao Varr uiri tro ages) = C 


to wie pio eig 


AA hy Be PE E pu sper | 
wo €,, €,,....,C, die willkürlichen Constanten bedeuten. Substituirt 
Cx! dx OC" a 


man hierin fir ihre Werthe in a, x, 2",....,a°), 


Que n0 aa? 5. Dots 
so hat man das verlangte System von z endlichen Gleichungen mit z 


willkürlichen Constanten, welches die Gleichungen: 


integrirt. 
af 

In welcher Form auch die 7 Integralgleichungen mit 7 willkür- 
lichen Constanten gefunden werden, so wird man sie immer durch Auf- - 
lösung nach den z willkürlichen Constanten in diese Form bringen kónnen: 

| Ho OB EE dies Velas (o 

wo F,, PF, ...., F, die willkürlichen Constanten nicht enthalten. 
In dieser Form haben die Integralgleichungen die merkwiirdige Eigen- 
schaft, dafs, wenn man sie differentiirt, unmittelbar auch die willkür- 
lichen Constanten verschwinden, so dafs die Differentialgleichungen 


m (ae 4. (252) bx! + CE) Oxo. + (222) a at, 


o = oF, = (2 )an + (52) + (872) datt. +), 


0=o0F 


M 





e e e. . . . e e y e 


o = àF, = (£P)os + (aa + (8) oa p .... (208) ot, 

ohne Dazwischenkunft der Integralgleichungen 
BG VIO VT. WC, 

mit den gegebenen Gleichungen | 


übéreinkommen werden, denn durch solche Dazwischenkunft würden die 
willkürlichen Constanten wieder eingeführt werden. Hieraus folgt aber 


. das Stattfinden folgender identischen Gleichungen :| 
41% 
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(5 ) 4 (= ) x ig (=) TCU e (are) AM) == 0, 


OF, 


I. (3; À. oy (5) x V (5. =) ATH + (s) x” — 0 





0 FA y DE, QUERN ME 
GE) x4 (£5) am. + (3265) XO o. 
Die Integration der Differentialgleichungen: 
Ox:0x!:0x':....: S:QaU X: Xs Xs Se . X) 


kommt also mit der Lösung der Aufgabe überein: 7 verschiedene Func- 
tionen zu finden, von denen jede F der Gleichung | 


(62) X-- 22) X + G2) X" e Go) 29 = 0 
identisch Genüge leiste. 

Wenn die Functionen Z,, F,, ...., F,, jede für £F gesetzt, diese 
Bedingung erfüllen, so ist dies auch der Fall mit jeder wieder aus die- 
sen zusammengesetzten Function. Denn es sei solche ZZ (F,, F,, ...., F,), 
so wird man, wenn man die Gleichungen L respective mit 


( 2); i RT +) es multiplicirt, und hierauf addirt, die Gleichung: 


ör,)’ NF, 
5) X" b Qa) X = 0 





GER 
erhalten, so dafs auch ZZ für Z gesetzt werden kann. 
4. - | 
Nach diesen vorausgeschickten Betrachtungen ergiebt sich die In- 
tegration der lineären partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
von selbst. Es sei nemlich x als Function von x’, x^, ...., x zu 
finden, vermittelst der Gleichung: 


x —x( Ox 


=) me x) Te ect X (5 tH) 
Es werde die zwischen den 2-4-1 Variabeln zu suchende Relation aus- 
gedrückt durch 7/—0, so hat man: 


Q3 Qr Ey a 


sa): mt (gar) = 0 


(5) Gam) + Gam) = 9 
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wodurch die gegebene Gleichung sich verwandelt in: 
_ (ait jm NS 
0 = G)x + (Se) X o) +... t Gas a”, 
welcher Gleichung, wie wir gesehen haben, Genüge geschieht, wenn 
man für IZ irgend eine Function von F,, F,,...., F, setzt. 





Ist also eine lineäre partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 
Er x“ 
gegeben, so integrire man die Died 
Da ra vais eve DO mm SUN Re it XU, 
Ist das System der 2 endlichen Integralgleichungen derselben 
HU AN res C e 8 2 ey I, 
wo C,, C,, ...., C, die willkürlichen Constanten bedeuten, F,, F,, .. 
., F, aber diese nicht enthalten, und nennt man ZZ irgend eine Func- 
tion von /,, EF, ...., P,, so wird Z/— 0 das gesuchte Integral der 
gegebenen partiellen Differentialgleichung. 


3 
Wenn der Gleichung 


| / / Ox \ yin) 

x — (£z) x (22) a+. 4 (22,)x 
durch irgend eine Gleichung oder Relation zwischen den 7 Functionen 
F,, F,,...., F, Genüge geschieht: so kann man sagen, dafs die Glei- 


chungen | 
ceci ota def D Mae. bei eo Miei cow pM CO ol qo. a 


durch irgend 7 Relationen zwischen jenen Functionen integrirt werden. 
Denn aus 7 Relationen zwischen 7z Grófsen werden diese Constanten 
gleich, und die Willkiirlichkeit der Relationen reducirt sich auf eine 
blofse Willkürlichkeit der Constánten. Es zeigt sich nur hier eine Lücke. 
Man kann nemlich nach demjenigen System Differentialgleichungen fra- 
gen, welches durch irgend 2, 3, oder überhaupt 77 Relationen zwischen 
F,, F,...., F, integrirt wird, wo m zwischen 1 und z liegt. Diese 
Lücke wird ausgefüllt durch folgendes allgemeine Theorem, welches zu 
gleicher Zeit auch. die beiden bisher behandelten extremen Fälle, wo 
m==1 und m —n ist, umfalst. 

Theorem. „Es seien F,, F,, .. . ., F, solche Functionen der 
Variabeln x, x’, . . . ., x, welche, für F gesetzt, die Gleichung 


^ "a 
É j ' 
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fee =) X + Ge een (nnd ae (27) xo - BIN 


identisch erfüllen, oder welche, willkürlichen Constanten gleich gesetzt, 
die Gleichungen 


LE 173 OU AR ra 
integriren, so wird das System der 7? Gleichungen: 


X = xo (C) + xo (et As (> 


x) + x (EE) + 700), 








e 





i AR dana J (m ath re) 
xoc xe) xe). CE) 
wo x, x, ...., x") als Functionen von x”), 2, ....., 2” be 
trachtet werden, integrirt durch die 72 Gleichungen: 
IL, 0, = O55 ce «5 -:, 
wo ZZ, IL, ...., IT, willkürliche Functionen von A}, F,, ...., F, sind." 
Das Characteristische dieses Systems Differentialgleichungen be- 
steht darin, dafs in jeder Gleichung nur die partiellen Differentialen ei- 
ner Variabeln vorkommen, und dafs in allen Gleichungen die Coeffi- 
cienten der nach derselben Variabeln Repopu nén Differentiale diesel. 
ben sind. | 
6. | 
| Um dén Beweis dieses Theorems in aller Allgemeinheit zu geben, 
wollen wir zuerst die Werthe der partiellen Differentiale von x, x‘, | 
x", ...., X"? nach x, xt, ...., 30 genommen, aus den Gleichun- 
sen dio 0, Ie 05525 ML 0'sbleitene ^ Um die RATER Diffe- 
rentiale von x zu finden, bestimme man m Grófsen 4, 5, C, qw 
dergestalt, dafs sie den 7 — 1 Gleichungen 


u 2 0 








A ES) ES ROS) To | 
z QE) oH TEA +... + ( RTE OR 


Genüge leisten, wodurch man, wenn man der Kürze wegen 


Al A)tR(S2)+...+U(G2) = à 
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setzt, die Gleichungen a Vit 
te) 
9 L 
Nes) et) 








ACER en Lyi elle am, y (HN 
Nr) EIE Mos) si xs) Amin; TU 
erhält, und ganz auf ähnliche Art finden sich die partiellen Differentiale 


/ /4 — ; . 
Xon 5 N, ED, Nunl'hatman ‘aber, “weil I, 77, DU, IL, 




















Functionen von Z;, F,,...., F, sind, aus (3.) die identischen Gleichungen: 
Ba) Xt Go) (See) Xt + (Gel) X= 0, 
(a+ (Gat) + (Gea) Ft = 


ET (Gs) x = o 


Multiplicirt man diese respective mit 4, B, C, ...., M, und addirt, 





so erhalt man: 
x[4( 572) + 252) Te A + 
xe t2) + 826) t+ (Gam) + 
te) + 














on” 
le) +) = © 
woraus sich, dem eben Gefundenen zufolge, ergiebt: 

tt 


Dam) 
welches die erste Gleichung des Theorems ist. Auf dieselbe Art erwei- : 


sen sich auch die übrigen Gleichungen desselben. 





4 | ‘be 
Wir wenden uns jetzt zu den partiellen Differentialgleichungen er- 
ster Ordnung überhaupt, da wir bisjetzt nur die linearen betrachtet ha- 
ben. Lagrange führt für 3 Variabeln jede solche Gleichung auf eine 
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lineáre partielle Difssentialelöichäne chen 4 Variabeln zurück. Die 
Bestimmung der, bei Integration derselben vorkommenden willkürlichen 
Functionen ist, wie er zeigt, von ‘der Integration einer gewöhnlichen h- : 
neären Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 3. Variabeln durch 
das System zweier Gleichungen abhängig. Diese ist immer möglich, 
und erfordert, indem man eine der Variabeln, was erlaubt ist, constant. 
setzt, nur die Integration einer linéären Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen 2 Variabeln. 

Wir werden im Folgenden sehen, wie aus einer gegebenen partiel- 
len Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 2 + 1 Variabeln, im- 
mer ein solches System von lineären partiellen Differentialgleichungen 
abgeleitet werden kann, das sich durch das oben aufgestellte Theorem 
inlegriren làfst Die Bestimmung der willkürlichen Functionen erfordert 
dann weiter die Integration einer gewohnlichen lineären Differentialglei- 
chung erster Ordnung zwischen 22—1 Variabeln durch das System von 
n Gleichungen, oder zwischen 27 — 2 Variabeln durch das System von 
n— 1 Gleichungen, indem man eine der Variabeln, was erlaubt ist, con. 
stant setzt. Wie nun aber diese letztere immer und allgemein geleistet 
werden kann, ist erst durch die berühmte Pfaffsche Arbeit den Analy- 
sten kund geworden. Wenn gleich also im Allgemeinen das Problem 
imimer nur durch diese schliefslich geloset werden kann, so schien es 
uns doch der Mühe werth, die Lagrangesche Methode so weit zu ver- 
folgen, wie sie zu führen im Stande ist. — 


8. 


Es sei x eine Function von x', x", ...., x, und man setze die par- . 
^ y | . Q ac / pi Uu | Ox 
tiellen Differentialen von x: (ze) h v) p Ai qvos (LE = po, 
wo, wenn und Airgend zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3,....., n be- 


5 p? C 0) 
ques bekanntlich immer e Ps (S) ist, Es sel nun die Gleichung 


O = Q (o, x, ot, Lu y p'y p^, LLL uy p™) 
zu integriren. Differentiirt man diese Gleichung in Beziehung auf m 
und setzt ! 


Ge) ipe (2) 7 65). GE) = G5). OE) Er), 
so erhalt man: ee 


{ 


AR 
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-((62)— 62) = 62-62) + G2 G2) BB) C203 
Eben so erhält man, wenn man die gegebene Gleichung in Beziehung 
auf x” differentiirt und es )= E p^ (RE) = fui (CE) = em j) v. 

= pr (58) — (15) 62) G5) + (27) (2) +... +) (m 


S. W. setzt: 
. Aehnliche Gleichungen erhält man in Bezug auf x”, x", ...., x. Be 











|. merkt man nun noch die identische Gleichung: 





De 
(££). (<=) + (54). sa) + - + (SE Il; 
so erhält man, wenn man der Kürze wegen 
A Gp) rms 
seizt, in Allem (LM n + 1 Gleichungen: 


- 60 CD e G9 =) volt 5 
Fr) 5 = 69.02 « G2- G9 G2 G5) 
i-r EHE C++ 


zm) 


)=P 











Og 





4 





SE 


® 
u A (san) Asp 


HR EI rsen wo RB (20 vel ED EEE RITA qM MOM .Ma ce TR TEE ARE RT 


= - (15) 69) (25) + (52) Q6) +--+ (ES) CE) 


Diese 2-1 partiellen Differentialgleichungen haben die E Eigenschaft, dafs 
in jeder nur die partiellen Differentiale einer Variablen vorkommen, . 

in allen aber die Coefficienten der nach derselben Variablen genomme- - 
nen Differentiale dieselben sind. Sie gehören also zu denen, welche das 
oben aufgestellte Theorem integriren lehrt. Zu diesem Ende hat man 
das System folgender 27 be cia Peete Le + aufzustellen : 


rs (rh P= (n) os re (OS) 


Be np pl e cur) GE 
vita pep c. PUE (55. 
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Aus diesen Gleichungen folgt: . 
(2) a= + G2)» + Qon e Geom 
+ Sow (ER) 0 E) mn 


woraus man sieht, dafs die E Gleichung @ — 0 eine dom 2n Glei- 
chungen ist, welche diese Differentialgleichungen integriren. Es seien 
die 27 — 1 anderen: A 
BG, BC, Os Css, Pr m Cu, 

wo C,, 6, €, ...., Cy, die willkürlichen Constanten SA ODER, 

20, Don aber diese nicht enthalten. Bedeuten nun PICS eee 
Functionen von Q,, Q,, ++ . ., Qs, so giebt das System der 24-1 par- 
tiellen Differentialgleichungen Il. integrirt, Gleichungen von, der Form: 

Q-—0, Il —0, ll, 2:0, ...., II, — 0. p 


| 9. | 

Das System der z4-1 partiellen Differentialgleichungen II. wurde — 

aus der gegebenen @ —0O abgeleitet, vermittelst der Eigenschaft der Gro- . 

fsen p', p^, . . + ., p^), dafs sie die partiellen Differentiale von x sind. 

Es lafst sich aber aus diesem Systeme partieller Differentialgleichungen 

nicht riickwarts folgern, dafs p'— (=) p—(22) DELIS p= (5). 

024? Darth? à 0x0)” 

Geschieht nun jenem Systeme Genüge durch die Gleichung @ — 0 und 

durch irgend z Gleichungen zwischen den Grófsen Q,, Q4, . +» +» Qus, 

so kommt es jeszt darauf an, diese Gleichungen so zu bestimmen; dafs 
immer auch rückwärts die Gleichungen 


p= (2), p= (22), see POS (<3) 


folgen, welche Gleichungen man in die eine Gleichung: 
"Oa = p'àx*-- p'oz' +o... pM 00 
zusammenfassen kann. 
| 10. | | | 
Da die Aufgabe durch z Gleichungen zwischen den Grófsen @,, 
Day vers Qu, gelöst wird, so läfst sich a priori schliefsen, so wie La- 
grange für den Fall von drei Variabeln thut, dafs die Gleichung. 
Qo = p! x! + pdx +.. a pO 0x0 
sich in eine andere müsse verwandeln tire welche blofs die Grüfsen 


Jacobi, uber die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 397 


Diy Poy ...., Qu, enthält. “Wir wollen dieses aber noch a posteriori 
beweisen. | 
Zu diesem Ende reteset man 272 von den 27-l- i Variabeln xy x’, 
D Be ign ys MD. ta sr mp nz Be ale aufsen x als;Functionen ., 
der übrigen x und der Grofsen Q,, Q,, .. . ., Q,, ,. Unter dieser Vor- 
aussetzung verwandelt sich die Gleichung 

| 0x = plo! + p'óx'--....-- p'?8g0 
in folgende: 
























su m enl SE) e p) o EE) 
Far 
E 99. (SE) + p(s 22) She o Hs pe 9] 








/ (7) 
En (iy p "(a >) EB px I 
atm. wir der Kürze halber mit 
| Ox = X0x + P,09, + POP +. + Pav 0 Pin 
bezeichnen wollen. 

Die partiellen Differentiale nach x konnen leicht durch die Betrach- 
tung gefunden werden, dafs man, um sie zu erhalten, Qj, Q,.... Qan, 
constant zu setzen hat; indem man, wenn man die blofs nach einer Va- 
riabeln genommenen partiellen Differentiale sucht, inzwischen die übri- 
gen als Constanten betrachtet. Für diesen Fall gelten aber die Differen- 


tialgleichungen in (8): | 
ed OY Yep | (nif OF 
Pen (52) ae, Por’ = Ge jJ? 2. Porn (25) fie 


Pap! = —{p' (22) + (ER) da, ...., Pap = — {pe 


M Y) AL pl (22) LO A pt) EUN 
d p dp" Mee à pea)" 





— 
Ad 
Se 
+ 
Q5 
go 
oe 
Sen 
S 





pe 

Man hat daher | | : 
/ ^u (7) 

P( = (55), PS) = eh 


PEE) =—b' G+ Ge), e P(e) = rl) 
42* 
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Hieraus folgt: 


rl tas 
Es reducirt sich also die Gleichung 


0x = X0x + POP, + POD, +....+ Part Panes 
blofs auf | AE 
TR P,99, + 2.99, Tee um P3303. 


Tf. 
Ich: will nun zeigen, dafs in den Ausdrücken P,, P,, «+. + Pons z 


nur in einem, allen gemeinschaftlichen Factor. vorkommen kann. Diffe- 
rentiirt man nemlich 


ie 2e nm) 


. nach x, so- erhält man AE 


se (sz) er (Ge) tite oe) 
Lie NUTS A 
Ax / x" NX. n (n) 
+ GE G2) GE) G7) t G2) 
—{(52)- G2) - GG) GR GE 
Der erste Ausdruck ist ==) — 0, da X--1. Substituirt man in 
die beiden anderen die in (10) für die nach x genommenen partiellen dito 


























ferential gegebenen Werthe, so wird (=) aS 
padi T Gn + C2) 0) = age 
indem der in Klammern eingeschlossene Ausdruck, als genaues Differen- : 
tiale, von Q nach Q,, wegen @==0, ebenfalls verschwindet. | 
So wie Gey = — (52)-5 P so findet man Tic 
(297 Gas) = = (Ge) 7 —1 2) 
woraus durch Integration in Beziehung auf x folzt: 
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BÜSESÁAT o» | 


Pup » ($2) ^ | 


e e e- . e- 


” s 0 

Pra PF el? @ ) er 
Wo D RSS kein x enthalten. . Dinde man also durch 

Pied ; (52) pi 
so verwandelt sich die Gleichung: 
Oc = por nor +... pm 

in “A TO = F0, +7,00, +... TT Fon 35 
wo JP E. …..., P. blofs Funetionen von, Q;, @®,, ...., Qu: sind. 
Diese letztere Gleichung ist nun durch ein System von » Gleichungen 
zwischen Q,, Das ce y Dons zu integriren; was immer vermittelst der 
Pfaffschen Methode moglich ist. Ich werde.diese in mehreren Abhand- 
. lungen besonders behandeln, wo ich auch diesen Gegenstand wieder auf- 
zunehmen gedenke. 
Den 12ten August 1827. 
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/39. 3 ET EEE 
" Untersuchung über die Directrixen der Curven. 
(Von Herrn L. Raabe zu ey ) 





1. 

Nimmt man für eine gegebene ebene Curve einen Punct, der in der 
Ebene derselben sich befindet, als fix an, und nennt Radiusvector jede 
Gerade, die von diesem Puncte zu den Peripheriepuncten der Curve 
geführt wird, so wird jede andere Curve Directrix der gegebenen 
genannt, für welche die aus den Peripheriepuncten der gegebenen Curve 
an dieselbe gezogene Normalen, der Grófse nach den entsprechenden Radii- 
vectoren gleich sind. So ist, wenn die Parabel als gegebene Curve und 
ihr Brennpunct als fix angesehen wird, jene auf der Axe der Parabel 
errichtete senkrechte Gerade, die aufserhalb der Parabel in der Entfer- 
nung des vierten Theils des Parameters von dem Scheitel fallt, die Di- 
rectrix der Parabel. Diese Directrix für eine jede gegebene ebene Curve 
zu finden, und das Umgekehrte, nemlich für eine jede gegebene Di- 
recirix nebst fixem Punct, die entsprechende Curve zu finden, soll den 
Inhalt gegenwärtiger Untersuchung ausmachen. 

Ist der erwühnte fixe Punct der Anfangspunct eines geradlinigen 
senkrechten Coordinatensystems, so sei die Gleichung der gegebenen Curve, — 
auf dieses Coordinatensystem bezogen, von der Form: | 

(D Ja" = o, | 
wo x und y die Coordinaten irgend eines Punctes der Peripherie der ge- 
gebenen Curve vorstellen. Trifft nun die aus diesem Puncte auf die 
zu suchende Directrix gefällte Normale, dieselbe in einem Puncte, dessen 


Coordinaten £ und v gegen das festgesetzte Coordinatensystem Ay. so 
ist die Gleichung der Normale: 





+65 = 
wo v' den Differentialcoefficienten 7 der Directrix vorstellt. 
Endlich mufs noch die Bedingung Statt haben, dafs die Grofse der. 


zwischen den beiden Puncten x, y und f£, v enthaltenen Normale, gleich | 
werden soll dem Radiusvector, oder der Geraden, die zwischen dem An- 


T 
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fangspunct der Coordinaten und dem Punct x, y enthalten ist, Es mufs 
dahér noch folgende Gleichung: 

(UH) ?+V=2(£x-Hvy) 
Statt haben. - Aus diesen drei Gleichungen die Coordinaten x, y eines 
besonderen Punctes der Curve (T) eliminirt, erhält man eine Differential- 
gleichung der ersten Ordnung zwischen £, v, v', deren Integral die ge- 
suchte Directrix geben wird. 


9. 
Wäre aver die Gleichung der Directrix gegeben und. zwar von 


der Form: 


% 


QV) PE 9) — 0, 
auf dasselbe Coordinatensystem bezogen, von welchem wir im worhergb- 
henden Paragraph Gebrauch machten, so dürfte man nur, um die entspre- 
chende Curve zu finden, aus der letzteren Gleichung den Werth von v‘ 
suchen und solchen in die Gleichung (II) substituiren, und dann vermit- 
telst der so erhaltenen Gleichung (U) und der Gleichungen (III) und (IV), 
die Coordinaten &, v eliminiren, wo dann als Resultat der Elimination 
die Endgleichung der entsprechenden Curve hervorgehen würde. 


d. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dafs es keine Schwierigkei- 
ten hat, zu einer Directrix die entsprechende Curve für einen gegebenen 
fixen Punct zu finden, indem das ganze Verfahren auf einer einfachen 
Elimination beruht; hingegen hängt das Problem ,,zu einer gegebenen 
Curve eine Directrix zu finden,” wie bereits erwühnt wurde, von der 
Integration einer Differentialgleichung der ersten Ordnung ab, welche in 
sehr vielen Fallen unüberwindliche Hindernisse hat. Wir wollen daher 
bei sich darbietenden Problemen, statt der Integration nur das singuläre 
Integral der vorliegenden Differentialgleichung suchen, welches dieselben 
Dienste gewahren wird, wie das vollständige Integral. Denn es stelle 

Fé, v, a) = 0 | 


das vollständige Integral der bereits erwähnten Differentialgleichung der 


Directrix vor, wo € die durch Integration eingeführte willkürliche Con- 
stante ist. Für jeden besonderen Werth, den man der Constanten @ bei- 
legt, erhält man eine andere Directrix der Form und Lage nach; alle 
diese Directrixen aber werden den durch die Gleichungen (II) und (IIT) 


CA 
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ausgesprochenen Bedingungen Genüge thun, daher auch die, sämmtliche 
 Directrixen einhüllende Curve (da sie in jedem ihrer Puncte eine gemein- 
schaftliche Tangente, daher auch mit der ihr entsprechenden Directrix, 
eine gemeinschaftliche Normale hat) den Bedingungen (II) und (III) Ge- 
nüge thun wird. Wir haben mithin nicht mehr nothig, die Directrix 
selbst zu suchen, sondern nur die einhüllende Curve sammtlicher Direc- 
trixen, die durch die Veränderlichkeit des Parameters & entstehen. Nun, 
stellt die aus einer Differentialgleichung zwischen zwei veränderlichen | 
Grofsen erhaltene singulare Auflosung, nichts anderes als die Einhüllungs- 
curve simmtlicher Curven des vollständigen Integrals vor, die durch die 
Annahme, dafs ein Parameter a veränderlich ist, entstehen. Daher re- 
ducirt sich das Verfahren auf folgendes. Die Werthe für x und y aus 
den Gleichungen (U) und (II), nemlich: _ | 
(v? —£*)v' + 28 


OT womens 


2(v— iv) | 
(V) CLIE )—2£vy x 
HY "cep Iv Eu) 2 


se man in die Gleichung (I); dadurch erhält man eine Differen- 
tialgleichung von der Form: 

P(E, v, v E = 0. . 

‚ Für diese Gleichung suche man eine singuläre Auflösung; so stellt : 
die so erhaltene Relation zwischen & und v eine Curve vor, welche die 
Eigenschaften, die wir an der Directrix gesucht haben, mit ihr gemein 
hat. Die auf diesem Wege erhaltene Curve werden wie zum Unter- 
schiede der eigentlichen Directrix, Curve der Directrixen nennen, 


4, | 
Wir wollen das Vorhergehende auf einige besondere Fülle anwen- 
den. Es sei die gegebene Curve eine Linie der zweiten Ordnung. Der 
fixe Punct sei ein Brennpunct derselben, und die Axe der x sei die gró- 
fsere Hauptaxe dieser Linie. Dann hat man zur edges derselben: 
JG, y) = x + y*— (p + ex) = 
wo p der halbe Parameter der Curve ist, und e das nem v- der Ex- 
centricitát zur grofsen Axe. Setzí man in die letzte Gleichnng die 
Werthe für x und y aus den Gleichungen (V), so ist die Differential 
BISI RULES 
VE v0) = (apu 8 3E open et pp are 
| ote Aus 
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. Aus dieser Gleichung die singuläre Auflösung gesucht, ergiebt sich: 

(D (P-p9)a—e) = &ep£ + kp. 
Diese Gleichung gehort im Allgemeinen einem Kreise zu, dessen Mittel- 
punct in der Axe der x liegt, oder in der grófsern Hauptaxe der Linie 
der zweiten Ordnung, und zwar, wie sich durch eine sehr einfache Trans- 
formation der Coordinaten zeigt, in dem zweiten Brennpuncte dieser 
Linie der zweiten Ordnung. Diesen Kreis wollen wir für eine jede 
Curve insbesondere, die sich zu den Linien der zweiten Ordnung zählt, 
, betrachten: 

I Wenn die Linie der zweiten Ordnung ein Kreis ist, so fallen 
beide Brennpuncte zusammen, und die Curve der Directrixen mufs ein 
concentrischer Kreis sein. Setzt man nemlich in der letzten Gleichung 
e = 0, so stellt p den Halbmesser des gegebenen Kreises vor, und die 
Curve der Directrixen wird dann durch folgende Gielchung: 

Ep = ap 
vorgestellt, also ein concentrischer Kreis von doppelt so grofsem Halb- 
messer, welches die Natur der Sache ganz mit sich bringt. 

IL Die Linie der zweiten Ordnung sei eine Parabel; da liefse sich 
ebenfalls sogleich die Gerade als Curve der Directrix vermuthen; denn 
der zweite Drennpunct der Parabel befindet sich in einer unendlichen Ent- 
fernung, daher die Krümmung des Kreises, welcher die Curve der Di- 
rectrixen vorstellen soll, unendlich grofs sein mufs, oder eine Gerade. 
Setzt man nun in der vorletzten Gleichung e — 1, so hat man: 

ib erc S | 
als Gleichung der Curve der Direcirixen einer Parabel. Diese Gleichung 
stellt eine auf der Hauptaxe der Parabel senkrechte Gerade vor. Diese 
Gerade fallt wegen des negativen Zeichens aufserhalb der Parabel in dem 


_Abstande p von dem Brennpuncte, oder in dem Abstande ©; von dem 
Scheitel der Parabel, welches bekannt ist. 
II Die Curve der zweiten Ordnung sei endlich eine Ellipse oder 


Hyperbel. Dann stellt die Gleichung (1), pale 
| 2 2 #e 
E+-v = LP ES m 


die Curve der Directrixen vor. Da aber die Ellipse sowohl als die Hy- 
perbel zwei Brennpuncte hat, so haben diese Curven der zweiten Ord. 
nung zwei Curven der Directrixen, welche Kreise sind, deren Mittelpuncte 
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die Brennpuncte sind, und deren Radien, wie een zu u Ben. den 
grofsen Axen der Ellipsen oder Hyperbeln sind. 

Diese hier auf analytischem Wege gefundenen Resultate, lassen sich 
noch leichter auf synthetischem Wege zeigen; welches wir aber hier 
übergehen. 

Aus dem vorhin BEBE besonderen Falle sieht man, dafs sammt- 
liche Curven der zweiten Ordnung, wenn, einer ihrer Brennpuncte der 
fixe Punct ist, Curven der Directrixen zulassen, wie bei der Parabel. 
Meines Wissens war eine solche Curve der Directrixen, unter dem ein- 
fachen Namen der Directrix, nur bei der Parabel bekannt, und die übri- 
gen Linien der zweiten Ordnung scheinen von dieser Eigenschaft aus- 
geschlossen zu sein. Durch das so eben Gezeigte sieht man, dafs die 
Gerade die bei der Parabel die Eigenschaften der Curve der Directrixen 
hat, nur ein besonderer Fall eines Kreises ist, dessen Halbmesser für die 
Parabel unendlich grofs ist, und hiermit theilen sammtliche Linien der 
zweiten Ordnung diese Eigenschaft, eine Curve der Directrixen zu haben. 

Mit Hülfe einer solchen Curve der Directrixen lassen sich sämmt. 
liche Linien der zweiten Ordnung gr wovon man sich leicht über- 
zeugen kann. | 

Ganz auf demselben Wege findet man, dafs die Curve der Direc- 
trixen der Linien der zweiten Ordnung mit einem Mittelpuncte, wenn 
der Mittelpunct der fixe Punct ist, durch folgende Gleichung: | 

+ Py = aep pv) 
gegeben ist, wo @ und 5 die halbe grofse und halbe kleine Axe der Li- 
nien der zweiten Ordnung vorstellen. 

Da es keine Schwierigkeit haben würde, für jede beliebige Curve 
und irgend einen fixen Punct die Curve der Directrixen zu finden, so halte 
ich mich mit Aufführung mehrerer anderer besonderer Fälle nicht auf. 
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Lila fue elt cos 
Beweis des Harriotischen Satzes *). 
(Vom Herrn Dr. J. 4. Grunert zu Torgau. ) 





| 1. 
De bekannte Harriotische, eigentlich Cartesische Lehrsatz gehört un- 
streitig zu den merkwürdigsten und wichtigsten Theoremen der Algebra. 
Melirere Mathematiker haben Beweise desselben zu geben versucht, von 
denen mir aber keiner den Grad von Einfachheit und Deutlichkeit zu 
haben scheint, welcher ihn zur Aufnahme in die Elemente eignete. Ich 


*) Da der Beweis dieses Satzes jezt öfter zur Sprache kommt, so setzt der Herausgeber den 
von ihm in seinem „Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Berlin 1825, bei Reimer,” §. 323. S. 621. 
nach Segner gegebenen elementaren Beweis zur Vergleichung hieher. 

Lehrsatz. Eine Gleichung kann nicht mehr negative VVurzeln haben 
als Zeichenfolgen, und nicht mehr positive VVurzeln als Zeichen wech sel. 
Beweis. Man multiplicire z. B. die gegebene Gleichung 
| Xe ib TEE Bale, d» x 0, 
deren Coefficienten «, B, y .... » theils positiv, theils negativ seyn mögen, mit x+ p, so erhalt man 
X (x 4- p) = o. 
Diese Gleichung hat nothwendig alle VVurzeln der gegebenen Glenn und aufserdem noch 
die Wurzel — p. Denn dus X(x+p) — o folgt X — o und x +p — o. Der Factor X — o 
ist die gegebene Gleichung selbst, und hat also alle ihre Wurzeln, und x + p = o giebt noch die 
neue Wurzel x — — p. Die Gleichung X(x+p) = o hat also eine negative VVurzel mehr, 
wenn p positiv, und eine positive VVurzel mehr, wenn p negativ ist, 
I. Es sei zuerst p positiv, so. dafs 
X(x+p) =o 
eine negative VVurzel mehr hat als die gegebene Gleichung. 
Nun nehme man beispielsweise an, die Zeichen der Glieder des Polynomiums X der gegebe- 
nen Gleichung wechselten wie folgt: 
++ - - 4+-- 4 - 444-4444 ++ 
Multiplicirt man dieses Polynomium mit x + p und schreibt die Glieder, welche gleiche Po- 
testäten von » enthalten, um sie zusammenzuziehen, unter einander, so erhält man 


CD28. 4: 5456078 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24) - 


1. X bite ht RE mb EE Hi 
24. Xp = ott—-- -=+t=t ++ tet == tT 
3. Zt) = + ++ He - + t+ + +++ + — 


(Die Zahlen über den Zeichen dienen blofs, die Glieder bequemer zu benennen.) 

Die Glieder der einzelnen Grófsen Xx und Xp haben nothwendig derReihe nach die nem- 
lichen Zeichen, wie die Glieder der Grófse X, weil die beiden Multiplicatoren x und p positiv 
sind. Aber die Grófse Xp rückt mit allen ihren Gliedern um eine Stelle weiter rechts, weil in 


allen Gliedern die Exponenten von x um 1 niedriger sind. 
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mufs gestehen, dafs ich durch Segners am meisten bekannt geworde- 
nen Beweis nie ganz überzeugt worden bin, und auch schon Kästner 
meinte, daft eine vollständige Entwickelung desselben in grofse Weitlau- 
figkeit führen müsse. Die Beweise von de Gua, Aepinus und Käst- 
ner sind aus der Differentialrechnung und Theorie der Curven geschöpft. 
Der von Herrn Dr. G. E. Fischer in seiner gründlichen Inaugural- 


Schrift geführte Beweis, ist auf Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln 


eingeschränkt, und beruht. auf der Theorie der derivirten Functionen, 
welche doch eigentlich mit der Differentialrechnung zusammenfällt. Ich 
wünsche, dafs der folgende Beweis, welcher mit keinem der mir bekannt 


gewordenen Beweise etwas gemein hat, den Namen eines elementaren 
verdienen. möge. | 


Daraus folgt, dafs überall, wo X»c und folglich X zwei gleiche Zeichen hinter einander, oder 
eine Zeichenfolge hat, das nemliche Zeichen unter das zweite Zeichen der Folge zu stehen 
kommt, hingegen, dafs wo in Xx oder in X ein Zeichenwechsel ist, nothwendig unter dem zwei- 
ten Zeichen des VVechsels das entgegengesetzte Zeichen steht. Z. B. unter dem zweilen Zei- 
chen (2.) der Folge + + (1, 2) steht nothwendig für Xp das Zeichen +, weil es von dem er. 
sten gleichen Zeichen der Folge ( 1.) herrührt. Unter dem zweiten Zeichen (4.) der Folge — — 
(3, 4) steht nothwendig das Zeichen —, weil es von dem ersten Zeichen der Folge (3.) herkommi 
u. s, w. Hingegen unter dem zweiten Zeichen (3.) des VVechsels 4-:— (2, 3) steht nothwendig für 
Xp das Zeichen +, weil es von dem ersten Zeichen des VVechsels (2, 3) herkommt u. s. w. 


Also stehen nothwendig so vielmal gleiche Zeichen untereinander, als die Gröfse X Zei-^ 


chenfolgen-hat, und so vielmal entgegengesetzte Zeichen, als sie Zeichenwech sel hat, 


Wo aber gleiche Zeichen untereinander stehen, hat unzweifelhaft auch die Summe der 


Glieder, folglich das darunter stehende Glied des Productes das nemliche Zeichen. VVo hinge- 
gen verschiedene Zeichen übereiander stehen, kann das Zeichen der Summe sowohl + als — sein 
weil es darauf ankommt, welches Gliedes Coefficient der gröfsere ist, so dafs also dann das Zeichen 
des darunter stehenden Gliedes des Products ungewifs ist. Mithin sind die unter gleichen Zei- 
chen von Xx und Xp stehenden Zeichen des Products unzweifelhaft und den gleichen Zei- 
chen selbst gleich, die unter ungleichen Zeichen stehenden Zeichen hingegen sind ungewifs, 
Nun mógen aber die ungewissen Zeichen des Products sein, was sie kónnen: nie kónnen 
sie mehr VVechsel haben als die darüber stehenden Zeichen der Grófse X selbst. Denn die 
unzweifelhaften Zeichen des Products, von welchen die ungewissen eingeschlossen werden, sind; 
wie oben bewiesen, den gerade darüberstehenden Zeichen der Grófse .X gleich, wie z. B. 2 und 4, 


5 und 8, S-und 12 u.s. w., und zwischen diesen Zeichen der Grófse X liegen so viel Wechse! 


als móglich, weil zu jedem VVechsel ein ungewisses Zeichen im Product gehórt, und also, wenn 
mehrere VVechse! möglich wären, auch mehrere ungewisse Zeichen als wirklich da sind, vor- 
handen. sein müfsten. 
duct nicht mehr WVechsel liegen, als zwischen den darüber stehenden Zeichen der Gröfse X, weil 
sich dort so viel VVechsel befinden als möglich. Die unz weifelhaften Zeichen des Products 
sind ferner die darüber stehenden Zeichen der Gröfse X selbst.. Also können sämmtliche Glieder 


des Products, so weit sie von unzwzifelhaften Zeichen eingeschlossen werden, nie mehr Zeichen- 
wechsel haben, als die darüber stehenden Glieder der Grófse X, 


~ 


Also können zwischen den nemlichen einschliefsenden Zeichen im Pro- - 


^ 
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P und P' seien immer Functionen von der Form: 


Ax" Bas D... b Nau Nam b NS. à 

wo die Coefficienten aufser dem ersten, weleher immer als positiv an- 
genommen wird, positiv oder negativ sein kónnen. Das Zeichen eines 
jeden Gliedes wird blofs durch das Zeichen seines Coefficienten bestimmt. 
Eine Folge heifst überhaupt das Aufeinanderfolgen zweier gleichen Zei- 
chen, wie ++ oder — —, ein Wechsel dagegen das Aufeinanderfolgen 
zweier ungleichen Zeichen, wie + — oder — +. Zunachst kom es 
nun auf den Beweis des folgenden Satzes an. 





Das erste und das letzte Zeichen des Products sind aber, wie leicht zu sehen, immer unzwei- 
felhaft: sie sind dem ersten und letzten Zeichen der Grófse X gleich. Also werden alle Zeichen 
des Products von unzweifelhaften Zeichen eingeschlossen, und folglich kann das Product, obgleich 
mehr Zeichenfolgen, wenigstens nie mehr Zeichenwechsel'haben, als die Grófse X. | 

Das Product hat aber ein Glied, und folglich ein Zeichen mehr als die rude X, 
folglich mufs es noth wendig eine Zeichenfolge mehr haben als sie. 

Daraus folgt, dafs, wenn zwei Gleichungen wie die obigen, X — o und X (oc + p) = 0, beide 
die nemlichen VVurzeln haben, die Gleichung X(x + p) — o aber noch die negative Wurzel — p, 
mehr hat, das Polynomium X(x4-p) nothwendig wenigstens eine Zeichenfolge mehr 
haben mufs, als das Polynomium X. 

Nun setze man, eine gegebene Gleichung wie X — o habe die n negativen Wurzeln 
— Pis — Pos — pa 2... — p,,. und aufserdem vielleicht auch noch positive oder unmógliche 
VVurzeln, so läfst sich ihr Polynomium X durch ; | 

| X=P(x+Pp)&+tP)&+tPp3).--- (x +p,) 

ausdrücken, wenn P dasjenige Polynomium bedeutet, welches die übrigen positiven und unmóg- 
lichen Wurzeln enthält. Von welcher Art nun auch das Polynomium P sein mag: immer mufs, 
' wie bewiesen, das Product P(x+p,) wenigstens eine Zeichenfolge mehr als P, also 
das Product P(x+p,)(x+p2) wenigstens eine Zeichenfolge mehr als P(x--p,) und folg- 
lich wenigstens zwei Zeichenfolgen mehr als P, u. s. w., zuletzt also das Product X = 
P(x -+ p1) (5 d Po) +++ (x + ph) nothwendig wenigstens n Zeichenfolgen mehr als P haben. Mag 
nun das Polynomium P selbst noch Zeichenfolgen haben, oder nicht: mindestens mufs X die 
n Zeichenfolgen selbst haben, sobald die gegebene Gleichung ‘X= o, n negative VVurzeln hat. Um- 
gekehrt also kann auch die Gleichung X= o, wenn sie nur x Zeichenfolgen hat, nicht mehr 
als n negative VVurzeln haben; denn hatte sie mehr, so hätte sie note mente auch wenigstens ‘ 
eben so viele Zeichenfolgen. 

' IJ, Es sei zweitens p negativ und gleich —g, so dafs also die ae 

A(p—q7) = 0 | 
eine positive VVurzel g mehr hat als die gegebene Gleichung X = o. | í 
Man nelime das obige Beispicl und multiplicire mit x — 9, so erhält man 
(1 2.3 4 5-6 7.8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24) 


1. X& = +++ + +++ LL -«RB—4-—-— 
2 —Xg = ——4tt—-tbk—-t—-—--t—-——-—4-t4-t 








3. KG ++ EE LT FEI EEE +++ 
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de 
Wenn a immer eine positive Grofse bezeichnet, so hat 
&) das Product P(x + a) immer wenigstens eine Folge; 
B) das Product P(x — a) dagegen immer wenigstens einen: Wechsel 
mehr als die Function P. 


4. | 
Um das Erste zu beweisen, nehme man an, dafs der Satz für jede 
Function P mit f Folgen richtig sei, so dafs also das dem Producte P(x-]-2) 
gleiche Polynom, wenigstens f + 1 Folgen hat. Nun sei P' irgend eine 
Function init f 4 1 Folgen, und die Coefficienten ihrer letzten Glie- 





Es ist leicht zu sehen, dafs hier in dem Product jedesmal unter dem zweiten Zeichen einer 
Folge von Xx oder X ein ungewisses, und unter dem zweiten Zeichen eines Wechsels von 
X ein unzweifelhaftes, dem darüber stehenden Zeichen in X gleiches Zeichen steht. Z. B. 
unter den Zeichen 2, 4, 5, 8, 12 etc., welche Zeichen von Folgen sind, stehen im Product un- 
gewisse Zeichen, und unter 3, 6, 7, 10, 11 etc., welche zweite Zeichen von Wechseln sind, ste- 
hen unzweifelhafte Zeichen, die'den darüber treffenden Zeichen der ersten Reihe gleich sind. 
Der Grund davon ist, dafs die Zeichen der zweiten Reihe denen der ersten entgegengesetzt 
sind, und also jedesmal unter das zweite Zeichen einer Folge ein von dem ersten, gleichen 
Zeichen derselben herrührendes entgegengesetztes Zeichen, und unter das zweite Zeichen eines 
Wechsels ein von dem ersten entgegengesetzten Zeichen desselben herrührendes gleiches 
Zeichen zu stehen kommt. 

Nun folgt ferner, auf ähuliche Art wie in (I.), dafs die unzweifelhaften Zeichen des Products 
nicht mehrZeichenfolgen, sondern nur vielleicht mehrZeichen wechsel einschliefsen können, 
als die gleichen, darüber stehenden Zeichen der Grófse X, weil nemlich die letztern schon so viele 
Folgen einschliefsen als möglich. Und da nun wieder das erste und das letzte Zeichen des 
Products immer unzweifelhafte Zeichen sind, so folgt, dafs das Product überhaupt nicht mehr 
Folgen haben kann, als die Grófse X. Es mufs also nothwendig wenigstens einen Zeichen - 
wechsel mehr haben, weil es eia Glied [mehr hat. k 

Also hat das Polynomium einer Gleichung nothwendig wenigstens einen Zeichenwechsel 
mehr als das Polynomium einer andern Gleichung, die dieselben VVurzeln, aber eine positive VVur- 
zel weniger hat. Und hieraus folgt, auf ähnliche Weise wie in (I.), dafs eine Gleichung, die z po- 
sitive VVurzeln hat, mindestens m Zeichenwechsel haben mufs, und dafs also keine Gleichung 
mehr posilive VVurzeln haben kann, als Zeichenwechsel. 

Dieser Satz, die Grenzen der Zahl der positiven und negativen Wurzeln 


einer Gleichung an den Zeichen ihrer Glieder zu erkennen, ist für die Lehre von den Gleichungen- - 


sehr wichtig. Er rührt von Descartes her, der ihn am Ende des siebzehnten Jahrhunderts fand, 
Beweise giebt es von demselben mehrere. Der obige, der in der Hauptsache mit dem von Segner 
übereinkommt, ist einer der einfachsten. Einen andern schönen Beweis findet man bei Lagrange, 
. in der Theorie der Gleichungen, im achten Zusatze. 

Der umgekehrte Satz findet übrigens natürlich nicht Statt, Es folgt keinesweges, dafs 
eine Gleichung nothwendig so viele positive VVurzeln als Zeichenwechsel, und so viele ne- 


gative Wurzeln als Zeichenfolgen haben, müsse; es ist blofs bewiesen wurden, dafs sie deren nicht 
mehr haben kann. | 
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der seien: 
—3 —9 —1 
par IY, Ves IV; 
so RS die letzten Glieder de aod be Pia + 0): 
| , W-EaN, NteN, NaN, an, 
wenn immer blofs die Coefficienten berücksichtigt werden. 
Man unterscheide jetzt folgende zwei Faille: ! 
ac) P' habe zuletzt eine Folge, so dafs also M, IV einerlei Vorzeichen 
haben. 
Da nun 7 PRE f + 1 Folgen hat, so hat das Polynom 
IV NT 
nur JRoleon; und demnach "TD der MEE 
(P! — Na?) (x + a) 
wenigstens f + 1 Folgen. Die letzten Glieder dieses Products sind: 
^ —2 | —3 —1 —2 —1 
,„ NLaN, NtaN, oN. | 
N und JV haben nach der Voraussetzung gleiche Vorzeichen; also, weil 
@ positiv ist, auch ÆV + aN und a JY. Demnach enthalten die Reihen — 
—2 —3 —1 —2 —1 
25 4o, N+t+aN, V+ aN; 
—2 —3 —1 —9 —l 
-»5 WV+alN, N+ al, al, 
eine gleiche Anzahl von Folgen, so dafs also die erste, wie nach dem 


obigen die letzte, wenigstens f-]- 1 Folgen enthält. Aber auch V+ aN 
und @JV haben offenbar einerlei Zeichen. Demnach geben diese beiden 
Glieder auch eine Folge, und die Reihe: | 
„NtaN, NtaN, V+eN, al; 
d. i. das Product Pla + a), hat also wenigstens + 2, Folgen. 
pg) P' habe zuletzt einen Wechsel, so dafs also N, N, d Vor: 
zeichen haben. 
‚Die letzte Folge finde statt bei Y, W, so dafs nachher EN 
Wechsel folgen. Also hat 
—k+1 ‘Pike 
P! — gy tte Nama — emm VAS 
nur f, und folglich nach der Annahme 


—k+ | 
(P. — Nantes Nat Nan) (e+ 0) 


* 
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wenigstens f+1 Folgen. Die letzten Glicder dires Products sind: 
2 —k—2 —k Pur AU Y M 


0.2.55, N+aN, N+anN, aN, | 
wo also wenigstens f + 1 Folgen vorkommen. Die letzten Glieder von 
8 + a) sind: » 


jas —k—.9 —k —k-ı -k4a —k —k+2 —k+ı 
> N+aN, N+aN, N+aN, N--aN, 
—k+3 —k+2 


NHeanN,...., N-FaN, N--aN, aN. 
—k —K41 
Da nun J, N gleiche Vorzeichen haben, so ist klar, dafs die Reihen 
st pig wp Cd ir DEM | 
“er NaN, N+ GN, aN; 
hat —k—2 —k —-k—i1 —k+ti. | —k 
ous NtaN, N-EaN, NaN, 
gleich viele, nemlich wenigstens f-l-1 Folgen enthalten. 


—k  —k42 —k+ 
Gäbe nun Wt al, N-poN in der Reihe für P! (e + a) keine 


Folge, sondern einen. Wechsel, so müfste, wegen der Gleichheit der Vor- 


—k —k-+1 
zeichen von JV, JV, das Vorzeichen des zweiten Gliedes mit dem Vor- 
—k-r2 —k-+1 # 


zeichen von /V einerlei sein, weil, wenn es mit dem von JV einerlei 


ware, kein Wechsel, sondern eine Folge entstehen wiirde. Gabe ferner 
—k Ii ts Aa 0| x 
auch V+aW, JV 4- a /V keine Folge, so müfste das Vorzeichen des zwei. 
^" . —k-+-2 . À LA . T ® 
ten Gliedes, da das erste mit /V einerlei Vorzeichen hat, dem Vorzei- 
my ESA ON : : : AU 
chen von /Y gleich sein. Man sieht, wie man auf diese Art weiter ge- . 


hen kann. Gäbe es nun auch bis zu JV + «IV keine Folge, so mülste 


dieses Glied doch mit JV gleiches Vorzeichen haben, so dafs also JV + a Y, 
cÍV bestimmt noch eine Folge geben würde. Also hat P’(x + a) auch 
in diesem Falle wenigstens / +2 Folgen, und unser Satz gilt folglich für 
jedes Polynom mit p 1 Folgen, wenn er für jedes FAR mit f Fol- 
gen gilt. 

Für f = 0 ist nun die Folge der Zeichen entweder 
++ — + —...,. + —, oder 
iode pen algae e 

Also für das Product P/(x + a) entweder 
+ a4 eat 314 
Rte +++ 


oder 
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+++ +++ | 
+++ 44H | 
Gabe es nun auch bis zum vorletzten Gliede gar keine Folge, so 
dafs also, weil das erste Glied immer positiv ist, die Zeichen bis zum 
" vorletzten Gliede des Products mit den Zeichen der obern Reihe einer- 
lei waren, so würde sich doch immer aus den beiden letzten Gliedern 
eine Folge, entweder — — oder + + ergeben, und das Product wiirde 
also immer wenigstens 0-+-1 Folgen haben. Demnach gilt unser Satz für 
jedes Polynom mit 0 Folgen, und ist also nach dem Obigen allgemein. 


Di 

Der zweite Theil unsers Satzes verstattet eine ganz ähnliche Aus- 

führung. Man nehme an, dafs für jedes Polynom P mit w Wechseln, 

P(x—a), wenigstens zo + 1 Wechsel habe, so ist zu zeigen, dafs für je- _ 
des Polynom P’ mit w +1 Wechseln, P'{x— a) wenistens zv +2 Wech- 

. sel haben müsse. 


oa) P' habe zuletzt einen Wechsel, so dafs also Vy, IV ungleiche Ziei- 
"chen haben. Demnach hat | 
FR P'— Nx", 
nur w, und folglich nach der Annahme: 
| (P!— Na?) (s — à), 
wenigstens w + 1 Wechsel. Die letzten Glieder der Producte 
P'(x —a) und (P’— Nx") (x — a) sind: 
ans D RU -2 —1 
N—aN, N—aN, N—al, — a; 
—2 —3 — —2 —1 
2.., V—aN, N—aN, —a XN. 


Da Ny, IV ungleiche Vorzeichen haben, so ist klar, dafs immer 


ve 


— à IN. mit N, also auch mit N— aN, einerlei Vorzeichen hat, und 
dafs also, wenn man von der ersten der obigen Reihen das letzte Glied 
unberücksichtigt läfst, diese beiden Reihen gleich viele, nemlich nach 
dem Vorhergehenden, wenigstens w- 1 Wechsel enthalten. Nun hat 


aber IV — «IV einerlei Zeichen mit N, — a N dagegen das entgegenge- 


CUM also geben die Glieder N—anN, —alV noch einen Wechsel, und 
die erste Reihe, d. i. das Product P'(r— a), hat demnach wenigstens 


uw -- 9 Wechsel. | 
‘Crelle’s Journal. II. Bd. 4. rft. AA 
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PR) P' habe zuletzt eine FUR. so dafs N, N gleiche VRR haben. 
er ch 
Der letzte Wechsel trete ein bei JV, IV, so dafs dann nur Folgen, 


also lauter gleiche Vorzeichen, statt finden. Das Polynom 
d'a Wa I anti Ome e — C Ia" 


hat also nur w, folglich nach der Annahme das Product 


—k--1 —k-r2 
(Pi — Nort — Nat — 1... — INx")(x— 0), 
wenigstens w-+1 Wechsel. Die Coefficienten der letzten Glieder dieses 


Products sind: 
1 —k-2 —k X 
e + @ * 5 IV — a IV, JY — a NW, op 


die Coefficienten der letzten Glieder des Products P'(x—&) aber: 


—k—1 —k—2 =k ki — ii —k  —k+2 —k-+41 
» ay uis dives deve WEL 2 NC ON CP 
—k+3 —k+2 mT —2 —1 
N—aN,...., V—aN, N—al, —aN. 


—k —k-+1 —k+1 —k' rs 
Da N, N d Ak icr an Zeichen haben, so hat N—aN mit JV. 


also mit Jic uod einerlei Vorzeichen, und die Rosner 


Rc Lak —k-ı La 
LR Use 1 Ck LESE FE NR —k 


05, N—QN, N—aN, N—aN, 


iieri also gleich viele, d. h. wenigstens w-+-1 Wechsel. Gabe nun 
—k41 —k —k+2 ~—K+41 
N—aN, N—a NS eas Wechsel, sondern einé Folge, so müfste, da 


des erste Glied mit "N ‚gleiches Zeichen hat, auch das zweite Glied mit 


—k+2 
E ud folglich, da bei UN ER letzte Neo Te eintritt, auch mit N glei- 


tie de Dep tere 
ches Zeichen haben. Gabe ferner auch N—aN, N—aN keinen Wech- 
sel, sondern eine Folge, so müfste, da das erste Glied und Vv einerlei 
Zeichen haben, auch das letzte mit AN, also auch mire einerlei Zei- 
chen haben. Gabe es nun bis ALARME Wechsel, so müfste doch 
nach der gebrauchten Schlufsart V— a N mit WV einerlei Zeichen haben, 


und N—aN, — a IN güben daher bestimmt noch einen Wechsel, so 
dafs P'(x — a) also immer wenigstens w + 2 Wechsel-hat, und unser 
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Satz demnach für jedes Polynom mit zo -]- 1 Wechseln gilt, wenn er für 
A Jeges Polynom mit w Wechseln gilt. 


Für zs — 0 ist die Folge der Zeichen 
LEGE +++ 
da, weil wir das erste Glied, wie es zu unserm Zwecke verstattet ist, 
als positiv angenommen haben, die Folge 


m eee DÀ = e e . wees  — See meee 


‘nicht vorkommen kann. DieFolge der Zeichen für das Product P(x — o) 
ist also: 
+++ +++ 


und es erhellet augenblicklich, dafs, wenn es auch bis zum sörtetsien 
Gliede keinen Wechsel gäbe, die beiden letzten Glieder doch den Wech- 
sel + — hervorbringen müfsten, so dafs also im Producte immer we- 
nigstens. O+1 Wechsel vorkommen müssen. Da nun unser Satz für 
w=0 gilt, so ist er nach dem Obigen allgemein. 


6. 
Nun ist es leicht folgenden Satz zu beweisen: 


Die Zahl der positiven Wurzeln einer Gleichung ist höchstens so 
grofs als die Anzahl der Wechsel, die Zahl der negativen Wurzeln höch- 
stens so grofs als die Anzahl der Folgen in ihrer Function. 


a) Die Gleichung y — 0, deren erstes Glied als positiv angenommen 
werden kann, habe die positiven Wurzeln p', p", p'^, ... ., an der 
Zahl — p, so kann man bekanntlich voraussetzen : 

y = P(s— p) (e p) pese 

Habe nun P w Zeichenwechsel, so haben, nach dem Bewiesenen, 
die Producte 

P (x — p^), P(x — p^) (5 — p^), P(x— p^) (6— p^) (6— p^) ete, 
wenigstens zo + 1, ze +9, w+3,.... Wechsel; also überhaupt y we- 
nigstens z + p Wechsel, so dafs As wenn auch zv — 0 ware, die An- . 

zahl der Wechsel in y doch nie «Cp ist, w. z. b. w. 

wa: ß) Die NE y — 0 habe die negativen Wurzeln — n', — n", 


— n", ,...4, an der Zahl = 7, so-kann man setzen: 


== (x + 21) Gt 27) (c + ^). 


A A x 
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Ist nun die Anzahl der Folgen in @==f, so haben die Producte 
Olan), O(n’) (s 4- n^), Q Gs 4) (-4-^^) (en) ete, 
wenigstens f + 1, f +92, f+3, .... Folgen; also überhaupt y wenigstens 
f-+ n Folgen, so dafs folglich, wenn auch f—0 wäre, die Anzahl der 

Folgen in y doch nie <7 ist, w. z. b. w. 


4. 

Der vorhergehende Satz gilt auch, wenn die Gleichung imaginare 
Wurzeln hat. Hat aber die Gleichung lauter reelle Wurzeln,.so ist im- 
mer die Anzahl der positiven Wurzeln der Anzahl der Wechsel, die 
Anzahl der negativen Wurzeln der Anzahl der Folgen in der Function 
der Gleichung. Dies ist der eigentliche, sogenannte Harriotische Satz, 
der sich aber in Harriots Werken nicht findet, sondern zuerst von 
Descartes in ;,Discours de la methode. pour bien conduire sa raison, 
et chercher la verité dans les sciences. Plus la Dioptrigue, les Météores 
et la Géométrie, qui sont des essais de cette méthode. A Leyde 1637 
p. 373,” vorgetragen wird. Der Beweis ist nun leicht. Die gegebene 
Gleichung sei vom mten Grade, so erhellet augenblicklich die Richtig- 
keit folgender Gleichungen: 

NEL. ac Pub yu ean. 
wo die Buchstaben ihre frühere Bedeutung behalten. 

Ware nun p nicht — w, so sei, da nach dem Vorhergehenden ? 
nie > w sein kann, 

p «uw 

Also pn—pleuw--f—uw,d.i n>w, da doch auch z nie ee 
werden kann. Also ist p— wy, woraus unmittelbar mittelst der obigen 
Gleichungen folgt, dafs auch n —Jf ist, w. z. b. we 
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34. 

Ueber die Bestimmung der Rectascension und Decli- 
nation eines Sterns aus den gemessenen Distanzen des- 
selben von zwei bekannten Sternen. 

(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preulsen.) 


Die Bestimmung des Ortes eines Sterns aus seinen Distanzen von zwei 
bekannten Sternórtern ist ein Problem, das trotz scheinbarer Einfachheit. 
kaum eine elegante, für die Berechnung bequeme Auflosung zuzulassen 
scheint. Es kommt dieses Problem, wie leicht zu sehen ist, mit dem. 
jenigen überein, wo man die Polhóhe eines Ortes aus den grids 


Hohen zweier bekannten Sterne sucht, welches Krafft im 13ten Bande ae 


der Petersburger Vase Acta pag.477 sqq. und Gaufs in einer besonders 
gedruckten Abhandlung vom J. 1808 behandelt haben. | Ich werde hier 
das Endresultat geben, aus dessen Complication man die Schwierigkei- 
ten ermessen kann, die dem Auffinden einer eleganten Methode der Be- 
rechnung im Wege stehen. 

Es seien &, «/, «^ die Rectascensionen dreier Sterne S, |$/, S", 
0, 6’, 0" ihre Declinationen; es sei D die Distanz von S’ und S", Dé 
die gemessene Distanz von ($^ und S, D" von S und S'. Setzt man 
nun der Kürze wegen: | 


/ ASS D'—D'^... f(D--D'"'—D^ |. (b Hio 
oen" s, (PED ya (DD (PEDO iy 
cos J)"— cos D cos D' = A, 
| cos D/ — cos D cos D — A", 
so finde ich: 
T'ON: / u 
1) sin D°. cosd sin («.— andl — 


sin ek COS: ee) A de sin (=) (— cos o^ A‘ + cos o" A. 


sin 


f a! al! Kr 
2) sin D°.cos0 cos («.— ate) = 
| EN Ms yl, | | | 
sin (0^ -- 0^) sin (= 5 s ) A + cos Fe (cos 0^ A‘ + cos 0” A^ 
3) sin D'.sinO = — cosd’ cos à" sin (a — a’) A + sin 9' A' -]- sind” A". 
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Da À hier positiv oder negativ genommen werden kann, so ent- 
halten diese Formeln, von denen zwei die dritte mit sich führen, die 
beiden möglichen Auflösungen der Aufgabe. — 
Zu diesen Formeln kann man auf folgendem kurzen und directen 
Wege ohne Beihülfe der sphärischen Trigonometrie gelangen. $ 
Man nenne x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten von $; x‘, y', 2° 
vom 555 mpi", 25^. von S, ferner R, R/, R" die Entfernungen von #, 
iS^, S" vom Anfangspuncte der Coordinaten, so hat man die drei be- 
kannten Gleichungen der analytischen Geometrie: IPSE 
| x (y' Bi —»*"z) =. y (2! x" — 2/42") H- z (x y — ax" y^) = RRR AD, 
ia +yy‘ zz eui 

ra + y + 22" = RRA. 

| Bemerkt man noch die beiden bekannten Formeln: 

a yy oe Qr! a y! zy 4e (luta s] = RO RN sin D’, 
AE x {xt te y tete 2!2 (4 LI R' R^ cos D, 

80 let aus Auflösung dieser 3 Gleichungen nach einigen Reductionen: 

AD li / “AM 
bin DB ad: (WET ey d es quate 





R' n. pas Yr 
x y mir nl ud y A A AU 
sin D' 7 pos Caci BR” ree) AE Co 


5 T NN oly — ey ie n4 AU 
sinD'z- = ( nn) A + aS a oA tu 


Denkt man sich die Ebene des Aequators als die Ebene der 2, y, 
und in dieser die y Achse so gelegt, dafs sie mit der Linie, von welcher 


. . 2 . a a 
an die Rectascensionen gezählt werden, den Winkel dr Tots 


macht, so 
hat man: 








x x aa! y a! d- o! z 7 
= = cos Ó sin (a — Ces) | qp cose cos (at), a > sind, | 
x! a/—ea / a'— a z' uet 
FR = — cos d’sin a 47 = cos 0/ cos Boy qj = sin 0”, 
onl! T BAS ce! Fan alt a T z^ y i 
Ri = COS Oo’ sin ( =) i Iz — cos 0" cos or) > $477 sin ove 


Die Substitution dieser Werthe in die fiir m a = gefundenen 
Ausdrücke giebt die zu Anfang aufgestellten Resultate. 
Den 20sten August 1827. 


à 
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ias ! 35. dst 

Ueber die Pfaffsche Methode, eine gewöhnliche lineàre 

Differentialgleichung zwischen 27 Variabeln durch ein 
System von z Gleichungen zu integriren. 


(Von Herrn Prof C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 





Erste-Abhandlnng. 


1. 
Prare hat in einer Abhandlung, welche unter denen der Berliner Aca- 
demie vom J. 1814—15 zu lesen ist, gezeigt, wie man jede Gleichung 
von der Form: 
| X 0x, + X,dx,+.... + X, 0x, = 0, 

wo X, A, X,, . 5.., X,, beliebige Functionen von z,, X, %3) +> - 

- +, Tan Sind, durch ein System von z Gleicliungen integriren kann, von 
welcher Aufgabe die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen z Variabeln nur ein besonderer Fall ist. Zu 
diesem Ende drückt er 22 — 1 von den Variabeln x,, 2, ++ . +> Lon 
durch die übrige x, und durch 27 — 1 neue Grófsen @,, €, + + +, Qs 
aus, WO ds, @,,. .. ra, gewisse Functionen von 2z,.2,5 . = «5 Dan 
sind, Nach solcher Substitution verwandelt sich die Gleichung: 
| X,0x, + X,0x, 4-.... 4 - X500, 
immer in eine andere von der Form: 

Vox, + A,da,+ 4,92, + ....4+ 4,90, == 0, 

WOT MAE. . crop ee PUNCHONED AVON: Xu. Qu Casi terse saa ped 
sind. Die Functionen @,, 4,4. . .., Gon; bestimmt nun Pfaff so, daf. 
U= 0, und x, in den Grofsen 4, 4,, . . . ., Ay, nur in einem allen 
gemeinschaftlichen Factor vorkommt. Dividirt man mit diesem, so hat 
man die gegebene Gleichung in eine andere àhnliche, aber nur zwi- 
schen 27 — 1 Variabeln @,, &,, . . . ., 4, verwandelt. Da dieses Ver- 
fahren nur bei einer geraden Anzahl Variabeln möglich ist, so kann 
man diese nicht minder auf eben die Weise in eine Gleichung zwischen 
nur 92 — 2 Variabeln verwandeln. Pfaff setzt daher eine dieser Va- 
riabeln einer Constante gleich, und verwandelt dann wieder die Glei- 
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chung zwischen den noch übrigen 27 — 2 Variabeln, in eine andere 
zwischen nur 27 —3 Variabeln, deren eine er wieder einer Constante 
gleich setzt, und so fortfihrt, bis er auf eine Gleichung zwischen nur 
2 Variabeln kommt, deren Integration die letzte rte Gleichung mit der 
nten willkürlichen Constante giebt. Auf diese Weise hat er die gege- 
bene Gleichung durch ein System von z Gleichungen mit 7 willkür- 
lichen Constanten integrirt. ; 


Pfaff zeigt dann weiter auf eine àhnliche Art, wie es bei den 
partiellen Differentialgleichungen zu geschehen pflegt, dafs man aus sol- 
cher Lösung mit 2 willkürlichen Constanten andere Lösungen mit will- 
kürlichen Functionen ableiten. kann. Man denke sich nemlich die 7 
Integralgleichungen auf die Form gebracht: 

Hom MP Ou giu esu 
wo €,, €,, ...., €,, die willkürlichen Constanten sind, und F,, 
F,, ...., F, diese nicht mehr enthalten. Denkt man sich jetzt die 
Grofsen €C,, C,, ...., C, als Variabeln, so mufs sich, vermöge der 
Gleichungen 
Fes. = Gris diem. 


der Ausdruck 
X, 0x, + X,0x, dr .... T X4, 0x,, 
in einen anderen verwandeln lassen von der Form 
| K;0 3E KO Curis obi 06, 
weil dieser Ausdruck verschwinden mufs, wenn €,, €,, .. .., C, Con- 
stanten gleich gesetzt werden. Es mufs also auf identische Weise sein: 
X + AGO x, b... FRI == AOF HA OF Ba 4 Kok. 
Dieser Ausdruck versehwindet nun aber nicht blofs, wenn IE. d 
. . ., F, Constanten gleich gesetzt werden, sondern auch, indem. man zz 
der Grüfsen I, F,, ...., F, als beliebige Functionen der übrigen setzt; 


3 p . 
z.B. FL, Fe, . .,:, F, als Functionen yon Tig QAM ikea 


wodurch | | | 
KON + K,0 Fr... Ao P, IL 0 Font IL OR dci 4 IL QU 
wird, und alsdann die Gleichungen _ | | 
If. = 0, Lio, ", LM lace, $E 
hinzufugt. Hat man 


F 
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F, xm J^ OPERI DM m+29 °°) By, 
Be m+19 DEUS SES 


P, — LE, m1 3 AUS WAS FE) 
gesetzt, so wird 


"n = K E +... +4, (2 m) + Es 


I, = K,( m ) +: me C he x 














Ten (D) es ha (OEE) e 
und die gegebene Gleichung 
X 0x, + X,0x,+.... + X,,0x,, = 0 
wird Buch integrirt durch das I der 2 Gleichungen 
T 4, m1 9 ESS E), 
I, — V, QU, m1 9 Iia» LL 10}, 








mes LEE m42»**** y £) 
NIE ae TUS MA f 0: 
Endlich erhält man noch eine Lösung, wenn man 
En RT a, 
setzt, was mit derjenigen, wo man Pj, F,, ...., F, willkürlichen Con- 
stanten gleich setzt, gewissermalsen die beiden extremen Fälle bildet, 
welche der sogenannten singulären und vollständigen Lösung bei den par- 
tiellen Differentialgleichungen, die übrigen aber den sogenannten allge- 
meinen Lösungen entsprechen. Alle diese Lösungen haben einen be- 
‘stimmten, unter sich verschiedenen Character, und man wird z. B. nie 
die ursprüngliche Lösung mit 7 willkürlichen Constanten erhalten kön- 
nen, indem man Functionen mit 7 Constanten für die willkürlichen Func- 
tionen annimmt. Pfaff hat nur diejenige Lösung angegeben, wo man 
eine der Functionen Z,, F,,...., F, als Function der übrigen setzt. © 


- 


Man sieht aus dem Vorhergehenden, dafs alles auf eine allgemeine 
Methode, die Functionen & , @,,...., @,,2, jedesmal zu bestimmen, an- 
kommt, welches wir jetzt nach Pfaffs Anleitung unternehmen wollen. 

Crelle’s Journal. II. Bd. 4. H ft. 45 
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Es sei also die Gleichung: 
= XO RN, EI A o HA AX, Ou, 

gegeben. Es seien @,, &,, .. .., @ gewisse Functionen von x, x, 
Toy ...., Ly, und man denke sich z,, x,, ...., 4, durch diese und durch 
x ausgedrückt. Die unter dieser Voraussetzung nach x, &,, @,,+-+45 Q 
£enommenen partiellen Differentiale werde ich ohne Klammern bezeich- 
nen, so dafs also z. B. 

DES sabe (2939 0%; (835 0%; Ay Ox, 

Duo he rn "Bas V La "3a. Lese 5 Oa 


Ox, OZ: 0 Xp 














Die uu © Gleichung | d 
= Xóx- X0, + X,0z, +... + X,0z;, 
verwandelt ua demnach in folgende: 


ON U0 x -- 4,00, + 490,4 ....44,90,, 









































wo 
DENKE Md ues + x, 52, 
de gucci 2s 
— uA ! 608 | O Xp 
A EET Aie Xue dde: 
yd eee Ó 
À, = TX de. 
Man setze nun Mii 
OX. 
ONE S Se + LÉ Sree ante Era 
Damit ferner x in 4,, 4,, .. , 4, nur in einem allen gemeinschaftli.. 
chen Factor M vorkomme, nate man haben: 
A, OAs Ir Ode) horn 100 Vi olay Abney, | 4 
4 TE A Oe oai n cde" Rie ia FR 
Clog: wi Ol 3.250 08 ae Olog U 2: 
Or n du Qu Ue TENSION TER Bg. ALT g.ume 


Es sei nun | 
A Ox; - 0%, ail 
AZ XA + Xe +... cb Xs 25 
aus welchem Ausdruck man die verschiedenen M von od, 1247, ... 


> 4, erhält, wenn man für @ nach einander Oy 055: ofr ag bsetat 
so hat man: | 
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0A ox = OX, dx, 0X, xp * 


Me Mid das io hr veu uod ia ges s ps 
Pd o^ d, EE 

TX. 2 Ox Te + À POadx 

Aus der Gleichung 
y i À + À 

















0%; O > 
XS Vo x 
folgt aber, wenn man sie RD a differentiirt, 
RO m 0 Der, qv 
A. Jade Mesa ip Pb 


N tarde e 














Nun hat man: 


















































der deu Er Sit od IT 
oU rU vag des tae) oct 
ee ES eet Ge oe 






























































+ 29+ G2) et. +t) 
Ferner 
rer tr Où 
et c rerba) Sa 
+ EI Er ete (22-289 














Qapyfífí o X OX. Qa or: o X, 0 Xp 
i a eget laa) a hse) as ts erie): 5: 
Die Differenz beider Ausdrücke giebt Sob, Man setze der Kürze 
wegen & it) — ($25 — (a, Q), wo also (a, 2) + (Q, &) = 0, und z.B. 


Q xB Cty 
on = G2) G2) 











+ X 


45” 
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ee A 
so erhalt man e E 
Qc 





























22 [4,0-E. DEI Sn pe} 
+ seo O-GDSSL FIT HONTE 
"s[soronter-oenr$rs +. ton) 
EE (9,0) 49,028 - A (p,2) TM QE i dete MEE 
d man für @ nach einander @,, @,, . . . ., @,, so erhält man 


D He DM. Cbr 

Oxy roar nugM Oc 

Nun soll, welche der Gröfsen @,, 9, . . . ., @ man für @ setze, immer 
0 A A OU Clog U 








aus dieser Formel die verschiedenen Ausdrücke für 








setzt, oder 
0A T Ox, > Ox, ef 
SNS 52 . NX, + 32 NX, X .. ecb . VX, 
welches der Fall sein wird, sobald die Cocfficienten von ae 5 => 
255 m in beiden für pe gefundenen Ausdriicken respective gleich 











sind. Man erhalt hieraus die Gleichungen: 


NX = (1,0) He. +l, 525 eet t pt 
VESPERE at SP 0 “+808 


; Ox eo s 
NX, = (p0) OD SF o2 zT eos 

ee PIE . . Ox, O 2 : 
Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit M XR qu yr rx 
und addirt, so erhalt man 


{x tp ae alu, S 


Ut yes BEE 


indem alle “es ore sich aufheben, oder da 


qu XY: 


Ox, 


: 
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die Gleichung: 


NX = (0, 1) 52s 


Op 











3- (0,2) 893 «T. 0 


Man erhalt auf diese Weise p + 1 lineäre CONO UR VIE den 


p + 1 unbekannten Grófsen JV, ey E à À OR PUN. 








Es hat sich also alles auf blofse Relationen zwischen den nach x ge- 











| ; : Q Ox O : 

nommenen Differentialen 2 : SE HS T e ES reducirt. Nun erhellet, 

dafs wenn man aus den aufzestellten Gleichungen für dan Od: ro Ox, 
Qa ^0 Ox 


p P . 
resp. die Mieithe ZE Y y dies 7 findet, die gesuchten Functionen @,, 


D 1.7. I, satin Functionen sind, welche bei Integration der 
Gleichungen: 
0M. he Pot Een NE Oe OR ver eom 


p p? 
den p willkürlichen Constanten gleich gesetzt werden. Denn indem 


man nur die partiellen Differentiale nach x sucht, setzt man eben @,, 
0,, .. . ., Q, constant. In diesem Falle aber erhält man: 
À an: DER BRUTTO NOM OPT Pe IP. ele. 


p? 
oder 

Qus Pa 00% 0 Fa Ox, __ Vo 

Dio ds x E an a E Conca rA Be 
wie verlangt wurde. Findet man also aus den gefundenen p + 1 Glei- 
chungen die Werthe von /, /,, P,,...., Vp, so giebt die Integration 
der Gleichungen: 

dx : 0 %,.: . x, : EUR ar, 

die gesuchten Functionen 4,, Q,y «1.05. pe 








2 
Je 


; : 03. On Ox 
Die Gleichungen, aus denen man 1, M, 220 7 Zu suchen 
Ox” Of Ox 








hat, sind dem Obigen zufolge, wenn man mit 0x multiplicirt: 
MX Ox x + (0, 1)9x, + (0, 20x, +.... + (6559 ,, 
NX,0x% = (1,0)0x + s + (1,2)9;4-.... + (1, p)ex,, 
A AX. dà (2, OV 000 (2 1)0x,--, 8, pe pune te 2, p) 62; 


AWX,0x = (p,0)0x 4- (p, Dom + (Dom +... + + 
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Findet man aus diesen Gleichungen: 


NW, 0 NF, 
A a TES Qo; s ce (a) EET a so wird: 
0 0 26/110 00] rÀ . ai: ad, Er: AM DIE 
A 


Ferner erhält man V = —— 


Die Gleichungen (A) haben sehr merkwürdige Eigenschaften.. Das 
Characteristische derselben ist, dafs die Verticalreihen der Coefficienten 
gerade das Negative der Horizontalreihen sind; daher auch diejenigen 
Glieder, in welchen die rate Horizontalreihe und. die zate Verticalreihe . 
zusammentreffen, verschwinden, wie es durch die in der Diagonale sich 
befindenden Sternchen anschaulich wird. Aus dieser Eigenschaft folgt 
zunáchst, dafs p--1, oder die Anzabl der Variabeln x, x, 2,, ...., Xpy 
eine gerade Zahl sein mufs. Es ist nemlich bekannt, dafs man bei je- 
dem System von 2 Gleichungen zwischen 2 unbekannten Gröfsen, darauf 
zu sehen hat, ob nicht der den Werthen der Unbekannten gemeinsame 
Nenner, welchen G aufs in den Disquis. Arithm. mit dem Namen De- 
terminante bezeichnet, verschwinden könne; welches ein Zeichen ist, 
dafs das System der 2 Gleichungen nicht bestehen kann, wofern nicht 
etwa eine Bedingungsgleichung zwischen den Constanten Statt findet, ver- 
möge welcher die zte Gleichung eine Folge der übrigen 2 — 1 Gleichun- 
zen ist. Nun bleibt nach dem bekannten Algorithmus, nach welchem 
die Determinante gebildet wird, diese unverändert, wenn man die Ho- 
rizontalreihen und Verticalreihen der Coefficienten mit einander ver- 
tauscht. Für unsern besondern Fall nun wird, wenn wir die Determi- 
nante mit A bezeichnen, hieraus folgen: A — (— 1)" A, da jedes Glied 
der Determinante ein Product aus p-|-1 Coefficienten ist, von denen je- 
der durch Vertauschung der Horizontal- und Verticalreihen sich in sein : 
Negatives verwandelt. Diese Gleichung A z- (— 1)" A aber kann nur 
bestehen, wenn p-1 eine gerade Zahl ist, wofern nicht A=0 sein soll. 

Ich will jetzt einige specielle Fálle entwickeln. 


Fur p 4-1 — 4, erhält man: 
DE tr og ey t'y 
15 E x 2)X + * + (0, 3) X, +/(2, 0) X3, 
Ps = (3X BOX + € + (00X, 
PV, = Q,0X + \(0,2X, + (1,0)X, EL * | : 
A = 0, D (3,2) + (0,3) (2, 1) + "i 9) 87 


rA — 
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Cn 


Für p-|-1-—6, erhält man, wenn man, der Kürze wegen, mit (1, 2, 2, 4) 
den Ausdruck % 
— 0521 (39 4) + 3) 4 2) +4 (2,3) 
bezeichnet, und nach diesem Typus die ähnlichen Ausdrücke bildet: 
Vo 0* -4-(23,55)X,-(3,4,5,0)X,-1-(4,5,1,2) X. -1-(5,1,2,3) Xb (1,2,3,4) X,, 
F.m(22,5X-L + +(4,3,5,0)X,4-(5,4,0,2)X,+ (0,5,2,3) XL (2,0.3,) X,, 
7, —(1,3,4,5)X-L-(3,4,5,0) X, + * + (4,5,0,1)X,-+ (5,0,1,3) X, + (0,1,3,4) X,, 
P= (2)1,4,5)X --(4,2,50)X,-7(5,4,0,1) X,-- " * ^ ^ -L(0,5,1,9) X,-E (10,2, X, 
V^, = (12,3,5)X + (2,3,5,0)X,-1- (305,01) X,--(5,0,1,9) X,-E . «^: (0,1,2,3) X, 
V, = (2,1,3,4)X 4- (3,2,4,0)X,-+ (4,3,0,1)X,+ (0,4,1,2)X,2-(1,0,9,3)X,-- Va 

Um die allgemeine Bildungsweise dieser Ausdrücke auseinander 
zu setzen, werde ich sagen, dafs man einen Typus einen Cyclus durch- 
laufen lasse, indem man für die Zahlenelemente 0, 1, 2, ....; p, aus 
denen er gebildet ist, nach einander resp. setzt: | 

0, 1, 2, 3, ...., p—1, p, 


1-20 295 4565 CNRS À 0, 
3n 3519829, 02. -Liió N05 hz; 
p—41, p, 0, 02, p—3, p—2, 


1, 
| p90,123,...., p—2, p—1. 

Man erhalt so, wie man an dem letzten Beispiele sehen kann, den 
Ausdruck, welcher 77, gleich ist, aus einem seiner Glieder, indem man 
es den Cyclus durchlaufen lüfst, nachdem man aus der Zahlenreihe 0, 
1,2, ...., p die Zahl zz fortgelassen hat, wobei zu bemerken ist, dafs 
man das Gleiche auch mit dem Index von X zu thun hat. So erhalt 
man aus dem»Gliede (3,2, 4, 5).X, in dem für 7, gefundenen Ausdruck | 
die übrigen, indem man für 0,2, 3,4, 5 nacheinander setzt. 2, 3, 4, 5, 0; 
3,4,5,0,2; 4, 5, 0, 2,3; 5,0,2,3, 4. Ferner erhält man aus dem ganzen 
für 77, gefundenen Ausdruck immer den folgenden für /,,,, wenn man 
für^0, 1, 2, 3, ... .., p resp. setzt, 1, 2, 3, ... ., p, 0, und in dem mit 
einer Klammer bezeichneten Typus die beiden ersten Elemente versetzt. 
So erhält man aus dem Gliede (1, 0, 2,4) X; in 7,, indem man für 0,1, 
2, 3, 4, 5, resp. 1, 2, 3, 4, 5, O setzt, das Glied (2, 1,3, 5).X, und indem man 
die beiden ersten Elemente in (2, 1, 3, 5) versetzt, das Glied (1,2,3,5) X, 
welches das erste Glied in dem für 7, gefundenen Ausdruck ist. — 

Es bleibt noch übrig, die Bildung eines solchen Typus, wie (1,2, 
3,4) anzugeben. Setzt man für p-]-1 Elemente den Coefficienten von 
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X, in V gleich (2, 3, 4, 5, ... ., p—4, p), so wird (2, 3, ...., p) aus 
1xX3x5X....Xp—2 Ghedern bestehen. Das erste von diesen wird: 
(2; 3). (4,5). (6,7)... . (p-—1, py | 

Aus diesem bilde man p —2, indem man die letzten p —2 Elemente 

3, 4, ...., p einen Cyclus durchlaufen läfst. Aus jedem dieser p — 2 

Glieder bilde man p —4, indem man die letzten p —4 Elemente 5, 6, ... 

. +) p einen Cyclus durchlaufen läfst, u. s. w., bis zuletzt die drei letz- 

ten Elemente p — 2, p — 1, p den Cyclus zu durchlaufen haben. Auf 
diese Weise erhált man z. B. 


(2, 3, 4, 5, 6, 7) = 

(2,3).(4, 5).(6,7) + (2, 3.05 6).(7, 5) + II. (5 7). (5 6) 
+ (2, 4)-(5,6).(7, 3) + & 9:89:86) + (2, 4). (5, 3). (6, 7) 
+ (2, 5). (6,7). (3, 4) + (2,5)-(6,3)-4 + @,5)-(, 4. (7, 3) 
+ (2, 6). (7, 3).(4,5) + @, 6)-(7, 4).(5, 3) + (2, 6). (7, 5). (3, 4) 


+ 87.89.86 + @;7).(3, 5). (6,4) + (2; 7). 3, 6). (4, 5). 
Ist p + 1 eine ungerade Zahl, so haben wir gesehen, dafs immer 
eine Bedingungsgleichung Statt finden mufs, wenn die Gleichungen (A) 
möglich sein sollen, oder wenn man die Gleichung 
0 = Xa Xe} 4,04, 4 - te XK, Os, 
auf eine ähnliche Gleichung zwischen nur p Variabeln soll zurückführen 
können. Für p + 1 = 3 wird diese Bedingungsgleichung 
X(1,2) + X, 3,0) + X,(0, 1) = 0; 
welches die bekannte Conditio integrabilitatis ist. 
Für p + 1 — 5 wird sie | 
X(1,2,3/0) 4- X; 2,3,4, 0) 4- X. 3,4,0,1) 4- X,(1,0, 1,2) + X,(0, 4,2, 3) = 0. 
Allgemein, wenn p--1 eine ungerade Zahl ist, wird sie 
EX(1, 2, 3,....,p) = 0, 
wo man aus X(1, 2, 3,...., p) die sämmtlichen Glieder des mit 3 be- 
zeichneten Aggregats bildet, indem man 0, 1, 2, .. .., p einen Cyclus 
durchlaufen láfst. Dies ist also die Bedingungsgleichung, dafs die Glei- 
chung | 
0 — X0x+X, 0x, + X,02, tn. + X,02,, 
wo peine gerade Zahl ist, durch ein System von gh Gleichungen inte- 
grirt werden könne. | 
Die Aufstellung und Behandlung der Hejhlinsen (A) in der ele- 
ganten und vollkommen symmetrischen Form, wie sie hier gegeben sind, 
1St 
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ist das Eigenthümliche und der eigentliche Zweck dieser Abhand- 
lung; doch mufste, des Zusammenhanges wegen, auch das Uebrige der 
Pfaffschen Methode kürzlich dargestellt werden. Es haben diese Clei- 
chungen grofse Aehnlichkeit mit derjenigen bekannten Art, wo die Ho- 
rızontalreihen und Verticalreihen der Coefficienten dieselben sind, wel- 
chen man in sehr vielen analytischen Untersuchungen, unter andern auch 
bei der Methode der kleinsten Quadrate, begegnet. In den für U, 7, etc. 
gefundenen Ausdrücken sind die Horizontalreihen und Verticalreihen der 
Coefficienten von .X, .X, etc. wieder das Negative von einander, so wie 
in den Resultaten, welche dort die Auflósung giebt, beide Reihen wieder 
dieselben sind. Wendet man den von Gauls in der Abhandlung über 
die elliptischen Elemente der Pallas gegebenen Algorithmus auf unser 
System an, 60 sieht man, wie mit grofser Leichtigkeit immer zwei Gro- 
fsen auf einmal eliminirt werden kónnen, und wie die neuen Gleichun- 
zen, deren Anzahl um zwei kleiner ist, wieder dieselbe Form erhalten. 
Dieses macht, dafs man ein solches System Gleichungen mit grofser Ra- 
piditat auflósen kann. 


Zusatz. Nach Beendigung dieser Abhandlung bemerkte ich, dafs 
die Gleichungen, auf welche Lagrange und Poisson in ihren berühm- 
ten Arbeiten über die Variation der Constanten in den Problemen der 
Mechanik gekommen sind, eben solches System bilden, wie wir hier nà- 
her erortert haben. Man sehe das 15te Heft des polytechnischen Journals 
S.288.89. Da die Pfaffsche Methode ebenfalls auf Variation der Con- 
stanten beruht, so scheint dieses System von Gleichungen vorzugsweise 
bei der Methode der Variation der Constanten vorzukommen. 


Den 14ten August 1827. 
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x (oc — 1) 
z(2—1)* oe @ 
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36. 


Summirung der Reihe 
x Bel) 7 ee 1) 53) oc (ac — 1) (a — 2) (x—3) 
tate 2 + z(z — 1) T z(z—1)(z—2) ' z(z— 1) (a — 2) (3 —3) 


(Vom Herrn Dr. J. A. Grunert zu Torgau. ). 


je ce 











1. 
Obgleich diese Reihe schon auf verschiedene Arten summirt worden 
ist, worüber man Klügels mathem. Wörterbuch Thl. IV. S. 570. 776. 805. 
vergleichen kann, so glaube ich doch, dafs auch folgendes. Verfahren ei- 
nige Aufmerksamkeit verdient, da sich durch dasselbe die Summe für 
jedes x und z durch eine ganz allgemeine Rechnung ergiebt. 
2. 
Man setze: 
D 4, 
+ 4,2(r—1) 
+ 4, «(2 —1) (a — 2) 
+ 4, x (x — 1) (z— 2) (x — 3) 


EIER) 2200 050389593 
-L Az (z—1)z— 2) (2 —3). 3. (aen De QE 


so ist: 
DU - A a? 
+ A,2*(2—1) (2— 2) 
+4 en à ee) 
TE dx Vili. pins (r—3)....(z—n 4-2) 


opo cy @ ny d aye | (r—n4-2) (e—n 4-1). 
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Aber 
"=r+ z(r—1) 


z'(r—1) = z(z—1)--z(r—1y 
= r(c—1)+ x(x—1) + x(z—1)(x—72) 
= Qx(x—1) + x(xz—1) (x— 2). 


a*(2—1)(a—2) = 2z(x—1) (x—2) + 2(a—1) (1—2) 
= 2 (z—4) (2—2) + a(z—4) (2—2) + x(2—1) (2—2) (23) 
= 3z(rx—1)(x—2)-l- 2x (x—1) (z—2) (a—3), 


x*(x—1)(a—2)(a—3) = 3z(x—1)(z—2)(x—3) + x(z—1) (a—2)(z—3)* 
= 3a2(a—1) (a—2)(a—3) + a(a—1) (a—2)(a—3) 

4- x(7—1)(2—2)(2—3)(2—4) 

= 4a(x—1) (x—2) (a—3) + z(x—1)(z—2) (z—3) (x—4), 


Die Art, wie die Rechnung weiter fortgeführt werden kann, und 
das Gesetz liegen unzweideutig vor Augen. Also ist: 


p = A, {x + x(x—1)} 
+ A, (2 (z— 1) + x (e— 1) (e«—2)} 


3 


+ 4,(3z(x—1)(z —2) + x (x — 1) (zx —2) (x —3)j 

+ A, en (z— 1) (z— 2) (2 — 3) + x (z — 1) (z — 2) (z — 3) (z— N) 

A, (I —1) x (x — 1)... (r—n 4-2) + 2 (—1) (2—2)....(z— 24-1) 
+ A,{na(e—1)(2—2)....(e—n+1) + z(z— 1) (2—2)....(z—n)) 
e care (2 

+ {4,--24,}2(2—1) 

+ {4,4+34,}2(e—1) (2— 2) 

+ {4,4+44,}2(2—1) (e—2)(e—3) 


Nt Ma Oke. [D e" Mie Me Geet Me. tm 9 CSN ON RS ER, 


71—1 


+ 4, -+ nA dn (0—1) (—2)(2—3) .... @—n $1) 


REPRE Poa NCCE eben) 
46* 
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== S ERU 
+ oA r(r—1) 
+ Ay. (r—1)(2—2) 


4 


+ Anz (2—1) (x — 2) (x — 3) 


LANE DEI re) 
n--ı 
+ Auyı2z(r—1) (@—2) (2 —3)....(2—n), 


so dafs man also folgende Gleichungen zwischen den Coefficienten von 
zr" und x”"* erhält: 











1 r » 
AR TE An 
7 I 2 
4 nr — A, + eet, 
3 2 3 
j^ pis "E À, + Qus 
4 3 4 
A ET An + 4A, 
n n—ı n 
dis — Bo + nA, 
idi 7 
Ds RE EMT Az. 
3. 
Ferner setze man 
1 
— — —_______—- == D, -—- 2, De 
(x-—1)(z—2)....(z— n) Ei d E 
gar p 1 
p dor 2. Jet d 
1 y p.i. rS 
(z-— 12520 MN TECHN DNE or ae ze = Lach Tee 
nr 1 


in va I E- + Be EX zmn4 + ab! 


Da man nun die erste Reihe erhalten mufs, wenn man die zweite mit 


z—n-—1 multiplicirt, so ergeben sich zwischen den Coefficienten leicht 
folgende Gleichungen: 
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ndi n 
Heri 
ndi ? n-Ei 
B, = B, + (n4- )4,, 
f n Er 
D, B: "A (2.4-1)4,, 
n 74-1 
B, = B; +(r+1)8;, 


7 24-1 
b, — n + (n + LB AAs 


Da nun immer 


1 1 1 1 1 
zc Gita Pas TEE mn 


I . » ! . 
also immer 5, — 1 ist, so erhält man aus den vorhergehenden Glei- 
chungen, wenn man anstatt des dortigen 7 hier 7 setzt: 


ji dae or Linas 

2 I 2 

Bi == Be Lk pee’ 
3 2 3 
HH — B. H- 3 P ie 
4 3 4 
HB. = Hv + 4 B, 5 ? 


| urs T pus SET. 
Die nahe Uebereinstimmung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 
in (2.) läfst eine Uebereinstimmung der durch 4 und B bezeichneten 
Coefficienten vermuthen, und es fallt augenblicklich in die Augen, un 
wenn die beiden Reihen 


T 2 5 na. 4. 5 

Hu Ba Dicis 1,5, Pris EPIS 
I 2 3 4 5 

26 s P, Mm. LA LM A “U a 6,0 


identisch wären, dies auch von den beiden Reihen 
1 7 3 4 5 
Dar D, 2 Hs B, D, 5; 
4 


Wo nod ANS ds AN, 
gelten müfste. Da nun diese Uebereinstimmung, weil B, A A — u, 
ist, offenbar für 2=1 gilt, so ist sie allgemein gültig, und man hat 
also folgende allgemeine ch den 
VA = BEA 
Die Glieder, mit denen die Reihen abbrechen, sind offenbar B, und 4. 
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A, 


Um nun unserm AAU rois Zwecke naher zu rücken, habe man 
die Reihe 
+ + +54. +... = 8. 


Substituirt man für die Botendent von x die oben gefundenen all- 
gemeinen Ausdrücke, so erhält man mit Hülfe der vorhergehenden allge- 
meinen Vergleichung zwischen den Gröfsen 4 und B:  ' 

S= 1 

La 

+ (4,2 -+.4,x(2—1)} 

X 2 3 1 

+ {4,2 + 45x (x —1) + A,2(2—1) (»—2)j raté 

+ {Ayo} A,2(e@—1) + Air (—1) (60) + Ae (81). 1. (23). 

i [Aus + Are) + Au (61) (02) À x (z—1)....(z—3) 

ar A, 2 (x—1) (z—2) (z—3) (a—4)}. 


4 


1 
ae 


d- 


nt 
+ x. 
a2 (Boat B, x(x—1)} E 
+ (Byz + B,2(e—1) + B,2(e—1)(e—2)}. 4 
+ {Br Bra) + Bea) (0—2) + Ba (—1) (03). 


+ (Biz 4- B,x(e—1) + B,x(e—1) (22) + B,x(a—1)....(e—3) 
th B, x (x—1) (z—2) (zx —3) (x—4)}. 


SER 


ba 
ar zx 


ni 


He NE PAPE atBs+B5 


[ 

ej 
MEN FER LEE P 
+ 2 (e—1)(e—2){B, > + Bj THB di, fps 
+ 2(@—1) (t—2) (x—3) eg £u fpe B Lu] 
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und folglich. nach (3.): 
Sor © 


+ x. 
1 
E Arr D ea, 


4 


1 
ane DE) RES ETS 
Fee) EDEN. espe» GT 
P | 


Da nun aber nach dem binomischen Lehrsatze 


s=1+(2)+E)+@)+G@)+---. 


pe d 


VM (1 Ne iim ee E 
151 z dd z 


ist, so ek man folgende merkwirdige Summe: 




















mX(x—1) ac (ac — 1) (ac — 2) bill 2 
PUTIL i a (z— 1) (z—2) ot, (z—4) (z—2)(z—3) ee 
oder 
a(x—1) , æ(x—1) (20—2) „ 2e (3—1) (x—2) (2—3) Orte à 
Ice T icut 59) T ^p D GID (Lay er 


für Sedes x und z. 
Ist x eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe ab, und man 
erhält den auch sonst bekannten Satz von den Binomial- Coefficienten: 
x(a—1) , a(x—1)(x—2) Met t—T1). go. 9.9.4 z+1 








sper z(z—1) ete he (z—2) abe hee) Ge y z—x +1" 
Nimmt man x und z negativ, so verwandelt sich die Reihe in: 
ac (a1) 2c (24-1) (x + 2) zt 
Bee Ce te OMA ie em 





Nimmt man UT blofs x oder z negativ, so wird: 
x , ext): x(x--1)c--2) | z4-1 
Sr Free ee = LT 
UN ac(ac —1) > fr — 15 (2 —2) i-o iz 
lor xtüudabydodston Sh did) Teer 
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91. 
Quadratur des Mantels des senkrechten, schief 
abgeschnittenen Regels. 


(Von Herrn W, Horn.) 


(Mit Bezug auf dessen Abhandlung über Keradoiden im ersten Hefte des zweiten Dandes dieses 
Journals.) 


1. : | 
Gleichung der Kegelschnitte, als Keradoiden betrachtet. 


Es sei BSG (Fig. 4.) ein ebener Schnitt durch) die! Axe"eines senk- 
rechten Kegels, dessen Seiten mit der Axe einen Winkel =a einschlie- 
fsen; ferner MO ein beliebiger ebener Schnitt durch den Kegel, senk- 
recht auf die Ebene BSG, und die Durchschnittslinie 40: dieser’ beiden 
Ebenen bilde mit der Seite SG des Kegels einen beliebizen Winkel 
OAG=f. Die Entfernung 94 sei =e; der Abstand SM — SB=SG 
eines beliebigen Punctes M der, durch letzteren Schnitt in der Oberfläche 
des Kegels erzeugten Curve 4M, vom Pole S, sei =z, und der Winkel 
ANP, den eine, durch den Punct # und die Axe SC gelegte Ebene SOM 
nit der Ebene BSG einschliefst, = W, so 1st: 


OG = CM.sinvd = z.sine.sinv s. 
Aber auch: 
CG = AD ,[tang(P —&) + tango] 
— (z2—e)cosa|tang(G—«)-+ tang]. 
Also zsına.sinvyY == (z2—e)cos a[tang(B—«x) + tang al, 
und hieraus: ; 
lang(5.—«& tang @ 
EET T. ure rire er rrr! oder 
tang (f — e)-tenge — 
tang (P— «)-|-iange. cos p " 
Dieses ist die gesuchte Gleichung der Kegelschnitte. 
Ist PS 2a, so entsteht die Gleichung für die Ellipse; ist Q «24, 
so entsteht die Gleichung der Hyperbel; für ß=2« erhält man die Glei- 


chung der Parabel (z =r), und fiir B= 90°-- die Gleichung fur 
den Kreis. 


3 NEC IT 





x 
- ) 
^— 9 


I VE E f 7* / Cp 1 F 7 i. J 
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2, 
Setzt man die Entfernung des Durchschnittspunctes der Seite SR 
mit 40 (Fig. 5.), von der Spitze des Kegels, also den, zum Polarwinkel 
=a gehörigen Polarabstand = E, so ist: 











| it | 
tang (B—2) + tange = go; ngo und 
E 
tang (f — a) = ib tanga. 
Substituirt man diese Werthe in (1), so dota sich die Formel: 
I 2 Ee 


Ist E positiv, so hat man die Gleichung der Ellipse; ist E nega- 
tiv, so entsteht die Gleichung der Hyperbel; ist E —,.s0 hat man 
die Gleichung der Parabel, und für E=e die Gleichung fur den Kreis. 


3. 


Quadratur des Mantels des von der Ellipse schief abge- 
schnittenen senkrechten Kegels. 
Nach der Formel (Vil) der Abhandlung über Keradoiden ist, wenn 
F ein beliebiges Stück dieser Flache bedeutet: 
OF = izyopo-—is0p.sns; 
oder, den Werth für z aus (1) substituirt: 
Dir e? sin &? [tang (8 — c) H- tang e]? ow 








2 ' [taug (f — «) + tang « cos w]? 4 
also, nach Meier Hirsch Integraltafeln, pag. 297: 
Fae os e? sinc tang (5 — «) d- tange | — lange .sin af 
2 "tang(P—e)—tange ' Liang(f — «) -- tang & . cos p 








tang(f — a ang « -l|- tang (f — «) cos 
E Y [tang (7 Ta Ur TIE Arp Gu ee = cos xr 
wo keine Constante hinzukommt, weil für ~ = 0 das Integral ver- 
schwindet. | 
tang @-}-lang(G—a)cosp __ 
tang (f — «)-]- tang « . cos y cos W 
Arc cos] == 27 gesetzt werden; alsdann erhält man den Mantel des 
chief abgeschnittenen, senkrechten Kegels: 
Ts e? zt sin «. a. tang (f — «) (está e ies Pk 


tang (mens iang (f — «) —tang « 


smd.) und, es nius 





Fur Ÿ = 97 wird 











e? sine 1--tange. cot (f — a) 


fa Sapa dei lt ( i 
1—1ang «. cot(B — «) j — tang &. cot (f — a) 
Crelle’s Journal. II. Bd, 4. Heft. 47 
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Für @=90°-+ « wird cot(@@—«) = 0, also F = €'q sing, wie er- 
fordert wird. 
Hat E die Bedeutung wie in 2., so ist auch: 


Pre E re Mead 
E+e 


wo — die mittlere arithmetische, und Y(E.e) die mittlere geome- 





trische Proportionale zwischen der längsten und kürzesten Seite des schie! 
abgeschnittenen senkrechten Kegels ist. 
Für E = e entsteht wiederum: 
Bis nes, 
wie vorhin. 
Ist a die halbe grofse Axe der Ellipse, und c die halbe kleine Axe 
derselben, so ergiebt sich leicht: 





a = iy(E*--e-—-29Ee.cos20); und 

Cn oo vyue). 
Ist nun & = 90°, so verwandelt sich der Mantel des Kegels in eine 
Ebene, und zwar im vorliegenden Falle in eine Ellipse, deren Axen = 2a 
und 2c sind. Es wird aber für & — 90°, sina = 1 und cos2« = — 1, 
daher 

a= iV(E+e+oEe = ES, 

c= y(E e), 
folglich naeh obiger Formel der Inhalt der Ellipse: 

Fz- EU! re). sinam och: 


wie gehörig: 
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Einfacher Beweis der von Cauchy und Euler ge- 
fundenen Satze von Figurennetzen und Polyédern. 
(Von Herrn Dr. J. A. Grunert zu Torgau.) 


In einem Netze geradliniger Figuren, welche in einer Ebene liegen oder 
nicht, sei die Anzahl sämmtlicher Seiten = 4, die Anzahl der Eck- 
puncte = S, und die Anzahl der Figuren = JF. Es kommt darauf an, - 
zwischen diesen Grófsen eine Gleichung zu finden. Zu dem Ende denke 
man sich, dafs zu dem Netze eine neue Figur von 7 Seiten hinzukomme, 
welche mit dem Netze 7’ Seiten gemein, 7” Seiten dagegen nicht ge. 
mein habe, wo aber immer z — n'-F 72". Bezeichnet man nun in Bezug 
auf das neue Netz durch 4’, 5‘, F" dasselbe, was A, S, F in Bezug auf 
das gegebene bedeuten, so erhellet augenblicklich die Richtigkeit folgen- 
der Gleichungen: 4/= 4-7", F=F-+1. Zugleich aber ist auch klar, 
dafs die hinzukommende Figur, welche n' Seiten mit dem gegebenen 
Netze gemein hat, n'4-1 Eckpuncte mit demselben gemein, also »'—1 
Eckpuncte nicht mit demselben gemein hat, da 7z — '-l- n'— (n'-- 1) 
-J-(n"— 1) Also ist i$ — iS -- n"— 1. Bestimmt man nun aus den er- 
haltenen Gleichungen n auf doppelte Art, und setzt 1 — "— F, so er- 


halt man: 

A! — A = a8! — $+. F' — F, oder 

i$! -- FP! — 4! = §+ F'— 4A, 
woraus also erhellet, dafs S+ Z"—.4 für jedes Netz eine constante Gröfse 
ist. Für ein aus einer einzigen Figur bestehendes Netz ist nun immer 
S —.4, F1. AlsoS+F—A=1, und folglich allgemein S-+ F—.4 
— 1, oder S+-F= 4--1, welches der bekannte, von Cauchy gefun- 
dene Satz ist. 

Der Eulersche Satz folgt hieraus unmittelbar. Nimmt man nem- 
lich auf eine Seitenfläche eines Polyéders mit F'Seitenflichen, 4 Kanten, 
SEcken, nicht Rücksicht, so hat man ein Netz mit F— 1 Figuren, 4 
Seiten, S Eckpuncten, und folglich S4+f—1 — 4 --1; also S+F 
— 4+ 2, die Eulersche Gleichung. 
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| 39. 
Eigenschaften der Curven, die sich auf bestimmten. 
Oberflächen befinden. 


(Von Herm L. Raabe zu Wien.) 


Es sollen 

Eus aes 
die Gleichungen irgend einer Curve sein, und 

F'(x,y, 2,0, 5,0, etc.) = 0 

die Gleichung einer krummen Oberfläche, wo die Grofsen a, 5, c, etc. 
die Constanten der Flüche vorstellen, so hat man, wenn die Curve und 
die Fiache einen Punct gemein haben, folgende blofs von z abhangige 
Gleichung: 

F(z, *bz, z, a, b, c, etc.) == 0, j 
aus welcher man z, und dann, vermittelst der zwei gegebenen Gleichun- 
gen der Curve auch die beiden anderen Coordinaten x und y des ge- 
meinschaftlichen Punctes finden kann. | 

Wir wollen der Kürze wegen das Glied der letzten Gleichung, 
welches z enthalt, durch fz bezeichnen, so dafs die letzte Gleichung durch 

fees 0 
vorgestellt wird. 

Haben nun die gegebene Curve und Fläche überdies noch einen. 
Punct gemeinschaftlich, dessen Coordinaten z- #, O(2--h), b(z+h 
seyn mögen, so darf man, um diese Bedingung analytisch auszudrücken, 
in der letzten Gleichung, die Gröfse z in z+ f übergehen lassen, woraus, 
wegen des allgemeinen Werthes von 2, wer Reihe: | 


0 — faz -- kPa 2475 z + etc. 














folgt. 
Die Gröfsen f'z, fz, f''z, etc. sind in dem Sinne zu nehmen, 
wie sie Lagrange gebraucht hat. 


Soll nun & eine unbestimmte Grofse bedeuten, so ee sich fol- 
gende Gleichungen: 


Y FAM : : | 
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for 0, foe m S ee MU eee 0, "eto, 
welche sämmilich bestehen müssen, wenn £ einen beliebigen Werth soll 
haben können, d. h. es müssen simmtliche Gleichungen, ins Unendliche 
fortgesetzt, bestehen, wenn die vorgelegte Curve jeden Punct mit der 
vorgelegten Flache geme:nschaftlich haben soll. 

Ist nun die Anzahl der Constanten a, à, c, etc., welche die Fläche 
enthält, gleich 7, so lassen sich dieselben durch die 7 ersten der letz- 
teren Gleichungen bestimmen, und die so gefundenen Werthe der Con- 
stanten an die Stelle der in f'?z enthaltenen Constanten substituirt, er- 
giebt sich ein Ausdruck, der blofs von z abhängt und identisch Null ist. 
Von diesem Ausdrucke die náchsten Differentiale genommen, müssen der 
Form nach mit den Ausdrücken f"™z, fo*9z, ete, identisch sein, und 
verschwinden, wenn man in diesen letzteren für die in denselben noch 
vorkommenden Constanten die oben gefundenen Werthe substituirt, 


Es ist mithin : 
frz — 0, 


wenn man in dem Theile rechts des Gleichheitszeichens für die in dem- 
selben vorkommenden Constanten die Werthe substituirt, die man aus 
den vorangegangenen Gleichungen fz — 0, f'z=0, f"z=0 etc. bis 
fr®z=0 gezogen hat, die einzige nöthige Bedingungsgleichung, da- 
mit die vorgelegte Curve sich auf einer Oberfläche soll beünden können, 
Um das bisher Vorgetragene durch ein Beispiel zu erläutern, will 
ich die Bedingungsgleichung f""z — 0 für den Fall suchen, wo die Ober- 
flache eine Ebene ist. Je nachdem diese Bedingungsgleichung fiir eine 
gegebene Curve Statt hat oder nicht, wird die Curve eben sein oder von 
doppelter Krümmung. 
Es sei die Gleichung der Ebene oder 
F (x, y, 2, 2, b, ¢,ete:) = ax + by--cz +1 = 0, 


so hat man: 
fz = aDz +bdhz cz: +1=0 


und paire O's bb's € 0, 
f'"z— aQ"z à. bz SAIS 
Aus diesen Gleichungen a, b, c bestimmt und in 
a — aD z + by" z — 0 
die gefundenen Werthe von @ und à substituirt, ist die gesuchte Bedin- 


gungsgleichung: 


- 
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Wz pl z — Q''z.x/z = 0, 
welcher Gentige geschehen mufs, damit die Curve, welche durch die 
Gleichungen 
zoQzgundosw rs whe 
vorgestellt wird, eine a: sel. 
Diese aufgestellte Bedingungsgleichung wollen wir auf. einige Cur- 
ven anwenden. 


Aufgabe 1. Man untersuche, ob die Curve, deren Gleichungen 
x = dz By(C-—z2)und y > azt by (C—z’) 
sind, eine ebene sei oder nicht. 
Hier hat man 


De Az+BY(C—2z’) und Pz — az+bd y(C—z», 


1 


Q'z pA piis Bz(CQ —z —i i Dr Sh ONE bz (C— 7°) 2, 
Pr + BO(P— 2) 5 - Vz + DOC) 
Da --3BCz(CQ—z2) 3$ - JU +3502(0 2-2. 
Also: 
plz tz = — 3 bBC2(C— ay und 
Mg. Ur = — 3b BC*z(C—7)", demnach 
DZ zip iz — Q'^z ghee = 0. 


Die vorgelegte Curve a also eine ebne. In der That, eliminirt man aus 
beiden Gleichungen der Curve die Grófse Y(C*—2°), so ergiebt sich 
Hur) 270; 

welches nichts anderes als die Gleichung der Ebene ist, in welcher die 





vorgelegte Curve sich befindet. 
Aufgabe 2. Man bestimme, ob die Curve, deren Gleichungen 
x = Az TE (D'—z)und y —azay(b-—z) 
sind, eine ebene sei oder nicht. 
Da hier 
D“/2 Abie ue EE Bz(By tiu» (imi 
Pride xm B*a (B* —22) 3 (99 — 22) 3, also 
Q^. ^s ala So, 
so ist die Curve von doppelter Krümmung. 
Aufgabe 3. Man untersuche, ob die Curve, deren Gleichungen 
UE PUTET ENT S 
sind, eben sey oder nicht. 
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Da hier: 
Q''zi"z = (ae) Fa und 


Ql 2"z2 = (aey P a 

ist, so ist diese Curve nur dann eben, wenn /a — 1 ist, d.h. wenn a —e 
ist, welches auch für sich klar ist. In jedem andern Falle ist die Gurve 
von doppelter Krümmung. 

Nach dem bisher Gezeigten wird es keine Schwierigkeit haben, 
die Bedingungsgleichungen auszumitteln, damit bestimmte Curven im 
Raume sich auf gewissen gegebenen Flächen befinden. Die Aufführung 
solcher Beispiele, wie z. B., wenn die Fláche eine Kugel, Kegel etc. 
ware, übergehe ich wegen der geringen Anwendbarkeit. 


II. 


Wir haben bis jetzt gezeigt, wie man beurtheilen konne, ob eine 
Curve, die durch zwei Gleichungen gegeben ist, sich auf einer krum- 
men Oberfläche befinde oder nicht. Sind aber die Gleichungen der Curve 
nicht unmittelbar‘ gegeben, sondern man kennt blofs die Coordinaten ir- 
gend eines Punctes der Curve als Functionen irgend einer vierten will- 
kiirlichen Grófse, nemlich man hat zur Bestimmung der Curve folgende 


drei Gleichungen: 
“=O, yo Wl, zo— xt, 

wo Q, d, x drei beliebige Functionszeichen sind, so würde man die Glei- 
chungen dieser Curve erhalten, wenn man aus je zweien dieser Glei- 
chungen die willkürliche Grófse eliminirte. Diese Elimination aber ist 
in den meisten Fállen, wegen der Schwierigkeiten der Operation, fast un- 
ausführbar. Es wird daher gut sein zu sehen, wie man ohne die Be- 
schwerde der Elimination dennoch beurtheilen kónne, ob eine Curve, die 
durch die drei letzten Gleichungen vorgestellt sein mag, sich auf be- 
stimmten Oberflächen befinde oder nicht. 

Es sei daher, wie in dem vorigen Paragraph, die Gleichung, der 
Fläche auf der sich die Curve befinden soll, von der Form: 

F(x,y, z, a, b, c, etc.) — 0. 

Die Gröfsen a, b, c, etc. bedeuten wie dort die Constanten der 
Fläche. Sollen nun die Curve und die Fläche einen Punct gemein ha- 
ben, so mufs die Bedingungsgleichung 

F (Qt, br, xt, a,.b,.c, etc.) — 0 
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bestehen. Diese Gleichung wollen wir abkürzend durch 
| bien 
vorstellen. Geht nun Z in £-- £F über, wo Eb irgend eine willkürliche 
Grofse bedeutet, so ergeben sich folgende Gleichungen: 
Ties Du Uf A = QUIATOTAM 

die sammllich bestehen müssen, wenn alle Puncte der Curve, auf der 
betrachteten Oberflache sich befinden sollen. 

Ist die Anzahl der Constanten a, b, c etc. der Fläche gleich 7, so 


wird durch ein ähnliches Raisonnement wie in dem vorigen Paragraph : 


gezeigt, dafs 
ft esp, 

die einzige Bedingungsgleichung sei, welcher, nachdem man für alle 
in derselben vorkommenden Constanten a, à, c etc. die Werthe substi- 
tuirt hat, die sich aus f? — 0, ff — 0, etc. bis f^; -— 0 ergeben ha- 
ben, Genüge geschehen mufs, d. h. der Theil rechts des Gleichheitszei- 
chens mufs identisch Null sein, wenn die Curve sich ganz auf der ge- 
gebenen Oberfläche befinden soll, 

Wir wollen auch hier als besondern Fal die einfachste aller Flä- 
chen zur Untersuchung wählen, nemlich die Ebene, 

Es sei ihre Gleichung: 

az +by+cez+1= 0, 

so hat man: 


Sit. =e Gt. bib bb cmt BI, 
fim aQt + bt cxt, 
fit = a4 I4: ex tp =o. 


Aus diesen drei Gleichungen a, b, c bestimmt, und in die folgenden 
substituirt: 
POE = a t+ byt + ox tz, 
giebt folgende es RTE 
x't [Q^ £. pt H pos qp gs LARES x" tot x "t ABI Qi | Lf] 
TOs. DE OES pep = Oo, 
welcher Genüge geschehen mufs, damit eine Curve, deren drei Glei- 
chungen 
LD, TDR ze vv f 
sind, eine Ebene sei. 
Bemerkt man, dafs man naeh derselben Bezeichnungsart auch die 
Gleichungen hat: Vt 


x! 
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BU Q't, ott Q" t, at — Q" t, 

y‘ Lt, y" Der, y''! — Jte 

2! Y. gilt PUR gilt — VILE, 
so lafst sich die letzte Bedingungsgleichung, die Statt haben mufs, damit 
eine Curve eine Ebene sei, auch auf folgende Weise darstellen: 

2! (a! y! vy! fth — 2!" (a! yyy! at! + g 4 (op! yt — #1") A Oe 
Dieselbe Bedingungsgleichung liefse sich auch unmittelbar aus der 

Bedingungsgleichung ableiten, die in dem vorigen Paragraph für denselben 
besondern Fall gefunden wurde. Wir fanden daselbst die Bedingungs- 
gleichung 


| d d 
HU 


/1 NE ndm 4/ Jt 
Dares AE sear TD ES 
oder auch nach dem so eben angeführten: 
x! Cols — SERA 

Diese Bedingungsgleichung ist für den Fall gefunden, wo sowohl 
x als y unmittelbare Functionen von z sind; hangen aber die Grofsen x, 
y, z, wie in dem gegenwärtigen Falle, von einer vierten Grölse ¢ ab, 
so müssen in der letzten Gleichung die Gröfsen x^, x”, y^, y"' nach 


EO it x z^ | Ballz A À à Ear 
5 ; 


der VR in folgende: MARE 


3 ESI 76 | 
z z! =! 25 











7, AM PL Pdl À 3 "7E 
97 €: os 
(5 2 P X. 2 Ern ugue Vus ) übergehen, wodurch dann 


diesel. ain hervorgehet die wir bereits erhielten. 
Wir wollen auch hier den Vortrag durch einige Beispiele beleuchten: 
Aufgabe 1. Man untersuche ob die Curve, deren sámmtliche 
Puncte durch die drei Gleichungen 


x — acost 4 bsnt, ; 
y == a'cost + b’sint, 
| z — Q'"' cost + b" sint, 
gegeben sind, eine ebene sei oder nicht. 
Es ist 
«= — a sint 4- b cos £, "= — a cos t — b sint, x'’=asint — b cos t, 
y! — a' sint -+ b^ cost, y= — a‘ cost — b^sint, er sint — b' cost, 
z/ — — a'!sint + bcost, z// — — a" cos t— b/sint, z/"——a'"'sint— b" cost. 
Also 
a! y"! — y! al! — ab’— a' b, 
qi yh en ya — 0, 
x! y"! Puy y! x" — ab — ab, 
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und unsere. Bedingungsgleichung 
z! (aly ut a yf dp =~ a! (x! y! —— y! oll) + zZ (a! y — y'a) — 0, 

geht in folgende über: | | 

(a b — a/b) (— asint + b" cost + a” sint — b^ cost) = 0, 
und da diese Gleichung wirklich identisch Null ist, so ist die Curve eine 
ebene. Man kónnte sich auch auf folgendem Wege überzeugen, dafs die 
Curve eine ebne sei; eliminirt man nemlich aus den vorgelegten. drei 
Gleichungen sowohl cosz als sinf, so ergiebt sich die Gleichung: 

x (a! b" — a" b^) — y (a b" — a^ b) + z (ab —a' b) = 0, 

welche die Ebene vorstellt, in welcher die Curve sich befindet. 


Aufgabe 2. Man untersuche ob die Curve, deren sammtliche 
Puncte durch die drei Gleichungen 


e=a-+ bt +e + dP, 
y = + ltt ft + d'B, 
z= a+ b^" t + ct -- dr 


gegeben sind, eine ebene sei oder nicht. 


Verschafft man sich hier ebenfalls die Werthe von x’, y’, z^ x", 
y, 23 m", y", 2 und substituirt sie in die Bedingungsgleichung, 
so bleibt, wenn man die Theile, die sich wechselseitig aufheben, weg- 
läfst, folgender Ausdruck: 

bY (c d! — c! d) — c" (b d!—b'd) + d' (bc! —V c), 

der verschwinden mufs, wenn die Curve eine ebene seyn soll. So lange 
aber der letzte Ausdruck einen von der Null verschiedenen Werth hat, 
wird die Curve von doppelter Krümmung sein. 


Es wird z. B. die Curve, deren drei Coordinaten irgend eines Punc- 
tes durch die Gleichungen 
x= a+ ¢+22/+ 32, 
y — a +45 460, 
z = a+ 7t+ 82 — 270 
vorgestellt werden, eine ebene sein, denn durch die hier speziell an- 


genommenen Werthe für 4, c, d, b' etc. wird der letzte Ansdruck 
gleich Null. 


" 
ie: ^ ae 
ee ii " - 
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III. 


Es bleibt noch eine Art übrig, wie eine Curve als gegeben ange- 
sehen werden kann, nemlich durch zwei Differentialgleichungen, die erst 
integrirt werden müssen, um nach Paragraph I. untersuchen zu können, 
ob sich die Curve auf einer bestimmten Oberfläche befinde oder nicht, 
Wer aber mit dem gegenwärtigen Zustande des Integralcalculs bekannt 
ist, dem wird es lieb sein zu sehen, dafs diese Eigenschaften der Curven 
sich auch unabhängig vom Integralcalcul finden lassen. 


Wir könnten hier wieder die Untersuchung allgemein für alle Flä- 
chen auf einmal vornehmen; der Gegenstand gewinnt indessen an Deut- 
lichkeit, wenn wir die Untersuchung blofs für die Ebene anstellen. Es 
ist dann ein Leichtes, dieselben Betrachtungen für beliebige Flächen an- 
zustellen. Uebrigens ziehe ich darum diese besondere Untersuchung vor, 
weil sie es ist, welche in practischen Fällen am meisten vorkommt. 


Es stellen | 

P(z xx) = 0, (x y, y) = 0 

die Differentialgleichungen der Curve vor, so wie 
ax+by +ezt1=0 


die Gleichung der Ebene, in welcher die vorgelegte Curve liegen soll. 


Nun denke man sich die Integrale der beiden vorgelegten Gleichun- 
gen durch folgende zwei Reihen dargestellt: 


xi 2, a WTF “de Mi vt 

E alanine pei tog deo doeet: Mr diete) 
o Oo O a © EM o wh 
/ ^ di "e Iv T 

asc y «pore ls ect 1985.19 973.419: 


oo o Oo h 
in welchen x, x’ etc., y, y’ etc. die Werthe von x, x’, etc., y, y‘ etc. 
für den Fall, wo z==0 ist, vorstellen. | 


Nimmt man die ersten, zweiten und dritten Differentialien dieser 


Reihen, so ergeben sich folgende Gleichungen: 
3 


o o T 2 P. 4 
x eu + x"z+x Tog LE OOK a 5 etc., 


o © © ~2 o 
x' xt + az ta” fo + x ro + eto., 
o 





thé u fe art zt ate " t 
xi! ml gt zh x ism t sido etc. , 


376 Raabe, Eigenschaften der Curven, die sich auf bestimmten Oberflächen befinden. 


y' = y T yat y +7" 1. = st ete., 
o o L3 Qu 3 
y" Ly + y!!! d y 73 + y ien + etc., 


o © o „2 o ~3 
Sr ie erh rear | 
Nun mufs, nach dem in Paragraph I. Vorgetragenen, die Gleichung 
gp — yt get — 0 
für jeden Werth von z Statt haben, damit die Curve eine Ebene sei. 
Es bleibt also nichts übrig, als aus den letzten Gleichungen sich durch 
Multiplication den Ausdruck x/y'^ — y" x''' zu verschaffen, und diesen 
gleich Null für jeden Werth von z zu setzen. Die Folgerungen die hier- 
aus entstehen, werden die Bedingung in sich schliefsen, unter welcher 
eine Curve eine ebene sein kann. 


Bildet man nun x y'^" — yc’, so hat man: 
O — EN — 
Dono : o © 

aol yt y!!! A. (ac y y'a xb (x! y" E vy! og! _ MN y07 + etc. 
Damit der Theil dieser Ra welcher eine nach z fortgehende Reihe 
ist, fiir jeden Werth von z verschwinde, welches die nothwendige Be- 
dingung ist, damit die Curve eine ebene sei, müssen folgende Gleichun- 
gen, ins Unendliche IDEE haic 
xy y I! xl y — y" a —0; Bi ^y —y y! pay oy x =0; etc. 
oder, wie man sich leicht Vai de die mit ihnen Po pathic” 


o o o o o 9 
(ac! y ya) = 0, (ool y!" — y (afit = 0, (xy Spes EL ^at! = 0, etc. 


o o 
, : (| NM ti WHT, À yt ‘dd / 
wo nemlich unter (ey — y! go'/9; (ac y — yall, etc, das erste, 


zweite, dritte etc. Differential von a’ y — y''x'", nach z, verstanden 


wird, und in welchen Ausdrücken, nach der Differentiation, z — 0 ge- 
setzt wird. | 
Man sieht also, dafs, wenn eine Curve eine ebene sein soll, und 


xy — yo!” kürzer durch ez vorgestellt wird, wo w irgend ein Func- 
tionszeichen bedentet, 


6 o © 
QZ = 0,02 == 0, lw'z == 0, 2a! 2 —.0;- ete. 
sein mufs, d.h. es müssen die Function ez und ihre sámmtlichen Diffe- 
rentialien nach z, gleichzeitig mit z verschwinden. 


pm 
ii 
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Bevor wir unsere Folgerungen fortsetzen, ist folgendes Theorem 
nothig. 

Wenn eine Function einer Variablen, sammt ihren Dif- 
ferentialien nach derselbenVariablen, fiir einen und densel- 
ben Werth der Variabeln verschwinden, so mufs die Func- 
tion auch für jeden andern Werth der Variabeln verschwin- 
den, d. h. sie mufs identisch Null sein. 

Es sei diese Function von der Form 

A+ Bz+Cz + Ds + Ez‘ + etc., 
so mufs man, vermöge der Bedingung, wenn @ der Werth der Variabeln 
ist, der sowohl die vorgelegte Function, als auch ihre sámmtliche Dif- 
ferentialien auf Null reduzirt, folzende Gleichungen haben: 
o= A+ Ba+ Ca + Dae + etc. 
o= B-+2C02-+3Da’- etc. 
0 z2€--6Da-- etc. 
etc. etc. etc. 

Es ist aber aus der Theorie der Functionen bekannt, dafs die letz- 
ten Gleichungen nur dann zugleich bestehen können, wenn @ eine va- 
riable Grófse vorstellt, und in dieser Voraussetzung mufs man haben: 

Ar D, ub 0,,. 6,209, D = +0; ete; 
d. h. die Function mufs identisch Null sein. 

Dieses vorausgesetzt, sieht man, dafs die Bedingungsgleichung, da- 

mit eine Curve von der Form 
Q(z, 9,2) = 0, YayYy)=0 

eine ebene sey, folgende einzige sein mufs: 

reo À pd A uitio = 0, 
für jeden Werth von z. D. h., wenn man aus den zwei vorgelegten 
Gleichungen der Curve x’ durch z und x und y‘ durch z und y, und 
dann x%, x’ und y^, y als Functionen von z, & und z, y ausdrückt 
und die gefundenen Resultate in die letzten Gleichungen substituirt, so 
mufs man eine identische Gleichung erhalten. 

Sind die vorgelegten Differentialgleichungen der Curve von der 
zweiten Ordnung, z.B. | 

Q (z, x, 0,0") = 0, xp (s y, y, y") = 0, 
so bestimme man x” und y“ als Functionen von z, x, x’ und z, y, y^, 
und substituire die gefundenen Resultate in die oben aufgestellten Bedin- 
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gungsgleichungen; wird dadurch das erhaltene Resultat identisch Null, so 
ist die Curve eine ebene, im entgegengesetzten Falle ist sie von Na CR 
ter Krümmung. 

Oder auch, man po desi ie zi y! ^ als Finétivn von z, z, z' und 
z, y, y', und hieraus x”, x", y'", y" ebenfalls als Function von z, x, x 
und z, y, y’, und substituire die gefundenen Werthe in die Gleichung 

(2 y! — y"! zy — 0, 
oder in die mit ihr identische Gleichung — 
x" Iv tf JUR 


ry y 

Geschieht dadurch der letzten Gleichung Genüge, so ist die Cares eben, 
in jedem anderen Falle ist sie von doppelter Kriimmung. 

Aehnlich ist das Verfahren, wenn die Differentialgleichungen der 
Curve von der zten Ordnung sind, indem man 

(y^ x!" — — ya — 0 

bildet; dieser Ausdruck wird Glieder haben, die y 99, „m, yt), at) 
enthalten, die man dann aus den Gleichungen der Curve durch z, y, y", 
y... y? und z, 2, 2, x',.... a? ausdrückt und die gefundenen 
Resultate in die Bedingungsgleichung substituirt; geschieht ihr dadurch 
Genüge, so ist die Curve eben, in jedem andern Fall ist sie von doppel- 
ter Krümmung. Einige Beispiele werden das Verfahren erläutern. 

Aufgabe I Man suche, ob die Curve, deren Differentialglei- 
chungen sind: 
(z— Az) — (a — NE) = 0 und (y—a2)— (y —)(6—2)- 0; 


eine ebene sey oder nicht. 





Hier ist | 
a! — 4 tI, 
akt ya (x — A (x — Az) m in 
RER 
NE (x — Az) (i+ 2c? RN 4-6: call 
ad CET 
y— az 
y—2a — c? — z?? 
tyr EE BRUN ee 
(c? 2,22)? ? 
yl! Eu OU Lee 2 iz c E OAL -+6z =). 





(c* —z*)3 


PLI pm IL SCHE D . 
Also ‘aly £x y" a!" daher ast odie REM eine ebene. 
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Aufgabe 2. Man bestimme ob die Curve, deren Hillisengialeleis 
chungen von der zweiten Ordnung sind, nemlich 
g (cz) — (a —22)(1#22) =O und y"(c—2)—(y —y'(a422=o, 
eine ebene sei oder nicht. 
Man suche aus diesen Gleichungen x’ und y‘, so hat man: 


u (x — x" Pre Mey REIN 


— Gem nU dus 
d c? — z? Bon C 2__22 


x 


hieraus finde man x‘ und y‘”, so hat man: 


zu a (AEE) et Hs 242) ung ya Dr tee), 


fe? — 2° z (c? — xz)? 


^! ist, so ist die Curve eine ebene, 


Da hier 2^ y" — y'^x 
Oder man bestimme noch c" und y", so hat man: 


(ac — x" z)(c? —2 c? z —16c? z* — 2z 2771-12 2* 7.879) 44 8z a 


x m EDDY t5 3»€ 1] 
(er 282:)s 
e Lay y7 2) (02 — 20%2—160*2%— 223 +12 24-4825) 
Dre ET we ge Ta 
Diese Resultate in 
Gy du — yl)! — 0, 


oder ın 
| a y — y gt E30 

substituirt, reducirt sich die letzte Gleichung auf Null, daher ist die 
Curve eine ebene; wie vorhin. | 

Aufgabe 3. Man bestimme ob die Curve, deren Dißonentaleleı- 
chungen von der ersien Ordnung sind, 

(x!— À)(x— Az) — B = 0 und (y'—a)(y—az) — 5 = 0, 
eine ebene sei oder nicht. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende: 





B b 
uud Lm —— eS yp — 
ie mt cr PMS eed dire, 
— D? —b*. 
U u EE. “= —— 
RE NET ok a2)? 
3B? 0 
LP ER /14 oe X 
EU (Reti ? (y— az)’ 


Da hier z^y//— yz! nicht identisch Null ist, so wird die Curve, 
wenn man die vollständigen Integralien der verlangten Differentialglei- 
‘chungen nımmt, von doppelter Krümmung sein. 
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40. 
Ueber den Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte. 


(Von Herrn Prof. Strehlke za Danzig.) - 


Die zur Bestimmung des Kriimmungskreises der Kegelschnitte nóthigen 
Stücke werden entweder durch die Differentialrechnung oder die An- 
wendung des Unendlichkleinen gefunden; man kann aber durch die ge- 
wöhnlichen analytischen Hülsmittel zu denselben gelangen, wenn man 
zuvor die allzemeinere Aufgabe auflost: 
Die Coordinaten des Mittelpuncts und den Radius des Kreises zu 
fnden, welcher durch drei gegebene Puncte eines Kegelschnittes geht. 
Auflósung. Wenn z und y die auf einander rechtwinkligen 
Coordinaten eines Punctes in dem Umfange eines Kreises bezeichnen, p 
und g die auf dasselbe Axensystem bezogenen rechtwinkligen Coordina- 
ten des Mittelpuncts dieses Kreises vorstellen, und r dieses Kreises Halb- 
messer ist, so hat man bekanntlich: 
D == (x— py? + (y—9)” 
Da nun der Kreis durch drei Puncte gehen soll, deren Coordinaten 
wir durch a, p 
e, ß’ 
AE ^ 
bezeichnen wollen, so hat man nach einander die Gleichungen: 
(eee auis oe, 
D LE a et eee 
= (a"—py AQ y, | 
welche zur vollständigen Bestimmung der gesuchten Grofsen p, 9, r^ hin- 
reichen. 
Wenn man die erste Gleichung von der zweiten und dritten ab- 
zieht, so erhält man, nachdem die erste der erhaltenen Gleichungen durch 
& — a, die zweite durch &— a” dividirt worden: 


Re ee N en 











& — wu =? 
9 MERE «PL 
ex apte BA), es a d att E ma 


Um 
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Um nun diese Gleichungen für die Kegelschnitte einzurichten, hat 





ee & + a! A A D durch die 


man nur nothig, für ———7, UU 
Gleichungen der 3 Kegelschnitte ausgedrückten Werthe zu setzen. 


Wir machen den Anfang mit 
der Ellipse. Wenn & die vom Mittelpuncte der Ellipse auf der 


grofsen Axe 2a gezählte Abscisse, (^die auf der kleinen Axe 26 vom 
Mittelpuncte gezahlte Ordinate bedeutet, so hat man bekanntlich: 


B= (a. 


Wird aber — m gesetzt, wodurch « — a cos, 
so wird (2 = bsinqQ. 
Ein zweiter Punct, dessen Coordinaten a‘, (, läfst sich für die 


Ellpse eben so allgemein durch 


el 


/ 


a cos)’, 
b sin Q', 


ein dritter eben so durch 
a! == acos Q^, 


(34^ b sing” 
bezeichnen. 
Diese Coordinaten- Ausdrücke geben 
BP b Er. 
PIS = — ~— . cot — 


ato! = Hor abt o 


ae BR b? 2 
dug ee — (cos + cos Q^. 


sd 


€ — € 


Die Gleichung (1) wird demnach für die Ellipse: 


; oen - T. e E 
(A) . 27 == RR, C Rr il (cos Q + cos Q^. . 


die Gleichung Go 


(B) 2p— 
WW elf man dio (1s UE (B) von (4) abzieht, so erhalt man 


(usen pe EY (cos ® + cosQ") ... 





| qp gp 
—2bg. imt! a—b? . g'-Eq" . gf =a! 
DUCES ET et M NEAL MM It 
a. Sin —; ‚sin 4—— 
und a? ie à Dr "T 28 gp! £ 9 de op’! L qu +. q 
49 
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Setzt man diesen Werth für g in die Gleichung (4) oder (D), so erhält 
man nach einigen leichten Reductionen: 


EU rot s A pp PHP yrs PH 
P = AT vd i Ems — Sin 9 01 I F9 . 


Nach der Berechnung dieser Ausdrücke findet man r durch die Gleichung. 
Pr = (ap) RN. | 

Zwei besondere Fälle dieser Aufgabe verdienen eine genauere Be- 
trachtung. 

1) Nimmt man an, dafs Q'— Q, so erhält man offenbar in den 
obigen Coordinaten- Ausdrücken die Bestimmungsstücke desjenigen Kreises, 
welcher die Ellipse in dem durch die Coordinaten acosQ, bsin® be- 
stimmten Puncte berührt, und dieselbe in dem durch die Coordinaten 
acosQ", bsinQ" gegebenen Puncte durchschneidet. Dadurch verwandeln 
sich die obigen Ausdrücke für 9 und p in folgende: 

a—b? . ,q cp!’ 
g = = baat 








. sin 


are nz 
p= cost RT 





. sin, 





. cos Q. 


2) Am meisten verdient der UE Beachtung, da man an- 
nimmt, dafs die durch die Coordinaten acosQ', bsinQ', acosQ", bsin Q^ 
bestimmten beiden Puncte mit dem Puncte zusammenfallen, dessen Coor- 
dinaten a@cos@ und bsin® sind. Man gelangt dann zu dem Kreise, wel- 
cher sich in diesem Puncte am genauesten an die Curve anschliefst, oder 
zu dem sogenannten Krümmungskreise. Da für diesen Fall Q^" Q'z Q 
ist, so wird 


a*— Db? 


sr . sin Q?, 








a? 


pu er cos Q. 
Wenn man den Radius des Krümmungskreises mit R bezeichnet, 
so hat man, da ?— rl Gr 
à —b? s; 2p? . s 
Hu (« sp «cos Q?) -- (2 sin ® + —— sinQ?) 
= (a'sinQ?-]- cos 0)’. (E + n -) 


(a?sin q? + b? cos q^): 
NT GS o emo 


B (a? sin q? +b? cos "D 
| ab 4 
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Wir übergehen die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem für die 
Normale, deren Gleichung in (4) enthalten ist, wenn man darin @'—@ 
setzt. Die Gleichung der Normale ist hiernach 





Lupa 
presdssdobQie ==} 608€ 
. . . 2 
Für die Hyperbel, deren Mittelpunctsgleichung y? — b (3° — d) 
a 
*. a . 
ist, setze man a = s ist Q — 5 tg Q, 
/ a 


— «0s gy? - P= btg9’, 
DS C à Int 7 
e — tos g^? - - B = 10 ts ® ; 
Durch die Anwendung dieser Coordinaten- Ausdrücke wird 


Hop beni qe T. 


e — u! a MI ET 


a+ a( : — 


cos P cos @ 


Sli 1 es), 


a—a’ a NcosQ cos (p 


: sin — 











Die Gleichung (1) wird demnach fiir die Hyperbel folgende: 
q — p’ 


























vp RTE SS a? - 5? ) 
(DaoRA Un cgo Tot garg PROF (spt ep) 
die Gleichung (2) wird: 
q— op"! 
2b os T y a?--b? ( 1 1 
o D ar: — 
ONE er si pty lone wine (+ =) AQ 
Wenn man die Gleichung (IY) von (I) abzieht, so erhält man 
Eg E 
2qb SR 5 GUN cid, ch ee 1 ) 
ole rr ACER Da rome B 7 
wet DER zm ae P Pen ip a cosQp^ . cosQ 
Durch eine leichte m erhalt man hieraus: 
pow 
ee 6 x CDS MB ab? q* 7 irn! 
ane s y in EP ei sin — T : cos Pd’. cos Q", 


rial d MEW PP GRE POE OI Fiera oc 
@ sin PLE sin S s a 
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folglich P "" 
dare sin PE sin dat ‚sin? def 
PT ws Bp cosp . COS. cosg” — 


Nachdem dieser Werth für g in die Gleichung (I) oder (U) gesetzt 


worden, erhält man: 








ee. ad s d 
Uo uuu sin FETT sin EL + 005@".00 TT] 
oh a ' cos @. cos Q^. cos qp/' SRE 53e San Te cos Q''. cos gj 


Fallen die drei Puncte der Hyperbel in den zusammen, dessen Coor- 


e a - 3 ba en 
dinaten ane und btang® sind, so ist Q^" — Q'— @, und 





ke Er . tang Q?, 
a^ ho 
er a. cos Q? 


Bezeichnet R den Krümmungshalbmesser der Hyperbel für diesen 
Punct, so findet man durch Anwendung dieser Ausdrücke auf die Glei- 


chung r? = (a —py + ($—9y: 
b? \£ 
(a lang p> -L- up 





COS 
Rasen T. 
ab 
Für die Parabel ist unter Voraussetzung der Coordinaten- Ausdrücke 
p* P | 
p^ LC dj à ey 
Q^* = mal: 
B— B Boo Yin 
&—a |. Ver Va? 1 
fp? eve rdg 
UNT. ar 771, 


folglich 
2Y m | / 
SE Fyarve! A EP 


2 p + Tow aig == a al +m. 
Nach der pne dieser beiden Gleichungen erhalt man: 
y — (fat Va) (fa te) Va" be), 
ap = uda! a + m d yaa) +y (wal) + v (oa). 
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Fallen die beiden, durch die Coordinaten 
a, v (am), 
a, V (a. In) 
bezeichneten Puncte, mit jenem Puncte zusammen, dessen Coordinaten 
a, Y(@m) sind, so wird: 


1 4aV 
g — —3y5,9Y*.2y2.2ya = > 
2p = 3a+-mtatata, 
2 6e+m 
er 


Bezeichnet R den Krümmungshalbmesser für diesen Punct, so er- 
hält man durch die Ausdrücke von g und p: 


m — (m + 4«)$ 
me CLO amc 
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41. 
Ueber die Functionen welche der Gleichung 
Qr+ Oy = w(cfy - yf») genugthun. 
(Von Herrn N. H. Abel.) 





De Gleichung | 
Qz + Qy = ely tyfz) 
wird genug gethan, wenn 
Sy = BY pd Or = suai lore 
ist. Denn dieses giebt: 
logz + logy = logry; 


desgleichen, wenn 


fy — VO—y’) und Qz = Jr = arc sin z, 


welches 


arcsinz -- arcsiny = aresin[ry// (1—)7) + yv (a—2?)] 
giebt. 


Es ware moglich, dafs ihr auch noch auf andere Weise genug ge- 
than werden kLónnte. Dieses soll untersucht werden. é 
Man setze der Kürze wegen 


zfy +yfe=r, 
so ist die gegebene Bedingungsgleichung folgende: 
1. Oz + Oy = vr. 
Differentiirt man diese Gleichung nach z und nach y, so findet man, 
wenn man sich der Lagrangeschen Bezeichnung der Differential- Coef- 
ficienten bedient, 
shad (or mela D 
ve wel) v em wel) 
Diese Gleichungen gehen, wenn man die Gröfse xr eliminirt, 
Ó 
9'2 (27) = oy (32). 
Der Ausdruck von r aber giebt: 
Or 
2 (54) =Syt+yfe und (77) = fe +af y, 


also wenn man substituirt, 


3. Oy. fyb yfix) = Q'z.(fz 4 xf y). 
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Man gebe nunmehr der veränderlichen Grófse y den einzelnen 
Werth 0, welches erlaubt ist, weil x und y von einander Anabhäugig 
sind, so findet man in (3.), wenn man der Kürze wegen 

ou Puh sa 


aa—O'ax(fa+ta‘r) = 0, 
woraus auch, wenn man y statt x schreibt, 

an — Q'y(fy ey) = 0 
folet. Diese beiden Gleichungen geben 


setzt: 


pie "nem s mr P Mit 
| 4. Q'r == y ote und Q’y a QA 
und wenn man, nachdem ia statt Q'z gesetzt worden, integrirt, 
Ox 
fa + ax 
Die Function ®x wird auf diese Weise durch fx bestimmt. Es kommt 
also nur noch darauf an, fx zu finden. Setzt man in die Gleichung (3.) 
statt Qr und @’y die Ausdrücke dieser Functionen (4), so findet man, 
nachdem reducirt worden: 
6. (zd a'x) Sy tyf2)— Sy + (fe + af'y) = 0, 
ye dieses giebt, wenn man die Factoren multiplicirt, 
7. fafy + c'xfy + ff a+ acy fiz—fafy —a'yfe—xfyfy —a'xy fy =0, 
ide: 
8. zr(wfy—fyf'y —c py AIRE fen zf x) = 0, 


oder, wenn man mit zy dividirt, 
(9. m fy— yf y —ayPy) — ol fu — fs '2—a' nf x) = 0 


Die Grófsen x und y sind aber von einander unabhangig; also kann 
. diese Gleichung nicht anders Statt finden, als wenn 


fy —fyfy —u' yly)-— T fr fxf'z—ca' x fix) = Const. ist. 
Es sei also | | 
10. ~ (a! fz —fzf'a —a'zf'a) EJ 


o a ao 


so erhält man: 
11. f'z(frz--azx)-4-(mz-—efz)-— 
Durch diese Gleichung wird die Function fr bestimmt. Sie kann inte- 
grirt werden, wenn man 
Tet mss 
setzt. Denn alsdann ist 
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f'x.0x = 20x + x02, 
und man findet, wenn man substituirt, 
(282-202) (ez tax) + (mx—u'xz)0x = 0, 
welches, wenn man mit x dividirt, 


(29x +x02)(z +23 + (m—az)0x = 0, 
Iz(z--a)-m—u'z2]0z 4-x0z(z4- o^) = ^ 
(24-m)9x + xda(zta) = 0, 


oder, wenn man mit © (2’-+- m) dividirt, 
0x _ aze+e4 


oder 


oder 


RER 2? +m 
giebt. | 
Hiervon ist das Integral 
[= US. ROSEN Dr 
did o zm Jam 
Es seı | 
so ist 


a ’202 | f oz 1 za 
[2 = log x, SES = z log (z?^— n^), f — 25 logy 


also wenn man substituirt und eine willkürliche Constante c hinzufügt, 


1 2 2 e ZA 
loge — logs = zlog(z += 0) an OR ares oder 


log. = e| ce — dus (55 zy 


at 


rie p es 
JS 


. Ey by e 
Es war aber fx = xz. Also ist z= b und folghch, wenn man sub- 


woraus folgt: 


stituirt: 


a 
c [Uo eng s B eme 
— u m, ; oder 
b ec Jo--no 
1 a 1 at 
mam | = an 
c == (fx —nx) (fe nz)? s" 
oder, wenn man die 2nten Potenzen nımmt: 
19. "= (fx — naoyte'. (fx -- nx) "at 


x = 0 giebt c—a, weil TOS. War. 








Dieses 
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Dieses also ist die Gleichung, von welcher die Function fx abhängt. 
Sie ist nicht allgemein autlosbar, weil z und @ zwei unbestimmte Grö- 
fsen sind, welche selbst imaginair sein künnen. 


Die Gleichung (12.) drückt die allgemeinste Form der Function fx 
aus, und es lafst sich zeigen, dafs sie der gegebenen Bedingungs-Glei- 
chung allgemein genug thut. In der That entspricht die Function fx 
der Gleichung (11.), und aus der Form der Gleichung (9.) sieht man, 
dafs sie auch dieser genug thut. Aber die Gleichung (6.) ist die Glei- 
chung (9.)in veründerter Gestalt. Also thut fx auch der Gleichung (6.) 
genug. Aus der Gleichung (6.) aber findet man die Gleichung (3.), 


act : 2 
wenn man Q’x = xpi setzt, und die Gleichung (3) giebt, wenn 


man xfy + yf» = r setzt: 
es) ety (5) = o. 


Integrirt man diese partielle Differential. Gleichung nach den bekannten 





Regeln, so findet man: 
und hieraus 
Or Oy = pr, oder 
Qz-4-Qy = Vly + yf2) 
welches die gegebene Bedingungs- Gleichung ist. 
Es ist noch übrig die Function Y zu finden. Zu dem Ende sei 
y — 0, so findet man, weil f0 = &, 
Qz = v(ax)— 00, 
oder, wenn man » statt x setzt, 
yr = 0—+ 90. 
Zusammengenommen findet man also, dafs die allgemeinsten fondu 
der Functionen, welche der Bedingungs- Gleichung 
Px + Py = wv(fy-yf2) 
genug thun, dieto: sind: 


or = Lire und |. 


Vr = G0+0— = leads <2 +90, 
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wobei fx von der Gleichung . 


a" = (fe na) te (fe + na) 


abhängt. 
Es seı z. B. 
n=u = 2 
so ist 
a —fx-—ixsx, 
also | 
fu = ab Se, 


und folglich 3 
Oz == a4 =e = aalog(¢+az)+k, - | 
vr =90+9(=) =2h+aaloga-+ a«log (a 4-2) 





Va = 2k +aulog(æ +). 

Die Bedingungs-Gleichung giebt also 
kt aulog(u+x) + KL aelog (a+y)=2k + aalog[a?--r(a+iy) +y(a+2x)]s 
welches in der That zutrifft, denn beide Theile dieser Gleichung redu- 
ciren sich auf | 

2k + aalog(e?-axr--ay+zy). 

Die Function Qz wurde oben in der Form eines Integrals gefun- 
den. Man kann auch fir dieselbe, vermittelst der Logarithmen, einen 
endlichen Ausdruck finden, wenn man die Function fx als bekannt an- 
nimmt. Es sei nemlich 

Jetnre=v und fzrz— nz — t, 
so giebt die Gleichung (12.) 





a” — gyre parte’ 
also 
pe um a. Le. 
und folglich 
on an 
Nun ist | | 
fe = 3(v+t) und nz = $(v—1), 

also ist 

on a—n 

fa = ivo—Iaue os and 
on a—n 


In 2n 


Dieses giebt, wenn man differentiirt: 
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9n 


on 
QUEE gs via) Ov, 





Dial ee 
& ~ A2n — 2n(a-l-n) 
desgleichen findet man 


en ar 


MIT (x ON ep jun 
fx tur = or: v- iS) a vet, oder 


/ Bad / c! —n kr. — 
fetes = or rie m 5)», 
da Wo OÙ 
fe4-ex (nbe’)v’ 


welches, wenn man integrirt, 


Ox 
Jo uz = = error C24. — Or 


giebt, wo c eine willkürliche Constante ist. Setzt man also für v sei- 
nen Werth fr + nz, so findet man 


Jod qup Iz log (cna -]- cfz)-: 
In den beiden Fallen, «/ — oo und 2 = 0, bekommt die Function 
fx einen particulairen Werth. Um denselben zu finden, mufs man auf 


die Differentialgleichung (11.) zurückgehen. 
Es sei zuerst 


a SO 


22, woe 0 
so giebt die Gleichung (11.), weil 7 — — 7: 
fa(frtutx)— a'fx = 0. 


Es sei 


so findet man 


E an Oz(zd-o) _ Oz OZ 
[NU a) TR EN Car aD 
wovon das Integral 
af x a! 
loge + logr = EAN TA oder log(czx) = —, 
. x 
oder, weıl z — 1 war, 
al oo / . 
logcfz ERST oder er == frlog(cfx) ist. 
Für 2=0 ist O==alogca, also cc — 1 und 


1 


— 779 
Á—X— 


also 
ay xl 2) oder 


cie, 
dc 
ALT ET — ee) Ps 


50% 
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Diese Gleichung also bestimmt fx für den Fall , wenn 2=0 ist. Die 
Gleichung (13.) giebt für diesen Fall . 





Ox = Llogefz = = log ca + log (2), 
mithin, weil zu Folge (14.) log" = s = ist: 
log ca 
15. . Ox E a! + 


Ferner ıst 


16. Vx = o0+0(2 )- 2 logaeingo pe 


a oC j 
ise) 
Die gegebene pea aL Gleichung also ist: 


log eo : pere 2log ca _ ety + y far 
ce pe haat fy ens iid op (Late 











das heifst, es mufs : 
17. sy eL cT 
sein. | 


Um diese Gleichung zu untersuchen, wollen wir statt x und y ihre 
Werthe aus der Gleichung (14) setzen, nemlich oe log (5 und 
I ER 
ZF tog (22). 

Dieses giebt: 


False (en) 
‚18. af\ ———— 


wenn man der Kürze wegen 


fzfylo ( DEA 


a a! 





= afr, 


setzt. Es folgt daraus: 


Qloga + log = = log (fax fy). 


Aber zu Folge der Gleichung (14.) ist 


log IU UT. 


also erhalt man, wenn man substituirt, 


20. 2loga-- oe = log fx fy). 
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ff fr.log 2a 
Da aber fr = war (18), so ist, vermöge (19.), ~~“ mg 








also = = log (ren), folglich in (20): 2loga + log (222) == == log(fafy), 


welches, wie leicht zu sehen, wirklich der Fall ist. 


Es sei ferner 
a’ = oc. 


Schreibt man in diesem Fall die eal (11.) wie folgt: 
| fas 3 J- zf'z mn 2 





so ist klar, dafs st GN — 0 sein NT wenn m endlich ist, Also mus 


/ 
Le d I oder fx = cx 
sein. | 
Ist à 
m-—-—pc, 
so ist 
rf'r — px — fx — Q. 


Es sei 
Acted on 
so erhalt man 
r(róz--z0z)— (pe —zz)dx = 0, oder 
red 
1 fx à 
also z = ploger = =, und folglich 
dan ee ct, 

Um Ox zu finden, substituire man diesen Werth der Function fz 
in die Gleichung (3.), so erhält man, weil f'z = plogex + pe ist: 
Q'y (pylogey +yplogex + pey) — Q'z(pzlogez-- zplogey d- pez) = 
also wenn man mit p(log cxy + c) dividirt, 
y€'y —aQ'z = 0, 
folglich | 





zO'x = & und 0Qzr = u 

mithin | 
Oz, ='kloem a. 
Die gegebene Bedingungs-Gleichung geht also in 
klogmax-+- klogmy = Ÿ(xpylogcy + yprlogez), 

oder in 

kKlog may = (pry log ery) 
über, oder wenn man 
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pzylog®xy =r und zy = v 
setzt, in 
Vr = blog m*v. 


Durch das Verfahren, welches hier oben die Functionen gab, die 

der Gleichung 
Dr t+ Oy = L(xfy + yfx) 

genugthun, lassen sich auch die unbekannten Functionen in jeder andern 
Gleichung mit zwei unabhängig veränderlichen Gröfsen finden. In der 
That lassen sich durch wiederholte Differentiationen nach den beiden ver- 
änderlichen Grofsen, so viel Gleichungen finden als nôthig sind, um be- 
liebige Functionen zu eliminiren, so dafs man zu einer Gleichung ge- 
langt, welche nur noch eine dieser Functionen enthált, und welche im 
Allgemeinen eine Differential- Gleichung von irgend einer Ordnung sein 
wird. Man kann also im Allgemeinen alle die Functionen vermittelst 
einer einzelnen Gleichung finden. Daraus folgt, dafs eine solche Glei- 
chung nur selten müglich sein wird. Denn da'die Form einer beliebi- 
zen Function, die in der gegebenen Bedingungs-Gleichung vorkommt, 
vermöge der Gleichung selbst, von den Formen der andern unabhängig 
sein soll, so ist offenbar, dafs man im Allgemeinen keine dieser Functio- 
nen als gegeben annehmen kann. So z.B. kónnte der obigen Gleichung 
nicht mehr genug gethan werden, wenn fz eine andere als die seu 
dene Gestalt hatte. 
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49. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulôsen, letztere zu beweisen *). 





1. 
(Von Herrn L, Raabe zu Wien.) 

67. Aufgabe Die Zahl und Form der Bedingungs-Gleichungen zu 
finden, welche Statt finden müssen, damit z gerade Linien im Raume 
einen Punct gemeinschaftlich haben. Für zwei gerade Linien im Raume, 
deren Gleichungen | 

| a — az+ua, y == bz +", 
z —a'z-w, y = b’2-+ 0’ 
sind, findet nur die einzige Bedingungs- Gleichung 


a — a! a— a! 


QV 24/0144 1 Di 9 
Statt. reise ner 
68. Lehrsatz. Wenn drei Kreise von gegebenen Halbmessern 
in einer und derselben Ebene liegen, und von einer und derselben gera- 
den Linie berührt werden, und A bezeichnet den Flücheninhalt des ge- 
radlinigen Dreiecks, in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei Kreise 
liegen, à hingegen den Flächen-Inhalt des Dreiecks, in dessen Ecken die 
Mittelpuncte der drei Kreise dann liegen, wenn sie, in veränderter Lage, 
eine beliebige Coordinaten- Axe der x berühren, während ihre Mittel- 
puncte in derselben Entfernung von der auf dieser Axe senkrechten Axe 
der y bleiben, wie zuvor; 0’ endlich den Flächen -Inhalt des Dreiecks, 
in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei Kreise liegen, wenn sie, wie- 
der in veründerter Lage, die Coordinaten-Axen der y berühren, wah- 
rend ihre Mittelpuncte in gleicher Entfernun 
der Axe der x sind, so ist 


v wie in der ersten Lage von 





| Pav — Es 


*) Die unter der Ueberschrift: , Von Anderen” stehenden Aufgaben in diesem Bande des 
Journals sind von dem Herausgeber aufgesetzt. Er hat ihnen die Ueberschrift: „Vom Heransge- 
ber” deshalb nicht gegeben, weil es möglich wäre, dafs ihm, ohne dafs er sich dessen noch er- 
innerte, die Idee zu dieser oder jener Aufgabe durch irgend ein Euch, oder im Gespräche mitge- 
theilt sein könnte, und er der Möglichkeit, sich etwa unbewufst fremde Ideeen zuzuschreiben; ent- 
ziehen wollte, Er trat daher die Ideeen zu den Aufgaben, für den Fall, dafs sie Jemand Anders 


schon gehabt haben sollte, im Voraus ab, und findet sich aufgefordert, solches zu bemerken. 
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(Von Anderen.) 

69. Wenn fx eine gegebene erste Ableitung, oder wie man sagt, 
fx.0x ein gegebenes Differential von der ersten Ordnung ist, für deren 
Stammgröfse (oder für dessen Integral) sich kein geschlossener Ausdruck 
finden làfst, sondern nur eine unendliche Reihe, so fragt es sich, ob und 
wie sich erkennen lasse, ob der Werth des Integrals, für den einzelnen 
Fall: x — co, unendlich grofs sei, oder endlich, oder Null. Der Werth. 
selbst der Stammgröfse (des E für z— o0, wenn er endlich ist, 
wird nicht verlangt. 

70. Wenn s, die Summe von 7 beliebigen Grofsen @,, à,, 05, .. . . 
..5.€,, ferner (s*), die Summe der Quadrate dieser Gröfsen, (s°), die 
Summe ihrer dritten Potenzen u. s. w. bezeichnet, so kann die ;zte Po- 
tenz der Summe 5,, nemlich (s,)”, durch | : 

(s,)" = ($"), + 5 
bezeichnet werden, wo 5 eine Summe von Gliedern ist, deren keines 
eine von den z Grofsen @,, &,, . . . . a, allein enthält. Es fragt sich 
nun, für welche ganzzahlige 2, 7m und v, die Grofse S mit (s, auf- 
gehe. Für 7 — 2, in-- 3 und y — 1 findet bekanntlich ein solches Auf- 
gehen Statt; nemlich (4, ivl a.) ist gleich 
+ 3aa, + 32,0; +a,, 

also hier S — 34e, ++ N a), und alate Grofse seht mit a, + «, auf. 
Die Frage ist al gh, ib n, m aid y noch andere ganzzahlige YVES: ha- 
ben können, als 2, 3 und 1. 

71. a) Welche Gesialt mufs eine ebene Figur von bestimmtem 
Fláchen-Inhalte haben, wenn sie so viele als moglich in ihrer Ebene 
sich befindende Puncte unter der Bedingung umschliefsen soll, dafs kein 
Punct dem anderen näher liege, als bis auf eine bestimmte Entfernung, 
und dafs der Umfang der Flache, wenn er krummlinig ist, nicht ab- 
wechselnd convex und concav sei, wenn er aber geradlinig ist, keine 
einspringende Winkel habe; desgleichen, wie müssen die Puncte dann 
gegeneinander und in dem Umfange der Figur und gegen ihn liegen? 

b) Welche Gestalt mufs eine Fläche, die einen körperlichen Raum 
von bestimmter Gröfse umgiebt, haben, "wenn sie so viele Puncte als 
möglich unter der Bedingung umschliefsen soll, dafs kein Punct dem an- 
deren näher liege, als bis auf eine bestimmte Entfernung, und dafs die 

Fläche, 
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Fläche, weun sie krumm ist, nicht abwechselnd concav und convex sei, 
wenn sie aber aus Ebenen zusammengesetzt ist, keine einspringende 
Ecken habe; desgleichen, wie müssen die Puncte dann gegeneinander 
und in der umschliefsenden Flache und gegen sie liegen? 

72. Die Winkel zwischen den Seiten und Diagonalen ebener ge- 
radliniger Figuren werden entweder 1) blofs durch andere dergleichen 
Winkel, oder 2) auch blofs durch die trigonometrischen Linien dersel- 
ben, ohne die Seiten und Diagonalen zu Hülfe zu nehmen, oder 3) nur 
mit Hülfe der Seiten und Diagonalen bestimmt. Die Fälle anzugeben, 
in welchen besonders das Ziweite Statt findet. 

73. Durch welche Seiten und Winkel eines Raum-Vielecks (spha- 
rischen Vielecks) wird das Vieleck bestimmt? In welchem der verschie- 
denen Falle ist mit bestimmten Seiten und Winkeln nur ein Vieleck 
moglich, in welchen anderen sind symmetrische Vielecke moglich, und 
in welchen, mit den nemlichen Seiten und Winkeln, mehrere und un- 
zählige gleiche oder symmetrische Vielecke? 

74. Aus den sämmtlichen Seiten eines Raum-Vielecks (spharischen 
Vielecks) und denjenigen Winkeln, die noch zur gánzlichen Bestimmung 
des Vielecks nothig sind, und die aneinander liegen mogen, den Raum- 
Inhalt des Vielecks zu finden. 

75. "Welche Verhältnisse finden zwischen den Seiten und Winkeln, 
nach den Ecken und nach den Seiten centrischer Raum- Vielecke (spha- 
rischer Vielecke) Statt? 

76. Wenn man die Zahlen der Dreiecke, Vierecke, Fünfecke bis 
m Ecke, von welchen Polyeder umschlossen werden können, durch z,, 
Re n, bezeichnet, welche Werthe können möglicher Weise 
Tin sde cote cut à n, baben? 

77. Den korperlichen Inhalt eines von lauter Dreiecken umschlos- 
senen Polyéders aus den Kanten zu finden. 

78. Welche Verhältnisse zwischen den Kanten und den Kanten- 
und Seiten- Winkeln finden in einem Polyéder Statt, welches von lauter 
Dreiecken umschlossen ist, wenn seine Eckpuncte sammtlich in einer 
und derselben Kugelfliche liegen, oder wenn seine Seiten- Ébenen von 
einer und derselben Kugelfliche berührt werden, oder wenn das Gleiche 
mit seinen Kanten geschiehet? 

Crelle’s Journal. IL Bd. 4. Ift, of 
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79. Wenn man annimmt, dafs die Intensitat des Lichtes, welches 
ein leuchtender Punct in einem vollkommen durchsichtigen Mittel ver- 
breitet, in umgekehrtem Verhältnifs des Quadrats der Entfernung vom 
leuchtenden Punct stehe, desgleichen, dafs, wenn sich ferner der Punct 
in einem unvollkommen durchsichtigen Mittel, wie z. B. der atmospha- 
rischen Luft, befindet, eine zweite Abnahme Statt finde, die zu der Dicke 
der durchleuchteten Schichten im Verhältnifs stehet: wie viel wird dann 
die Summe des Lichtes betragen, welches der leuchtende Punct aussen- 
det, wenn man unter dieser Summe die Summe der Producte der be- 
leuchteten Raume in die Intensitát der Beleuchtung verstehet? 

80. Wenn unter denselben Voraussetzungen wie (79.) noch ange- 
nommen wird, dafs eine zurückstrahlende Ebene, auf welche der leuch- 
tende Punct sein Licht wirft, einen constanten Theil der Beleuchtung 
verschlucke: wieviel wird dann die Summe des direct, und des von der 
Ebene zurückgeworfenen Lichtes betragen, und in welcher Entfernung 
mufs sich die Ebene von dem leuchtenden Puncte befinden, damit die 
Summe des Lichts ein Maximum sei? 


"e 


C 
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| 43. 


Einige Nachrichten von Büchern *). 





Kon den so sehr verdiensilichen ,, Annales de mathématiques pures et appliquées, ou- 
vrage périodique, rédigé par Mr. J. D. Gergonne a Nismes, chez P. Durand - belle et 
@ Paris chez Bachelier,” von welchen monatlich ein Heft, etwa 4 Bogen stark, her- 
auskommt, erscheint nun schon der 18te Band oderJahrgang, und das Werk hat durch 
die ganzen 18 Jahre seinen Werth behauptet. Es füllt jetzt an 900 Bogen, und e:t- 
hält einen Schatz von mathematischen Arbeiten und Materialien und Anlafs zu ferne- 
ren. Die ausgezeichnetesten Schriftsteller, z. B. aufser dem Herrn Herausgeber selbst, 
die Herren Poisson, Kramp, Poncelet, Servois etc., haben daran Theil genom- 
men, und die Wissenschaft ist durch ihre Arbeiten in mannigfacher Beziehung we- 


sentlich bereichert worden. Die Annalen sind über die ganze civilisirte Erde verbrei- 


tet, von Petersburg bis Rio-Janeiro und von Stockholm bis Palermo, und geniefsen 
der verdienten Anerkennung. Dieses ist unstreitig ein erfreuliches Zeichen der Zeit, 
aber warlich, es gehört auch ein Mann von solchem Eifer für seine Wissenschaft, von 
solcher Thàátigkeit und von so gründlichen Kenntnissen dazu, einem solchen Unterneh- 
men Schwung zu geben, und es darin zu erhalten, wie der scharfsinnige und gelehrte 
Herausgeber desselben. Nicht allein, dafs seine eigenen Arbeiten unter die besten des 
Werkes gehören: auch sein Eifer und seine Thatigkeit sind bewundernswerth und un- 
ermüdlich; seine Unpartheilichkeit und Bereitwilligkeit, jedes Verdienst und selbst jedes 





*) Der Herausgeber hat sehr um Entschuldigung und Verzeihung zu bitten, dafs er in diesem 
Journale bis jetzt so selten Anzeigen und Beurtheilungen von Büchern gab.  Erstlich fehlt es ihm 
durchaus an Zeit, auch nur das bedeutendere Neue mit derjenigen Aufmerksamkeit zu lesen, die 
nöthig ist, um ausführlich darüber zu urtheilen. Er ist wie immer von Geschäften. seines Dien- 
stes überladen, die 1hm durchaus keine von den Stunden, welche irgend der Arbeit gewidmet sind, übrig 
lassen. Früher hat er zu seinen mathematischen Arbeiten die der Erholung and Ruhe gehörige 
Zeit der Abende und Nächte verwendet. Jetzt erlaubt ihm dieses der eben dadurch geschwächte 
Zustand seiner Gesundheit, und besonders seiner Augen, nicht mehr, und so ist es ihm unmöglich, 
sich zum Critisiren auszurüsten. Zweitens ist aber auch ein ihm eigenihümlicher, fast unbezwing- 
licher Widerwille gegen älles öffentliche Urtheilen über die Arbeiten Anderer an der Unterlassung 
Schuld. Dieser Widerwille gründet sich vorzüglich darauf, dafs es ihm nie hat gelingen wollen, 
sich von dem Recht Einzelner, sich selbst zu öffentlichen Richtern über das geistige Thun Anderer 
zu constituiren, zu überzeugen. Ein solches Recht könnte allenfalls nur auf einen Augenschein des 
"Nutzens der Critiken gegründet werden; aber der Herausgeber hat nie einen solchen einleuchtenden 
Nutzen bemerken kónnen. Er glaubt deshalb auch, dafs die Critik sich fast nur auf Anzeigen von lite- 
rarischen Arbeiten reduciren müsse, und dafs wenigstens der Anzeigende, wo er nicht, in das Urtheil | 
des Publicums einstimmend, loben kann, kein Recht habe zu tadeln. Er mag sich in allen diesem 
irren; so viel möchte indessen wahr sein, dafs das geringste ,, Bessermachen” dennoch mehr niitze, 
als die Critik, und um so mehr, weil,an Critiken kein Mangel, an neuem Guten dagegen kein Ueberflufs 
ist. Darum hat er auch in diesem Journal nur alle Mühe darauf gewendet, so viel als möglich Gutes 
und Nützliches zusammenzubringen. Er hat es in dem Maafse gethan, dafs, wenn man es zu sagen 
erlaubt, in dieser Beziehung eigentlich. mehr geleistet worden ist, als versprochen war, nemlich da- 
durch, dafs fast keine einzige Abhandlung, wie es sollte geschehen diirfen, hlofs übertragen ist, son- 
dern dafs fast alle, ohne Ausnahme, original sind. Er hofft also mit diesem guten VVillen, wegen 
der Versäumung in Rücksicht der Critiken weniger tadelbaft zu sein. Er ha! noch immer darauf 
gerechnet, dafs ihm Beurtheilungen zugesandi werden würden, allein diese Hoffnung ist bis jetzt 
fehlgeschlagen. Er bittet aus allen diesen Gründen um Verzeihung wegen. einer Unterlassung, wel- 
cher er sich nicht gut entziehen konnte. Er giebt jetzt hier einige Anzeigen, die er mit gutem 
Gewissen niederschreiben kann, und wird auch damit von Zeit zu Zeit, wenn es sein mufs, fortfah- 
ren, hoffend indefs, dafs Andere ihn in der Erfüllung dieses Theils seiner Verpilichtungen bei dem 
Journal, der ihm durch allgemeine Gewohnheit aufgelegt wurde, zu unterstützen die Güte haben 
werden. 
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V- oh 
Bemühen um die gute Sache anzuerkennen, ist von einem seltenen Grade. Möge die 


treffliche Zeitschrift stets fortblühen, und ihr würdiger Herausgeber noch lange die 
Freude geniefsen, zur Verbreitung and Entwicklung einer der édelsten und wichtigsten 
Wissenschaften so wirksam und "wesentlich beigetragen zu haben! 


Neuer ist das ‚‚Bulletin. universel des sciences et de l'industrie, sous la direction 
de Mr. le Baron de Férussac a Paris,” welches in 8 Sectionen die reine und an- 
gewandte Mathematik in ihrem ganzen Umfange, die Physik, die Chemie, die Naturge- 
schichte, die Geologie, die Medien! den äh und die Staatswirthschaft, die Tech- 
nologie, die Geographie, die Geschichte, die Alterthümer, die Philologie und die Kriegs- 
kunst zum Gegenstande hat. Die erste Section ist der Mathematik, Physik und Che- 
mie eUwidihel] und es erscheint von dieser Section, so wie von den übrigen, monat- 
lich ein Heft. Dieses Werk befindet sich jetzt in seinem vierten Jahrgange. Aber 
auch bei ihi zeigt sich ein sichtbares Gédeihen, und der Eifer und die Thätigkeit des 
Herrn Herausgebers ist unverkennbar. | Das Ww erk enthält nächst der Anzeike von 
Schriften in Bllen Sprachen, zum Theil verbunden mit kurzen Beurtheilungen und Nach- 
richten von den Arbeiten der Academieen und einzelner Gelehrten , endi schätzbare, 
kurze Abhandlungen und Aufsätze. Die eigenen Beurtheilungen sind: schonend, bleiben 
bei der Sache, und verletzen deshalb nicht, wo sie tadeln müssen. Auch diesem Werke 
ist unstreitig stete Fortdauer und das beste Gedeihen zu wünschen. 


Der ,,Barycentrische Calcul” vom Herrn Professor Móbius, Leipzig bei Barth, 
1826, enthaltend geometrische Untersuchungen, die vom geometrischen Begriff des 
Schw. erpuncts APT ORI ist ein wichtiges deutscher Originalwerk , und verdient alle 
Auf inerksamkeit der ib ETIN 


Herr A. L. Cauchy setzt heftweise seine ,, Exercices de mathématiques, à Paris 
chez de Bure frères” fort. Es sind 19 Hefte erschienen. Das Werk ist voller tiefer 
analytischer Untersuchungen, wie sie sich von dem scharfsinnigen und an neuen Ideen 
reichen Verfasser des ,; Cours d'analyse," der ,,Legons sur le calcul infinitésimal,? der 
„Legons sur l'application du calcul infinitésimal à la géométrie, etc.” erwarten lassen, 


Von den ,, Exercices du calcul intégral" des Herrn Legendre erscheint eine 
neue Auflage, die noch gegen die erste sehr bereichert sein soll, Dieses Werk eines 
Veterans aus dem ersten Range der Geoineter wird unstreitig sehr wichtig und um 
so interessanter sein, da der. Gegenstand womit es sich vorzüglich beschäftiget , nem- 
lich die elliptischen F unctionen, die Facultäten, die Eulerschen Antegräle” und was 
damit zusammenhängt, in neuester Zeit so sehr die Aufmerksamkeit, "ubi gleichsam 
einen Wetteifer der Mathematiker erregt hat. 


Yon Herrn Fourier, dem berühmten Verfasser der classischen „Theorie de I. 
chaleur” und vieler anderen gediegenen Arbeiten, ist ein wichtiges Werk über die 
numerischen Gleichungen zu erwarten. 


Herr Professor Grunert in Torgau ist mit der Vo lendung des mathematischen 
Wörterbuches beschäftigt, welches Klügel anfing, Mo lweide fortseizte, dessen 
Beendigung aber beide nicht: efllébten, Erst durch "die Beendigung, die für ein Wör- 
terbuch so vorzüglich wichtig ist, wird dieses, auch wegen der mit so vieler Gelehr- 
sainkeit behandelten. Geschichte der einzelnen Theile der Mathematik, schatzbareW erk 
seinen vollen Werth erhalten. 
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